第 一 篇 ”电磁场 论 与 电动 力学 


关于 电磁 场 及 其 与 带电 系统 相互 作用 的 理论 称 为 电动 力学 .本 篇 讲解 经 典 电 
动力 学 . 它 是 由 对 电磁 现象 的 实验 定律 作 微分 分 析 得 到 的 . 即 只 要 认为 这 些 定律 适 
用 于 每 一 时 空 点 ,就 可 导出 这 一 理论 .这 一 理论 是 完备 的 , 它 有 一 套 完 备 方程 组 ,可 
计算 电磁 现象 的 每 一 细节 .这 一 理论 是 正确 的 ,在 它 适用 的 范围 内 , 它 导 出 的 每 一 
细节 都 与 实际 一 致 .这 一 理论 是 基本 的 , 它 不 能 由 更 基本 的 经 典 理论 导出 .这 一 理 
论 是 重要 的 , 它 所 表达 的 规律 已 成 为 现代 技术 和 现代 文明 的 重要 组 成 部 分 . 

经 典 电动 力学 的 建立 过 程 很 自然 ,好 像 就 是 从 实验 定律 导出 的 .其 实 , 像 所 有 
基本 理论 一 样 , 它 的 建立 也 基于 假定 , 即 设 所 依据 的 那些 实验 定律 都 适用 于 每 一 时 
空 点 .严格 讲 来 ,这 一 假定 并 不 正确 .在 很 小 的 时 空 范围 内 会 出 现 量子 现象 ,使 推导 
所 依据 的 那些 实验 定律 不 再 在 经 典 物理 所 表达 的 那 种 意义 上 成 立 , 需 要 修改 或 重 
新 诠释 .这 使 经 典 电动 力学 只 适用 于 量子 现象 不 重要 的 范围 .在 对 实验 定律 作 微分 
分 析 中 所 涉及 的 时 空 点 ,实际 只 能 是 宏观 看 很 小 ,微观 看 很 大 的 时 空 区 域 .粗略 地 
说 ,这 也 就 是 上 段 陈述 中 所 指 的 经 典 电 动力 学 的 适用 范围 .在 这 一 范围 以 外 ,在 深 
人 微观 世界 ,从 而 量子 现象 变 得 重要 的 条 件 下 ,经典 电动 力学 不 再 适用 ,而 必须 代 
之 以 量子 电动 力学 .量子 电动 力学 是 量子 场 论 的 主要 内 容 ,是 迄今 最 完美 的 物理 理 
论 ,尚未 发 现 它 与 实际 的 任何 矛盾 . 即 尚未 发 现 它 适用 的 界限 .有 趣 的 是 ,量子 电动 
力学 是 将 经 典 电动 力学 按 一 定 手续 量子 化 而 得 到 的 . 即 它 仍 以 建立 在 每 一 时 空 点 
上 的 经 典 电 动力 学 为 基础 ,对 它 实行 量子 化 手续 .学 习 经 典 电 动力 学 的 首要 目的 自 
然 是 掌握 宏观 电磁 规律 ,或 用 于 技术 或 用 于 对 目 然 界 的 了 解 . 除 此 之 处 , 它 也 是 学 
好 量子 电动 力学 和 量子 场 论 的 前 提 . 

电动 力学 具有 规范 不 变性 . 正 是 在 它 的 启发 下 ,和 在 与 它 的 对 比 中 ,发 展 了 现 
代 的 规范 场 论 .在 此 基础 上 ,已 建立 了 电磁 作用 与 弱 作 用 的 统一 理论 .这 是 20 世纪 
后 期 物理 理论 最 重大 的 进展 .人 们 相信 ,规范 场 论 还 会 在 进一步 建立 各 种 相互 作用 
的 统一 理论 中 ,在 实现 对 自然 界 完全 统一 认识 的 统一 场 论 的 梦想 中 ,发 挥 重 要 作 
用 .学 好 经 典 电 动力 学 对 参与 这 一 重大 理论 发 展 的 进程 也 是 重要 的 . 


第 一 章 ”电动 力学 的 实验 基础 与 基本 方程 


带电 力学 系统 是 电磁 场 的 源 ;电磁 场 则 作用 于 带电 力学 系统 ,影响 它 的 运动 . 
电磁 场 与 带电 力学 系统 组 成 的 总 系统 的 动力 学 称 为 电动 力学 , 它 就 是 电磁 场 论 的 
内 容 . 经 典 电 动力 学 的 基本 方程 是 由 宏观 电磁 规律 经 微分 分 析 得 到 的 .虽然 它 研 究 
电磁 场 的 逐 点 传播 ,研究 电磁 场 与 带电 力学 系统 的 逐 点 作用 ,这 里 的 点 实际 上 是 与 
宏观 运动 范围 相 比 其 大 小 可 以 忽略 的 空间 区 域 ,本 身 仍 是 宏观 的 .经 典 电动 力学 万 
是 宏观 电磁 规律 的 微分 数学 模型 . 


$1.1 电荷 与 静电 力 , 库 仑 “定律 ， 
介 电 常数 ,电场 强度 与 电位 移 天 量 


用 gq 表示 物体 所 荷 电量 , 称 为 它 的 电荷 .在 标准 单位 制 中 电荷 的 单位 为 库仑 ， 
它 是 一 安培 2 电流 一 秒 钟 内 通过 垂直 于 电流 方向 的 横 截 面 的 电量 .经 典 电动 力学 
设 电 荷 q 可 取 任 何 实数 . 这 个 概念 是 可 操作 的 .首先 可 由 是 否 使 验 电 虎 的 两 片 锡 
箱 张 开 判 定 一 物体 是 否 带电 . 设 一 导体 带电 荷 g ,可 制 一 成 分 、 结 构 和 形状 均 与 它 
相同 却 不 带电 的 导体 .将 此 二 导体 接触 ,达到 平衡 后 再 将 它们 分 开 .电荷 g 应 平分 


在 此 二 导体 上 ,每 个 导体 各 带 电荷 .类 似 方法 可 任意 等 分 一 电荷 . 另 一 方面 ,将 两 


物体 合并 ,总 电荷 即 为 此 二 物体 电荷 的 代数 和 .这 类 操作 原则 上 可 使 物体 的 电荷 g 
为 任意 有 理 数 .任意 实数 恒 可 由 有 理 数 无 限 逼 近 , 设 电荷 g 可 取 任 何 实数 便 是 合 
理 的 事 .自然 , 现 已 知 电荷 不 能 无 限 细 分 , 它 的 绝对 值 有 一 最 小 单位 
e = 1.60217733 x 10- 3C, (1.1) 
称 为 基本 电荷 .任何 电荷 的 绝对 值 |g | 只 能 是 此 基本 电荷 的 整数 倍 ,这 就 是 电荷 的 
原子 性 .不 过 对 宏观 现象 而 言 ,这 个 基本 电荷 足够 小 ,可 视 为 无 穷 小 .在 表达 宏观 电 
磁 规 律 的 经 典 电 动力 学 中 仍 设 g 可 取 任 意 实 数 .由 此 推出 的 结论 与 宏观 电磁 现象 
在 观测 误差 范围 内 仍然 完全 一 致 . 
在 和 荷 电 环境 中 ,人 答 电 质点 会 受到 电 作 用 力 . 设 质点 电荷 很 小 ,不 致 改变 环境 的 


Q@ ” Coulomb, 作为 电量 单位 时 记 作 C. 
@ ”Ampére, 作 为 电流 强度 单位 时 记 作 A. 
. 2 . 


电 奏 分 布 , 则 它 所 受 电力 称 为 静电 力 ,与 它 的 电荷 g 成 正比 .从 静电 力 中 除去 电 
位 q ,得 一 矢量 
6@= F/g, (1.2) 
它 已 与 荷 电 质 点 无 关 , 只 表示 荷 电 环境 对 该 点 的 影响 . 称 荷 电 环 境 对 空间 各 点 的 影 
啊 为 电场 ,此 式 定 义 的 矢量 8 表示 的 便 是 该 点 电场 的 方向 和 强 弱 , 称 为 该 点 的 电场 
强度 天 量 . 这 一 概念 可 以 推广 . 设 空间 各 点 的 电场 恒 可 由 一 电场 强度 矢量 表示 ,r 
处 的 电场 强度 为 6(r) ,电荷 为 g 的 质点 在 该 处 受 电力 
F(r) = g@(r). (1.3) 
整个 空间 的 电场 便 由 函数 6@ (7 ) 表 示 ,没有 电场 的 特殊 情形 由 6 (r ) =0 表示 . 
考虑 两 个 荷 电 质 点 ,点 1 荷 电 gi, 点 2 荷 电 q;. 点 2 对 点 1 的 静电 力 与 gi 成 
正比 ,点 1 对 点 2 的 静电 力 与 q? 成 正比 .然而 按 牛 顿 第 三 定律 ,这 两 个 力 应 大 小 相 
等 ,方向 相反 ,作用 在 一 点 直线 上 .可 见 点 2 对 点 1 的 静电 力也 应 与 qz 成 正比 ,点 
1 对 点 2 的 静电 力也 应 与 gi 成 正比 ,二 者 都 正比 于 积 gq1q2. 用 ri 和 rs 表示 质点 1 


和 2 的 径 矢量 ,r= | ri -r;| 为 它们 之 间 的 距离 ,&1 = 志 一 一 表示 由 质点 2 指向 质 


广 


点 1 的 单位 矢量 ,&,= 忆 一 马 表 示 由 质点 1 指向 质点 2 的 单位 矢量 .两 质点 中 第 ; 


广 


质点 受到 的 为 一 质点 的 静电 力 一 般 地 可 表 为 


F. 一 9l1g2z Cr)Ei;， 1 二 1,2. (1.4) 
最 初 由 库仑 进行 的 一 系列 实验 确定 了 函数 
f(r) = 六， (1.5) 


K 为 一 正 数 .KK 的 符号 表明 ,大 gq1 和 92 同 呈 ,两 点 电荷 间 为 矿 力 ;大 gl 和 gs 反 
号 则 两 点 电荷 间 为 引力 .这 就 是 通常 所 说 的 电荷 同性 相 斥 ,异性 相 引 . (1.5) 还 表明 
氮 电 人 间 的 静电 力 与 质 点 间 的 万 有 引力 类 似 , 为 平方 反比 力 . 通 冲 令 
_- 
K = rt (1.6) 
6 称 为 介 电 弟 数 .在 不 同 介质 中 < 取 值 不 同 .在 标准 单位 制 中 真空 的 介 电 常数 为 
¢ = ¢0 = 8.854187817 x 10 °F/m, (1.7) 


单位 读 作 法 拉 每 米 .将 (1.6) 代 入 (1.5) 再 代入 (1.4), 得 两 点 电荷 间 静 电力 的 代数 
值 


re (1.8) 


此 值 为 正 表 示 斥 力 , 此 值 为 负 则 表示 引力 .这 便 是 点 电荷 间 静 电力 的 库仑 定律 .由 

于 此 定律 的 基本 重要 性 ,不 少 人 都 对 它 作 过 仔细 的 实验 研究 .着 重 探测 的 是 (1.8) 

右边 分 母 上 > 的 罕 次 相对 于 2 的 偏离 .到 20 世纪 70 年 代 初 ,已 知 此 偏离 不 超过 6 
。 3 。 


x10-1 ,可 以 说 没有 发 现任 何 超出 实验 误差 范围 的 偏离 .库仑 定律 (1.8) 可 视 为 精 
确定 律 . 

比较 (1.8) 和 (1.3) 知 ,点 电荷 g 在 以 它 为 原点 的 径 矢量 为 r 处 产生 的 电场 强 
度 为 


@(r) = 4 2r0， (1.9) 
4ner 


ro 二 一 为 径 向 单位 矢量 .如 果 电 荷 9 不 是 摆 在 真空 中 ,而 是 摆 在 某 种 气体 、 液 体 或 


固体 中 , 式 中 的 介 电 常数 《 将 不 同 于 它 的 真空 值 (1.7). 这 是 因为 不 同 介质 在 同一 
电荷 的 影响 下 会 产生 不 同 的 极 化 .不 同 原子 和 分 子 内 ,以 及 不 同 原子 和 分 子 间 , 正 
负电 和 荷 的 不 同 极 化 导致 不 同 的 次 级 电荷 分 布 .它们 和 诱导 出 这 种 极 化 的 电荷 g 一 
起 产生 电场 (1.9). 可 见 不 同 的 介质 有 不 同 的 介 电 常数 6. 介 电 和 常数 反 映 的 是 介质 
的 性 质 ,而 不 是 诱导 出 整个 电场 的 电荷 g 的 性 质 .这 提示 人 们 引进 电位 移 矢 量 

D9= cc6C. (1.10) 
一 个 点 电荷 g 产生 的 电位 移 矢 量 


(1.11) 


4nr? 


已 与 介 电 常数 无关, 单纯 反映 点 电荷 g 的 性 质 . 
在 各 问 异 性 的 介质 中 ,点 电荷 周围 的 电场 分 布 也 应 是 各 向 异性 的 , 场 强 8 不 一 


定 沿 径 向 .为 表示 这 种 各 向 异性 ,(1.10) 中 的 介 电 常数 应 改 为 介 电 张 量 €, (1.9) 
中 的 一 = < ' 则 应 改 为 介 电 张 量 E 的 逆 张 量 E !. 各 向 异性 介质 中 的 电动 力学 是 专 


门 问题 ,本 书 不 予 深究 .除非 特别 声明 ,本 书 只 考虑 各 向 同性 介质 中 的 电动 力学 , 特 
别 着 重 讨论 真空 中 的 电动 力学 , 介 电 常数 为 一 正 数 . 

电场 的 为 一 重要 性 质 是 可 释 加 性 . 仍 考 虑 荷 电 环境 对 点 电荷 g 的 作用 .将 环 
境 中 的 带电 体 设想 为 许多 小 部 分 组 成 ,其 中 每 一 部 分 的 大 小 与 整个 环境 相 比 可 忽 
略 不 计 , 从 而 都 可 当 作 点 电荷 .实验 表明 点 电荷 9 受到 的 静电 力 为 组 成 环境 的 那 
些 点 电荷 对 它 的 作用 力 的 矢量 和 .再 由 (1.2) 和 (1. 10) 知 ,空间 一 点 的 电场 强度 
6(r) 和 电位 移 矢 量 9 (r) 也 都 分 别 是 带电 环境 各 部 分 在 该 点 产生 的 电场 强度 和 电 
位 移 矢 量 的 矢量 和 . 

计算 一 个 点 电荷 g 产生 的 电位 移 矢 量 在 一 个 封闭 曲面 上 的 面积 分 


D. = , 9 . ds, (1.12) 
称 为 它 在 此 面 上 的 电 通 量 .面积 元 ds 是 一 微分 矢量 ,其 大 小 ds 为 面 元 面积 ,方向 


为 面 元 法 向 .封闭 曲面 法 向 恒 取 成 向 外 . 以 点 电荷 作 径 矢量 r 的 原点 , 按 (1.11) 
。4 。 


9.ds = 了 oos6ds， (1.13) 
47 > 


9 为 面 元 法 癌 与 径 向 的 夹 角 . 如 图 1-1(a) , 设 点 电荷 在 曲面 包围 的 区 域 中 ,在 每 一 


方向 上 径 矢量 与 曲面 有 且 只 有 一 个 交点 ,9 有. 由 图 中 可 看 出 9 也 是 面 元 与 垂直 


于 径 疝 的 面 的 夹 角 ,cos9ds 为 面 元 在 该 面 上 的 投影 . 可 见 
dQ = es 


为 面 元 对 原点 张 的 立体 角 .将 它 代 入 上 式 再 代 回 (1.12) ,由 全 方位 立体 角 中 da = 
4r 知 ， 
一 一 
$ 人 .ds = 卫 中 dp = g. 


点 电荷 


(a) 封闭 曲面 内 的 点 电荷 (b) 封闭 曲面 外 的 点 电荷 
图 1-1 点 电荷 电场 在 封闭 曲面 上 的 积分 


由 电位 移 矢量 的 可 县 加 性 进一步 得 封闭 曲面 内 的 全 部 电荷 Q 对 曲面 上 电 通 量 的 
总 页 献 为 


. 9.ds=Q. (1.14) 


设 点 电荷 在 曲面 包围 的 区 域外 ,如 图 1-1(b), 在 一 给 定 方 向 上 径 矢 量 与 曲面 或 者 
不 相交 ,或 者 有 两 个 交点 ,或 者 相 切 . (1. 12) 右 边 的 积分 只 在 径 矢 量 与 曲面 相交 或 


相 切 的 方向 上 进行 ,(1.13) 仍 成 立 . 在 径 矢 与 曲面 的 切 点 处 9= > ,cosg = 0, 因 和 而 
对 面积 分 (1. 12) 无 贡献 .在 径 矢 与 曲面 的 两 个 交点 中 ,与 点 电荷 较 远 的 交点 处 6< 


到 ,cosg>0, 面 元 ds 对 面积 分 (1.12) 的 贡献 为 


了 
DB. ds 417d42， 


封闭 曲面 由 这 些 远 交 点 组 成 的 部 分 对 面积 分 (1. 12) 的 总 贡献 为 2 人 ,0 为 封闭 曲 
面 对 点 电荷 g 张 的 立体 角 . 径 矢 与 曲面 的 两 个 交点 中 ,与 点 电荷 相距 较 近 的 交点 处 
0>7 ,COSO 达 0, 面 元 ds 对 面积 分 (1.12) 的 贡献 为 


—__4 
9D. ds 17d9， 


封闭 曲面 由 这 些 近 交点 组 成 的 部 分 对 面积 分 (1. 12) 的 总 贡献 为 - 六 0. 这 两 部 分 


贡献 恰 相 抵消 ,封闭 曲面 包围 的 区 域 以 外 的 电荷 对 曲面 上 的 电 通 量 贡 献 为 零 .整个 
空间 中 的 电荷 产生 的 电位 移 矢 量 在 任 一 封闭 曲面 上 的 电 通 量 由 (1.14) 和 表示 , 它 右 
边 的 Q 表示 封闭 曲面 包围 的 总 电荷 ,此 式 称 高 斯 "定理 .从 它 的 推导 过 程 可 看 出 ， 
它 源 于 库仑 定律 中 的 距离 平方 反比 律 ,因而 可 视 为 库仑 定律 的 积分 形式 . 


31.2 电流 与 磁力 ,安培 定律 , 磁 导 率 ， 
磁感应 强度 与 磁场 强度 , 洛 伦 兹 力 


人 们 对 磁 的 认识 是 从 磁石 的 天 然 磁 性 和 地 磁 开 始 的 .磁石 可 以 吸 铁 , 磁 针 可 以 
指南 , 磁 表 现 为 对 别 物 的 作用 和 自身 被 作用 的 能 力 .开始 时 ,人 们 注意 到 磁 与 电 的 
相似 . 电 有 正 、 负 极 , 磁 有 南 、 北 极 . 且 都 是 同 极 相 斥 , 异 极 相 引 , 斥 力 和 引力 还 都 表 
现 出 距离 平方 反比 律 .很 快 ,人 们 注意 到 磁 与 电 的 本 质 差 别 . 电 的 正 负极 可 以 分 开 ， 
有 只 带 正 电 或 只 带 负电 的 物体 . 磁 的 南北 极 却 不 能 分 开 , 将 磁 针 从 中 截断 时 ,与 南 
极 相 联 的 那 一 截断 口 处 立即 形成 磁 北 极 ,与 北极 相 联 的 那 一 截断 口 处 立即 形成 磁 
南极 .每 一 物体 必 同 时 有 磁 的 两 极 .在 对 电 现 象 有 较 深入 的 认识 后 ,人 们 发 现 电流 
会 使 邻近 的 磁 针 偏转 ,磁石 附近 的 通电 导线 也 会 受到 力 的 作用 .一 个 通电 线圈 宛如 
一 条 磁铁 .至 此 ,人 们 终于 认识 到 电 与 磁 的 本 质 联 系 , 磁 性 乃 是 电流 引起 的 , 天然 磁 
石 的 磁性 也 是 由 其 中 分 子 内 的 电流 引起 的 .当然 按 现代 观点 ,分 子 电流 不 仅 包 括 其 
中 带电 粒子 (主要 是 电子 ) 的 空间 移动 ,而 且 包 括 其 中 带电 粒子 的 自 旋 电流 (主要 是 
电子 自 旋 电流 ) .在 此 基础 上 人 们 解释 了 全 部 磁 现象 .不 过 对 磁性 认识 的 这 一 曲折 
历史 还 是 在 电磁 理论 中 留 下 了 印迹 . 当然 这 只 影响 理论 的 表达 方式 ,而 不 影响 理论 
的 实质 内 容 . 

设 一 物体 中 有 电流 分 布 ,r 处 的 电流 密度 矢量 为 j(r).7 的 方向 为 r 处 电流 方 


OO K.F.Gauss. 
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问 ,大 小 为 通过 垂直 于 7 的 单位 面积 的 电流 强度 , 即 单位 时 间 内 通过 r 处 此 单位 面 
积 的 电量 .将 此 物体 放 在 磁 环 境 中 会 受 力 .实验 表明 ,在 磁 环 境 不 变 条 件 下 ,每 点 r 
处 空间 有 一 特殊 方向 , 当 该 处 电流 沿 此 方向 时 即 不 受 力 ,只 当 j(r) 偏 离 此 方向 时 
才 受 力 , 力 的 大 小 正比 于 |j(r)|sin9,9 为 电流 方向 与 此 特殊 方向 的 夹 角 .此 外 , 力 
的 方向 垂直 于 此 特殊 方向 和 电流 方向 . 这 提示 定义 一 沿 此 特殊 方向 的 量 g (7), 将 
磁场 对 r 处 电流 作用 的 力 密度 表 为 
f(r)= j(r)x%(r), (1.15) 
罗 (r) 称 为 磁场 在 r 处 的 磁感应 强度 . 它 随 r 的 变化 可 表示 磁场 .这 一 定义 同时 提 
供 了 测量 磁感应 强度 的 原始 方法 ,是 可 操作 的 .为 此 要 用 一 体积 小 的 弱电 流 , 以便 
逐 点 测量 且 不 影响 磁 环 境 . 此 小 电流 称 为 试探 电流 .首先 找到 > 处 它 不 受 力 的 方 
向 ,是 为 多 (r) 的 方向 .再 将 电流 的 方向 改变 90” , 量 出 该 处 力 密 度 的 代数 值 ,除去 电 
流 密 度 的 代数 值 后 即 得 该 处 多 (r) 的 代数 值 .方向 和 代数 值 都 确定 后 便 得 r 处 的 磁 
感应 强度 多 (7r). 在 (1.15) 两 边 乘 r 处 的 小 体积 元 dy= dsdl ,ds 为 体积 元 中 与 j} (7r) 
牌 直 的 横 截 面积 ,di 为 体积 元 没 j(r) 方 向 的 长 度 , 得 此 体积 元 受 的 力 
dF(r)= f(r)df= dll(r) x $B (r); (1.16) 
I(r)=j(r)ds 的 方向 为 r 处 的 电流 方向 ,大 小 为 体积 元 中 的 电流 强度 .用 载 流 子 
的 电荷 密度 p(r) 和 速度 vw 来 表示 电流 密度 ,得 
j(r) = p(r)ov. (1.17) 
代入 (1.15) 后 两 边 再 乘 体积 元 d 得 
dF = dgv XxX. (1.18) 
ddq=O(r)dy 为 体积 元 中 载 流 子 的 电荷 . 知 所 论 物体 为 一 运动 中 的 点 电荷 g,wv 为 
它 的 运动 速度 , 则 它 仅 有 无 穷 小 体积 元 dfp da 即 是 g,dF 即 磁场 对 它 作 用 的 力 下 . 
于 是 电荷 为 gq、 速度 为 vo 的 质点 受到 的 磁场 作用 力 为 
F= qvx%. (1.19) 
此 力 称 洛 伦 兹 力 . 
由 毕 奥 2 和 萨 伐 尔 名 开始 并 由 安培 详细 进行 的 实验 表明 ,电流 密度 为 j 的 一 点 
附近 dy 体积 元 中 的 电流 在 以 此 点 为 原点 的 径 矢 为 r 处 产生 的 磁感应 强度 为 


dg = ke Fd = pST dy, (1.20) 
ro = 三 为 径 向 单位 矢量 . 比例 常数 & 在 标准 单位 制 中 为 
k= 在 ， (1.21) 


4x 
4 称 为 r 处 介质 的 磁 导 率 .真空 磁 导 率 为 
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4 = po = 4r Xx 10- HAm， (1.22) 

单位 读 作 亨利 每 米 .实验 发 现 , 磁 感应 强度 也 具 可 香 加 性 ,因此 电流 密度 分 布 j(r”) 
在 r 处 产生 的 磁感应 强度 为 

g(r) = 在 Tr )xX (rr ) yy (1.23) 


[rr 一 rr 
体积 分 对 六 进行 ,遍及 电流 分 布 的 空间 . 磁 导 率 y 反映 的 是 介质 的 性 质 ,而 不 是 电 
流 分 布 的 性 质 .将 它 从 磁感应 强度 多 中 除去 ,可 定义 磁场 强度 


XR(r) = Br)/p. (1.24) 
由 此 可 将 (1.23) 表 为 
X(r) = | Sr ay. (1.25) 


此 式 称 为 于 页 亲信 尔 安 结 定 委 ,简称 安培 定律 .也 有 简称 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 的 . 
用 (xz,y,z) 和 (xz ,y ,z ) 分 别 表示 r 和 的 正 交 直线 坐标 ， 
lIr-r l=vV(rzr-r) +(y-y)+(z—2z’), 


其 梯度 为 

VIr-r l= 下 二 
v=( 声 ， 六 区 ) 为 梯度 算 符 可 见 

— 1 

vi (1.26) 

代入 (1.25) 得 
A 

=Vx A(r), (1.27) 
其 中 

A(r) = 二 |- Hay. (1.28) 
在 (1.27) 两 边 取 旋 度 ,由 问 量 分 析 知 

VxXRX=Vx(VxA)=V(V.A)—- v4. (1.29) 


右边 第 一 项 中 的 散 度 可 表 为 
V. A(r) = | (Vii) ra. 
定义 对 "坐标 的 梯度 算 符 V = 7, 大 ,37 ) ,显然 有 
1 
vir = Y | 六 一 Fr |’ 
上 和 式 可 改写 
8 . 


V.A(r)=-— 让 |(™ i) jr )dY.. 
作 部 分 积分 ， 
1(_j(r) 


1 1fV :jr),,, 
VA(r) = dd (1.30) 


右边 第 一 项 为 积 出 部 分 , 它 是 包围 电流 分 布 区域 的 表面 上 的 积分 ,ds 为 r 处 的 表 
面 面 积 元 .表面 外 既 无 电流 分 布 ,j=0, 由 电流 分 布 的 连续 性 知 表面 上 的 电流 密度 
也 必 为 零 .这 使 此 式 右 边 第 一 项 面积 分 为 零 .电荷 守恒 要 求 电荷 密度 p(r,z) 和 电 
流 密度 j(r ,zt ) 满 足 连续 性 方程 


了 2+VY.7= 0 (1.31) 


在 恒 稳 电流 分 布 条 件 下 各 量 应 应 与 时 间 无 关 , 52 = 0, 从 而 有 VY "了 = 0. “处 即 
Vj(r)=0. 可 见 (1.30) 右 边 第 二 ok 从 而 V， A =0.(1.29) 的 第 二 

va(r) = (vi) 
由 于 


slr) Tr 
恰 为 泊 松 "方程 的 格林 2 函数 ( 见 附 录 一 )， 
Vg(r—-r)=-6(r-r’), 
代入 上 式 得 
vACr) = Jar rr) = jr). 
代 回 (1.29) 得 


Vx R= ji. (1.32) 
男 一 方面 ,在 (1.27) 两 边 取 散 度 , 由 向 量 分 析 知 
V.X=V.(VYxA)= (VxYyY).A=0. (1.33) 


在 以 上 讨论 中 ,电流 密度 7j(r) 不 含 介质 内 的 微观 电流 ,特别 不 含 由 电磁 场 诱 
导 产 生 的 介质 电流 ,因而 可 称 为 外 电流 .用 j,(r) 记 r 处 介质 内 微观 电流 密度 . 空 
间 > 处 的 总 电流 密度 应 为 


ji(r) = j(r) + jm(r). (1.34) 
计 及 jm,(r) 后 就 不 必 再 考虑 介质 的 影响 ,(1.23) 成 为 
8(r) = 各 jr I)X Cr or oy (1.35) 
Ir-r pn ， 


中 “Poisson. 
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真空 磁 导 率 po 为 普 适 常数 .以 及 代 X ,pojt 代 了 ,重复 (1.25) 至 (1.33) 的 推导 , 代 
替 (1.27) 和 (1.28) 的 是 
B(r)= Vx A(r), 


4A(r) = ra -a 


rr [4 
代替 (1.32) 和 (1.33) 的 是 
Vx 多 = HAoj tb (1.36) 
VvV.%=0. (1.37) 
要 注意 , (1.32) 和 (1.33) 并 不 等 同 于 (1.25);(1.36) 和 (1.37) 也 不 等 同 于 (1.35). 
(1.25) 只 是 (1.32) 和 (1.33) 的 特 解 ,只 有 加 上 适当 边 条 件 后 (1.32) 和 (1.33) 的 解 
才 是 (1.25). 即 是 说 (1.25) 的 正确 性 并 不 能 保证 (1.32) 和 (1.33) 在 一 般 情 形 下 都 
正确 .后 者 是 前 者 的 推广 ,因而 其 正确 性 还 需 进一步 的 检验 .现在 有 两 种 推广 ;一 是 
从 (1.25) 到 (1.32) 和 (1.33) , 另 一 是 从 (1.3$) 到 (1.36) 和 (1.37). 这 两 种 推广 是 否 
相同 ,如 果 不 同 又 应 取 哪 种 推广 呢 ? 在 交 由 实验 判定 以 前 可 先 作 一 些 分 析 . 
由 
VxM= jj, (1.38) 
可 定义 介质 的 磁化 强度 M. 将 此 式 表示 的 j,, 代入 (1. 34) 后 再 将 所 得 j. 代入 
(1.36) 右 边 , 得 
y: . 
vx (pM)= 
磁化 既 由 外 磁场 引起 ,至少 对 不 太 强 的 磁场 M 与 用 应 有 正比 关系 
= 一 秀 ， (1.39) 


为 常数 .由 此 可 将 上 式 写 成 (1. 32) 的 形式 ， 其 中 的 磁场 强度 
X= 儿 -M = 雷 ， 
Ho0 £ 


4 -1 (1.40) 
由 (1.39)、(1.24) 和 此 式 得 M 与 % 的 正比 关系 式 
M 一 Xm%, (1.41) 


其 中 


Ze _ 6 
Xm nos = 1 一 (1.42) 


称 为 介质 的 磁化 率 .可 见 (1.32) 和 (1.36) 是 一 致 的 ,可 从 中 任 取 一 个 来 表示 磁场 与 
电流 的 关系 . (1.32) 右 边 只 含 外 电流 ,不 含 未 知 的 介质 电流 j,,, 比 (1. 36) 简 单 明 
了 ,自然 以 取 它 为 宜 . 
至 于 (1.33) 与 (1.37) 则 可 能 发 生 矛 盾 . 按 (1.24) 
. 10 . 


V .外 =V.(p3M) = ApV .3+ (YA) 3. 
对 非 均匀 介质 ,y 与 位 置 r 有 关 . 除 非 VYw 与 光 垂 直 , 此 式 表 明 V. 朋 与 V. 光 不 可 能 同 
时 为 零 . (1.33) 与 (1.37) 二 式 中 只 有 一 个 可 能 是 普遍 正确 的 .(1.37) 已 将 介质 电流 
与 外 电流 同等 考虑 ,因而 只 设 (1.23) 在 真空 中 正确 ,与 (1.33) 相 比 假设 较 少 . 此 外 ， 
将 (1.37) 两 边 在 任 一 空间 区 域 体 积分 得 


| v: g(r)ar= 0. 


利用 数学 分 析 中 的 高 斯 定理 ,可 将 此 式 左边 的 体积 分 化 为 包围 此 体积 的 表面 * 上 
的 面积 分 ,从 而 有 


g .ds = 0. (1.43) 


在 人 磁 学 与 静电 学 类 比 的 早期 发 展 中 ,与 6 相当 ,8 与 9 相当 . (1.14) 表 明 电 位 移 矢 
量 9 在 任 一 封闭 曲面 上 的 面积 分 等 于 此 曲面 包围 的 总 电荷 . (1.43) 的 类 似 物理 意 
义 自然 就 是 任 一 空间 区 域 的 总 磁 荷 为 零 , 表 示 不 存在 自由 磁 荷 这 一 确 溺 事实 .有 此 
定性 基础 ,人 们 自然 选择 (1.37) 而 不 是 (1.33) 作 为 基本 物理 规律 . 

将 (1.32) 两 边 在 任 一 曲面 ; 上 作 面 积分 . 由 斯 托 克 斯 2 定理 ,左边 得 


| (vx#) . ds = px- dl, 
此 式 右 边 为 磁场 强度 % 沿 此 曲面 边缘 本 一 周 的 线 积 分 .右边 得 到 的 
n=| jds (1.44) 
为 通过 此 曲面 的 电流 强度 .结果 为 
$b x dl = 1 (1.45) 


此 式 和 (1.43) 一 起 可 当 作 安培 定律 的 积分 形式 .从 (1.23) 和 (1.25) 到 (1.32) 和 和 
(1.37) ,或 到 (1.43) 和 (1.45) ,并 非 推导 而 只 是 推理 . 如果 以 (1.32) 和 (1.37) ,或 
(1.43) 和 (1.45) 为 基本 方程 , 解 得 的 磁场 与 电流 的 关系 并 不 一 定 是 (1.23) 和 
(1.25). 即 使 在 均匀 介质 中 也 只 当 加 上 无 穷 远 处 磁场 趋 于 零 的 边 条 件 后 (1.23) 和 
(1.25) 才 是 解 .这 里 我 们 看 到 的 不 仅 是 关系 的 具体 变化 ,而 且 是 概念 的 飞跃 :在 
(1.23) 和 (1.25) 中 场 与 流 之 间 的 关系 是 固定 的 , 场 并 无 自由 度 ; 而 在 (1.32) 和 
(1.37) ,或 (1.43) 和 (1.45) 中 场 与 流 之 间 的 关系 不 是 固定 的 ,还 需 其 他 条 件 , 如 无 
穷 远 处 的 边 条 件 才能 定 解 , 场 便 有 了 独立 于 流 的 自由 度 . 场 成 为 一 个 独立 的 动力 学 
系统 .(1.32) 和 (1.37) ,或 (1.43) 和 (1.45) 经 进一步 改造 后 成 为 经 典 电 动力 学 基本 
方程 的 一 部 分 . 它 的 正确 性 ,以 及 从 (1.23) 和 (1.25) 改 造 到 最 后 结果 这 一 推理 过 程 
的 正确 性 ,由 经 典 电 动力 学 的 理论 体系 与 宏观 电磁 现象 的 全 部 观察 结果 的 一 致 证 
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$1.3 电磁 感应 与 法 拉 第 "定律 ,电磁 规律 的 自治 


电 与 磁 的 联系 不 仪表 现在 电流 与 磁场 的 关系 ,而 且 表 现 为 电场 与 磁场 的 关系 . 
电场 8 (7 ) 沿 一 条 闭合 回路 栈 的 线 积分 


红 二 中 @.dl (1.46) 


称 为 此 回路 的 电动 势 .电动 势 的 符号 显然 与 回路 绕 行 方向 有 关 , 相 反 绕 行 方 由 的 电 
动 势 符号 相反 .磁感应 强度 名 (r) 沿 面 : 的 面积 分 


,=| .ds (1.47) 


称 为 此 面 的 磁 通 量 . 磁 通 量 的 符号 显然 与 面 的 法 向 选取 有 关 ,法 回 相 反面 上 的 磁 通 
量 符号 也 相反 .法 拉 第 经 一 系列 实验 观察 到 ,一 闭合 回路 的 电动 势 正 比 于 此 回路 包 
围 的 面 上 磁 通 量 随 时 间 的 减少 率 , 称 法 拉 第 电磁 感应 定律 . 设 回路 本 按 右手 规则 
包围 面 ; , 绕 行 正 问 定 义 为 绕 * 面 法 向 反 时 针 方 问 ,法 拉 第 定律 即 


bp e+dl = = -二 | 8 ds ， (1.48) 


& >0 为 比例 常数 .此 式 右 边 的 负 号 是 楞 次 外 定律 的 表现 , 它 要 求 感 生 电 动 势 倾向 
于 产生 电流 形成 磁场 以 抵消 磁 通 量 的 变化 . 由 相对 性 原理 和 上 两 节 已 知 的 电磁 规 
律 可 以 理解 法 拉 第 定律 (1.48) 并 定 出 其 中 的 比例 常数 .相对 性 原理 要 求 物理 规 
律 在 所 有 惯性 系 中 相同 ,而 惯性 系 间 可 彼此 作 等 速 直 线 运动 .不 同 惯性 系 的 物理 量 
间作 洛 伦 效 变换 . 在 相对 运动 速度 比 光速 小 得 多 的 惯性 系 间 洛 伦 效 变 换 还 原 为 伽 
利 略 @ 变 换 . 设 惯性 系 S 中 有 恒定 磁场 8(r ), 另 有 一 刚性 回路 卫 以 恒定 速度 o 在 
其 中 运动 .回路 上 随 回路 一 起 运动 的 单位 电荷 按 (1.19) 受 洛 伦 效力 w X 色 ,8 为 回 
路 上 电荷 所 在 处 的 磁感应 强度 . 随 回路 本 运动 的 回路 本 体 坐 标 系 S 相 对 惯性 系 S 
以 定 速 v 运动 ,因而 是 一 惯性 系 .在 低速 极限 下 wv 比 光速 小 得 多 ,S 系 与 S 系 的 物 
理 量 间 作 合 利 略 变换 .质点 受 的 力 在 伯 利 略 变 换 下 是 不 变 的 ,在 S 系 中 看 回路 上 的 
那个 单位 电荷 仍 应 受 力 w xX 多 .然而 这 个 电荷 在 S 系 中 和 回路 本 一 起 是 静止 的 ， 
不 可 能 受 磁场 作用 .要 符合 相对 性 原理 必须 设 回 路 上 感 生 了 电场 

6@= vx%, (1.49) 
从 而 感 生 电动 势 为 


® Faraday. 

©® Lenz. 

@ Galileo. 
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红 = 中 8.d1= | (vxg).d (1.50) 


男 一 方面 ,在 S 系 中 看 磁场 不 再 是 恒定 的 , 它 在 空间 的 分 布 作为 一 个 整体 以 恒定 速 
度 一 v 相对 S 移 动 .单位 时 间 内 有 面积 
ds=wvxdl (1.51) 
从 回路 线段 dl 处 流入 回路 .这 使 回路 内 磁 通 量 在 单位 时 间 中 增加 


= = 二 | 2- d= 中 下. (v x dl) 
= 中 (Bxw):dl 
r 
与 (1.49) 比 较 得 
中 8.d =- 8| gd (1.52) 
这 正 是 (1.48) ,只 是 其 中 的 比例 常数 已 确定 为 
k=1. (1.53) 


以 上 陈述 自然 不 是 法 拉 第 定律 的 证 明 . (1. 52) 作 为 普遍 的 电磁 感应 定律 ,其 中 
磁 通 量 的 变化 并 不 一 定 是 整个 磁场 平移 的 结果 . 以 上 陈述 只 是 表明 法 拉 第 定律 与 
上 两 闻 的 电磁 规律 相 洽 ,无 矛盾 ,与 相对 性 原理 也 是 一 致 的 .相对 性 原理 还 帮助 确 
定 了 比例 常数 &. 比例 常数 & 的 值 与 单位 制 有 关 . 在 标准 单位 制 中 磁场 对 电流 的 作 
用 由 (1.15) 表 示 , 对 运动 电荷 的 作用 由 (1.19) 表 示 , 这 才 要 求 在 法 拉 第 定律 (1. 48) 

中 将 比例 常数 取 为 1. 如 果 改 变 单位 制 ,(1.15) 改 为 
f(r) = Bj(r) x GB(r), (1.54) 

(1.19) 就 会 成 为 

F = kgv XxX%, (1.55) 
法 拉 第 定律 则 仍 由 (1. 48) 表 示 . 电磁 规 律 的 自治 以 及 它们 与 相对 性 原理 的 一 致 只 


要 求 这 三 个 表达 式 中 的 比例 常数 上 是 一 样 的 .在 著名 的 高 斯 单位 制 中 取 有 = 一 ,< 
为 光速 .于 是 ,(1.54)、(1.55) 和 (1.48) 分 别 成 为 


f(r) =2j(r) x B(r), (1.56) 
F = vxXg, (1.57) 

和 
中 8.dl = ls) a. ds. (1.58) 


法 拉 第 定律 还 存在 其 他 自治 问题 . 条 封闭 曲线 包围 的 曲面 并 非 惟一 的 ,有 无 

穷 多 种 .要 法 拉 第 定律 有 意义 ,必须 证 明 所 有 这 些 曲面 上 的 磁 通 量 在 任 一 时 刻 都 是 

彼此 相同 的 . 设 曲 面 ;; 和 s,s 都 以 封闭 曲线 卫 为 边缘 .它们 合 起 来 便 组 成 一 封闭 曲 
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面 .为 比较 磁 通 量 ,s: 和 s,s 的 法 线 方向 与 回路 卫 的 绕 行 方向 的 关系 要 么 都 是 右 
手 螺旋 的 ,要 么 都 是 左手 螺旋 的 .这 使 曲面 ;; 和 s, 中 只 有 一 个 曲面 的 法 向 为 曲面 
s 的 外 回 法 回 , 另 一 个 曲面 的 法 向 必 为 曲面 ; 的 内 向 法 向 .可 见 


| su gd =+ gds. 


奉 (1.43) 不 仅 对 恒定 电流 产生 的 磁场 成 立 , 而 且 在 任何 情形 中 都 成 立 , 则 此 式 右边 
为 零 ,从 而 得 


| sa =| gs, 


一 条 封闭 曲线 包围 的 每 一 曲面 上 磁 通 量 都 相同 .这 使 法 拉 第 定律 的 陈述 有 意义 , 电 
磁 规 律 是 自治 的 .注意 此 处 已 将 (1.43) 推 广 于 一 般 情形 .鉴于 它 表 达 的 是 不 存在 自 
由 磁 衔 这 一 基本 事实 ,这 一 推广 是 卓然 的 . 

法 拉 第 定律 与 静电 学 的 自治 ,要 求 电荷 产生 的 静电 场 在 任 一 封闭 回路 中 的 电 
动 势 为 零 .将 整个 电荷 分 布 , 包 括 介质 中 固有 的 和 感 生 的 电荷 分 布 ,都 看 成 是 由 点 
电荷 组 成 的 .由 于 电场 的 可 释 加 性 和 线 积分 (1.46) 对 电场 8 的 线性 ,只 须 证 明 一 个 
点 电荷 产生 的 电场 在 任 一 封 财 曲线 上 的 线 积分 是 零 . 这 是 轻而易举 的 .实际 上 点 电 
荷 的 静电 场 (1.9) 可 由 静电 势 


$(r) = — (1.59) 
47ner 
按 
@=—v$ (1.60) 


给 出 .一 个 函数 的 梯度 沿 封 闭 曲线 积分 一 周 所 得 为 此 函数 在 同一 点 的 值 之 差 ,大 此 
函数 是 单 值 的 这 差 便 是 零 . 势 函 数 (1.59) 的 单 值 性 保证 静电 场 (1.60) 在 任 一 封闭 
回路 中 的 电动 势 


. edl=-4 (v$) .dl=0. 
I I 
再 次 表明 电磁 规律 自 洽 . 


1.4 电磁 规律 的 目 洽 扩充 与 微分 分 析 ,位 移 电流 ， 
麦克 斯 韦 方程 ,平面 电磁 波 解 


库仑 定律 .安培 定律 和 法 拉 第 定律 从 各 方面 表达 出 关于 电磁 现象 的 定量 实验 
规律 .在 此 基础 上 总 结 出 完备 的 电磁 理论 体系 已 是 顺理成章 的 事 .第 一 步 仍 是 检验 


T Maxwell, J.C., Treative on Flectricity and Magnetism，3rd edition (1891), reprint by 
Dover, New York( 1954). 
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这 些 定 律 的 逻辑 自治 性 .特别 是 在 构造 理论 体系 时 常常 要 将 定律 推广 到 普遍 情形 . 
在 一 种 情形 中 自治 的 陈述 在 普遍 情形 中 未 必 自 浴 . 上 节 对 此 作 了 一 些 讨论 ,幸运 地 
发 现在 所 讨论 的 情形 中 ,将 陈述 推广 到 一 般 情形 时 仍 是 自 洽 的 .现在 要 指出 一 个 陈 
述 ,将 它 推广 于 一 般 情形 时 即 不 自治 ,因而 需要 改造 .这 便 是 安培 定律 (1.45). 此 式 
有 意义 的 前 提 是 周 线 本 包围 的 任何 曲面 上 电流 强度 同 为 I 这 在 恒 稳 电流 分 布 条 
件 下 是 成 立 的 ,否则 电流 强度 不 同 的 两 个 曲面 包围 的 空间 中 电荷 会 随时 间 变 化 ,从 
而 违背 恒 稳 条 件 .然而 要 将 此 式 推广 到 一 般 情形 ,包括 非 恒 稳 情 形 , 则 须 改造 . 设 
sl 和 s, 为 以 卫 为 周 线 的 两 个 曲面 , 合 组 成 封闭 曲面 *. 不 失 一 般 性 , 设 si 的 法 线 
为 :的 外 向 法 线 , 则 *? 的 法 线 为 * 的 内 向 法 线 .以 


5 = [jds, i = 1,2, 


表示 通过 ;; 面 的 电流 强度 ,j(r ) 仍 表示 r 处 的 电流 密度 矢量 . Q 表示 封闭 曲面 
包围 的 电荷 .电荷 守恒 要 求 


d ， 
=n- = ji.ds. 


为 一 方面 ,由 (1.14) 知 


dt 9t 
与 上 式 相 减 得 
中 (+ (1.61) 
可 见 
n+| 52.ds = +| 52 . ds， (1.62 ) 
提示 将 安培 定律 (1.45) 推 广 为 
px- dl = 1+| $2.as; (1.63) 
此 处 * 重新 表示 以 卫 为 周 线 的 一 个 曲面 ， 
I = | 了 .ds (1.64) 


为 通过 此 面 的 电流 强度 . (1. 63) 右 边 对 任何 以 卫 为 周 线 的 曲面 ; 都 是 一 样 的 .19 
世纪 末 得 到 推广 (1. 63) 后 有 一 解释 .认为 它 右边 第 一 项 到 为 通过 s 面 的 传导 电 
流 , 即 用 电流 计量 得 的 电流 . 而 它 右边 第 二 项 则 是 电磁 环境 诱导 介质 中 正 、 负 电荷 
相对 位 移 导 致 的 电流 , 称 为 位 移 电 流 . 其 中 的 9 因而 称 为 电位 移 撩 量 . 当时 还 认为 
真空 也 是 一 种 介质 , 称 为 以 太 . 以太 中 也 有 正 负 电荷 ,因而 真空 中 也 有 位 移 电 流 . 以 
太 概 念 一 度 被 否定 ,后 来 又 有 人 以 新 的 形式 提出 .现在 一 般 的 认识 是 ,以 太 概 念 并 
无 必要 ,(1.63) 表 示 的 乃 是 电磁 场 与 电流 的 一 般 关 系 . 它 与 (1.43) ,以 及 库仑 定 侍 
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(1.14) 和 法 拉 第 定律 (1.52) 组 成 电磁 场 与 带电 系统 普遍 成 立 的 自治 规律 . 
将 体积 Y 中 的 电荷 Q 表 成 电荷 密度 o(r) 的 体积 分 得 


Q -| pdY. (1.65) 
代入 (1.14) 右 边 ,并 将 它 左边 的 面积 分 用 矢量 分 析 中 的 高 斯 定理 化 成 体积 分 得 
[By .9 dy= | edx (1.66) 
同 理 可 将 (1.43) 表 为 
| .GdYy= 0. (1.67) 
将 (1.52) 和 (1.63) 中 的 线 积分 用 斯 托 克 斯 定理 化 成 面积 分 ,分别 得 
| (vxe) .ds =- 了 .ds， (1.68) 
| xs ds =| (+ $2)as. (1.69) 


现在 设 (1.66) 和 (1.67) 对 任意 小 的 体积 Y 成 立 , 取 极限 便 是 在 一 点 上 成 立 . 除 掉 体 
积 元 后 它们 给 出 
V.9= po， (1.70) 
V.%=0. (1.71) 
类 似 地 设 (1.68) 和 (1.69) 对 任意 小 的 面积 * 成 立 , 取 极限 便 是 在 一 点 上 成 立 .除去 
面积 元 后 它们 给 出 


vxe=- 孚 ， (1.72) 


Yx 光 = 了 + 352 (1.73) 


除 从 安培 定律 (1.45) 到 (1.63) 的 推广 外 ,(1.66) 一 (1.69) 可 视 为 实验 定律 .由 
它们 作 微 分 分 析 , 取 极限 得 到 (1.70) 一 (1.73) 似 乎 是 自然 而 然 的 事 .这 一 点 在 19 
世纪 末 是 没有 问题 的 ,至 少 对 真空 中 的 电磁 规律 是 这 样 .然而 自 20 世纪 初 发 现 量 
子 现象 ,建立 量子 论 后 ,情形 复杂 化 了 . 人 们 认识 到 微观 世界 的 规律 与 宏观 世界 大 
为 不 同 ,不 能 将 宏观 世界 中 认识 的 规律 用 于 微观 世界 ,更 不 用 说 将 它 用 到 一 个 空间 
点 了 .以 上 取 极 限 的 过 程 必 须 适 可 而 止 , 取 到 宏观 上 可 视 为 无 穷 小 的 体积 元 或 面积 
元 而 在 微观 看 来 宏观 条 件 仍 满足 的 程度 .这 样 ,(1.70) 一 (1.73) 中 诸 量 都 应 认为 是 
各 量 在 宏观 看 来 无 穷 小 却 仍 然 是 宏观 体积 或 宏观 面积 上 的 平均 .更 小 区 域内 的 电 
磁 规 律 只 能 用 量子 理论 研究 .这 也 就 是 本 章 开 始 时 所 说 的 ,即使 是 描写 电磁 场 逐 点 
变化 的 微分 方程 组 (1.70) 一 (1.73) 也 只 能 是 宏观 电磁 现象 的 微分 数学 模型 ,这 里 
的 每 一 个 “点 ”都 是 一 个 宏观 区 域 ,不 过 在 宏观 看 来 这 个 区 域 的 尺度 可 视 为 等 里 了 . 
在 此 基础 上 可 将 微分 方程 组 (1.70) 一 (1.73) 当 作 电 磁场 的 运动 方程 .给 定 了 电荷 
电流 分 布 op(r,t) 和 j(r,z), 给 定 了 介质 性 质 即 9 、 多 与 8 的 关系 ,以 及 给 定 了 电 
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磁场 的 初 条 件 和 边 条 件 后 , 便 可 从 中 解 出 电磁 场 @ (r,:),9(r,1),X(r,t) 和 
罗 (r,i). 方 程 组 (1.70) 一 (1.73) 称 为 玫 克 斯 韦 方 程 . 

9 多 与 8 XW 的 关系 表示 的 既是 介质 的 性 质 便 不 是 电磁 场 论 或 电动 力学 的 研 
究 对 象 , 在 电动 力学 中 只 是 作为 唯 象 关 系 引 用 . 它 的 理论 研究 是 统计 力学 问题 , 须 
从 介质 的 成 分 、 结 构 , 特 别 是 从 其 中 原子 、 分 子 的 排 布 和 相互 作用 以 及 对 电磁 场 的 
反应 ,用 统计 方法 从 微观 到 宏观 推导 得 来 .在 电磁 场 不 太 强 时 ,假定 它们 之 间 的 线 
性 关系 (1.10) 和 (1.24) 是 合理 的 .对 各 向 同性 介质 ,¢ 和 一 般 为 正 数 .在 均匀 介 
质 中 《< 和 A 为 常数 ,与 空间 位 置 + 无 关 . 这 里 应 为 理论 的 扩充 留 下 余地 .¢ 和 上 不 
仅 可 以 不 是 常数 ,而 且 可 以 不 是 普通 的 数 而 是 张 量 .线性 关系 (1.10) 和 (1.24) 也 是 
可 以 修改 的 .特别 当 研 究 领 域 向 强 场 方向 扩充 时 9 、 旬 与 8 光 间 的 可 能 非 线 性 关系 
是 一 个 现实 的 课题 .这 自然 是 研究 领域 的 专门 问题 ,超出 本 书 范围 .本 书 只 考虑 线 
性 关系 

9 = 6@,， $= ux, (1.74) 

其 中 ¢ 和 / 为 普通 数 , 且 在 多 数 场合 设 为 常数 .它们 的 值 由 对 具体 介质 实测 确定 . 
用 (1.74) 可 在 四 个 矢量 9 .多 、8 和 光 中 消去 两 个 ,例如 消去 余 和 多 .将 (1.74) 代 入 
(1.70) 一 (1.73) ,在 和 yw 为 常数 的 条 件 下 将 麦克 斯 韦 方 程 简化 为 


v.66=.,, (1.75) 
《 

VY . 光 =0， (1.76) 

Vx@=- p92, (1.77) 

vxX=j+ es (1.78) 


以 往 的 电磁 学 认为 电荷 与 电流 是 电磁 场 的 源 , 电 磁场 由 这 种 源 产 生 . 麦克 斯 韦 
方程 却 表明 ,这 只 是 一 种 情形 ,还 可 有 别 种 情形 .在 (1.70) 和 (1.73) 中 将 电荷 电流 
分 布 op(r,t) 和 j(r,t) 置 零 , 得 无 源 麦 克 斯 韦 方程 

V.9=0, V.%=0, (1.79) 
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Vx€=- 3 VX 光 = a (1.80) 


它们 表明 ,电场 的 旋涡 会 引起 磁场 变化 ,磁场 的 旋涡 又 会 引起 电场 的 变化 .电磁 场 
有 自己 的 动力 学 , 姓 需 什么 源 来 “产生 " 它 . 这 再 次 表明 电磁 场 是 独立 的 动力 学 系 
统 ,有 独立 的 自由 度 . 在 均匀 介质 中 这 组 方程 可 表 为 


v.86=0, V.%=0， (1.81) 
vxl=-p5X， vxX= eos (1.82) 


有 弹性 力学 经 验 的 人 立即 会 猜想 这 组 偏 微分 方程 有 波动 解 ,并 会 尝试 它 的 平面 波 
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解 

@ = Eo0sin(k .rr 一 oz)， 

XR = Hosin(k :rr — wt), 
其 中 常 矢量 8。XWo 和 分 别 为 电波 振幅 、 磁 波 振幅 和 波 矢量 ,常数 w 为 角 频 率 . 代 
人 (1.81) 得 


(1.83) 


k.€0=0, kk.Xo= 0, (1.84) 
表明 这 组 平面 波 由 振幅 @o 和 Xo 代表 的 偏振 方向 恒 垂 直 于 波 矢量 代表 的 传播 方 
向 ,因而 是 横 波 .将 (1.83) 代 入 (1. 82) 得 
KxXEo= pHo, kxAHo=— ewho. (1.85) 
此 式 首 先 表 明 ,6 代表 的 电波 偏振 方向 与 光 代 表 的 磁 波 偏振 方向 也 互相 垂直 , 且 
E0 0o 和 天 组 成 右手 正 交 矢量 系 . 用 大 又 乘 (1.85) 第 一 式 两 边 然 后 用 其 中 的 第 二 
式 得 
kx (kxX€@0)=— ew lo. 
由 于 (1.84) 的 第 一 式 , 此 式 左边 为 
kx(kx@0)=(k: 0k — kG0=— ko0. 
与 右边 比较 知 对 非 零 振幅 8@0 必 有 ?= cy”, 从 而 得 电磁 波 的 色散 关系 
w 三 + uk， (1.86) 


u -i (1.87) 
ep 


这 些 关 系 保证 了 平面 波 (1. 83) 是 无 源 麦克 斯 书 方 程 (1.81) 和 (1. 82) 的 解 . 
波 (1.83) 的 等 相位 面 


其 中 


Kk.r 一 wt = 常数 
为 一 平面 ,法 向 沿 波 矢 量 ,这 就 是 称 它 为 平面 波 的 原因 . 这 个 等 相位 面 随时 间 沿 
波 矢量 大 所 指 方向 移动 ,速度 为 二 .与 (1.86) 比 较 知 ,由 (1.87) 定 义 的 u 为 平面 电 
磁 波 等 相位 面 移动 的 速度 , 即 它 的 相 速 度 .真空 中 的 电磁 波 相 速度 为 


c 一 |/ (1.88 ) 
《0[L0 


将 eo 和 wo 的 值 (1.7) 和 (1.22) 代 入 ,得 
c = 2.99792458 x 108m/s, (1.89) 
恰 为 真空 中 的 光速 . 
1865 年 麦克 斯 韦 用 他 的 理论 预言 了 电磁 波 的 存在 ,并 指称 光波 就 是 电磁 波 . 
1888 年 赫 效 0 利用 振荡 电流 产生 了 电磁 波 , 随 后 详细 研究 了 电磁 波 的 性 质 , 证 实 它 
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在 每 一 细节 上 都 与 理论 预言 一 致 . 接着 是 电磁 波 广泛 和 深入 的 应 用 ,而 结果 则 是 完 
全 改变 了 人 类 的 生活 面貌 .今天 ,如 果 说 ,离开 了 电磁 波 人 类 现代 文明 是 不 可 想像 
的 ,这 一 点 也 不 是 夸张 .然而 不 要 忘记 对 电磁 现象 不 计 功 利 的 基础 研究 在 这 中 间 的 
决定 作用 . 
将 (1.3) 与 (1.19) 合 并 ,得 点 电荷 9 在 电磁 场 中 受 的 力 

F= gq(€+wx%), (1.90) 
此 式 称 洛 伦 效 公式 .一 个 轨道 方程 为 ro(z ) 因 而 速度 为 v (1)= Fo(z) 的 荷 电 质点 ， 
电荷 密度 和 电流 密度 矢量 分 别 为 

pl(r,t) = gd(r — ro(t)), 


(1.91) 
j(r,t) = p(r,t) v(t), | 
SCr) 为 的 8 函数 ,有 性 质 
1 ， 车 积分 区 域 Y 含 原点 + = 0， 
| sm)dr = 民 | (1.92) 
如 此 ,可 将 点 电荷 和 连续 介质 受 电 磁力 的 情形 统一 表达 . 力 密度 
f(r,t) = p(r,t)@(r,t) +j(r,t) x Bl(r,t). (1.93) 
麦克 斯 韦 方 程 (1.70) 一 (1.73)、 介 质 电磁 物 态 方程 
9 ,X(8,%), (1.94) 


介质 力学 运动 方程 和 点 电荷 力学 运动 方程 ,以 及 电磁 力 方程 (1.93) 一 起 ,组 成 电磁 
场 与 介质 和 荷 电 力学 系统 的 完备 方程 组 ,在 一 定 初 条 件 和 边 条 件 下 可 求解 场 8、 
和 .9 和 和 荷 po \ 流 j 随时 间 的 变化 .这 便 是 经 典 电 动力 学 系统 的 基础 .经 一 个 多 世 
纪 的 实践 检验 ,在 量子 现象 可 忽略 的 条 件 下 ,经 典 电动 力学 作为 一 个 体系 , 它 的 全 
部 结果 与 全 部 实验 观察 结果 完全 一 致 ,成 为 宏观 电磁 现象 的 实验 研究 和 应 用 的 强 
有 力 的 可 徘 指 导 . 


$1.5 电磁 场 的 标 势 和 矢 势 ,电磁 势 的 波动 方程 ， 
规范 变换 与 规范 ,电动 力学 的 规范 不 变性 


麦克 斯 韦 方 程 中 (1.71) 表 明 磁 感应 强度 多 (r) 是 无 散 的 .已 熟知 任何 矢量 
A(r) 的 旋 度 无 散 ， 
V.(VxA)=0. 
现在 证 明 它 的 逆 , 即 
定理 一 ”无 散 矢 量 场 必 可 表 为 男 一 矢量 场 的 旋 度 场 . 
证 采用 构造 法 .对 任何 矢量 场 多 (r) 必 可 构造 男 一 矢量 场 
4(r) = | Bar) x (hr)dh. (1.95) 


按 矢 量 分 析 规 则 可 得 它 的 旋 度 


Vx A(r)= 1a Vx [g(r) x rlda 


- | a[3g ar) + (rv) Br) (VB) Ar — GB(Ar)]d. 
奋 甸 (7) 场 无 散 , 右 边 积 分 号 下 方 括号 内 第 三 项 为 零 , 而 第 二 项 则 为 
(rv) Br) = 4 ds) 
代 回 积分 号 下 得 
vx A(r) =| [24 8 Car) + 2 dO) |ax 


1 
0 


=A*B(Ar) = Bl(r). 


可 见 任 一 无 散场 多 (r) 皆 可 表 为 (1.95) 定 义 的 矢量 4(r) 的 旋 度 场 .证 毕 . 
由 于 任何 标量 函数 $(r) 的 梯度 都 是 无 旋 的 ， 
VxVv#$(r)=0, 
将 无 散场 表 为 旋 度 场 的 方式 不 是 惟一 的 .在 (1.95) 右 边 加 上 一 任意 梯度 场 , 不 改变 
矢量 场 A(r) 的 旋 度 .无 散场 多 (r) 也 可 表 为 这 样 重新 定义 的 A(r) 的 旋 度 场 .不 过 
无 论 如 何 ,这 个 定理 保证 了 磁感应 强度 多 (r) 可 表 为 一 矢量 A(r) 的 旋 度 : 


g(r)=Yx Al(r). (1.96) 
A(r) 称 为 电磁 场 的 和 撩 势 . 将 此 式 代 入 麦克 斯 韦 方程 中 的 (1.72) 得 
vx (e+ A)-= 0. (1.97) 


下 面 要 用 无 旋 场 的 性 质 . 即 
定理 二 ”无 旋 矢 量 场 必 可 表 为 一 标量 场 的 梯度 场 . 
证 设 矢量 场 V(r) 无 旋 : 
Vx V(r) = 0. 
按 斯 托 殉 斯 定理 


Pv.d=|(vx V).ds = 0, 


矿 为 任 一 封闭 曲线 ,s 为 它 包围 的 任 一 曲面 .无 旋 矢 量 场 的 矢量 沿 任 一 封闭 曲线 的 
线 积分 为 零 .空间 任意 两 点 ro 和 7 间 连 的 两 条 不 同 曲线 组 成 一 封闭 曲线 .无 旋 矢 
量 沿 此 封闭 曲线 的 线 积分 为 零 表 明 它 沿 从 ro 到 r 的 两 条 不 同 连 线 的 线 积分 相等 ， 
固定 始末 点 的 线 积 分 与 路 径 无 关 , 即 


$=| Vv.d (1.98) 
只 是 始末 点 ro 和 的 函数 ,固定 始点 ro 后 便 只 是 r= (z,y,z) 的 函数 .如 此 构造 
的 函数 %(r) 按 定义 (1.98) 有 性 质 


Vyg= 了 . 
. 20 。 


这 便 证 明了 定理 的 陈述 .证 毕 . 
(1.97) 表 明 - [8 + 给 ) 无 旋 ,因而 有 函数 $(7) 使 
09A 
G+ Fr =—-V%$, (1.99) 
或 
6=-y8- 弛 (1.100) 


如 此 定义 的 函数 $(7r) 称 为 电磁 场 的 标 势 ,是 静电 势 的 推广 . 
考虑 均匀 介质 中 的 电磁 场 ,麦克 斯 韦 方程 简化 为 (1.75) 一 (1.78). 由 (1.74) 的 
第 二 式 和 (1.96) 得 
1 


X= VXA. (1.101) 

此 式 和 (1.100) 使 (1.76) 和 (1.77) 自 动 满足 , 且 使 (1.75) 和 (1.78) 分 别 成 为 
V+ = 一， (1.102) 
Vx (VxA)+ 三 人 =- 十 9 强 + (1.103) 


其 中 v 由 (1.87) 定 义 . 如 前 所 述 ,由 (1.96) 和 定义 的 矢 热 4(r) 并 不 惟一 ,可 在 它 上 
面 加 任 一 标量 函数 V(r) 的 梯度 .重新 定义 矢 势 


4 (r) = 三 4Cr)+VwWCr)， (1.104 ) 
用 它 代 奉 4(r) 表 示 磁 感应 强度 ,得 
g(r)=YVx A’(r), (1.105) 
形式 与 (1.96) 一 样 .还 可 用 它 消去 (1.100) 中 的 A(r), 得 
E(r) = 六 gr(r) -2 (1.106) 
其 中 
gr(r) = $(r) - 54 (1.107) 


以 8 (r) 和 A“(r) 为 标 势 和 矢 势 按 (1.106) 和 (1.105) 表 示 的 电磁 场 与 以 $(r) 和 
A(r) 为 标 势 和 矢 势 按 (1.100) 和 (1.96) 表 示 的 电磁 场 一 样 .这 不 仅 指 它们 直接 给 
出 的 E(r) 和 多 (Cr) 一 样 ,而 且 指 进一步 按 电 磁 物 态 方程 (1.94) 给 出 的 9 Cr) 和 
XW(r) 也 一 样 , 从 而 电磁 场 及 其 满足 的 麦克 斯 韦 方程 完全 一 样 . 电磁 势 的 变换 
(1.107) 和 (1.104) 称 为 规范 变换 .以 上 的 讨论 表明 电磁 场 及 电动 力学 在 规范 变换 
下 不 变 , 称 为 规范 不 变性 .这 种 不 变性 使 得 可 适当 选取 电磁 势 以 简化 理论 的 表达 . 
例如 ,在 均匀 介质 中 若 能 使 电磁 势 符合 条 件 

V.A+t -iar= 0 (1.108) 
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则 电动 力学 方程 (1.102) 和 (1.103) 可 简化 为 


YY 人 一 二 了 = (1.109) 
1 oA , 
VA -2 =— wj. (1.110) 


后 一 式 推导 中 用 到 恒等式 
Vx(VYxA)=vV(V.A)—-v’A. (1.111) 


(1.109) 是 以 e: 为 源 的 标 势 $ 的 波动 方程 ,(1.110) 则 是 以 jw 为 源 的 天 势 A 的 
波动 方程 ,它们 都 可 以 用 标准 方法 求解 .求解 波动 方程 是 本 书 的 一 个 重要 内 容 . 现 
先 看 它 的 无 源 特例 , 即 p(r,i:)=0 和 j(r,zt)=0 的 情形 .此 情形 中 (1.109) 和 
(1.110) 成 为 无 源 波动 方程 ,又 称 达 朗 贝尔 2 方程 


Ta3g 
Vv 一方 =0， (1.112) 
v2A 刁 3 = 0， (1.113) 
有 平面 波 解 
$(r,t) = posin(k .rr — wt), (1.114) 
A(r,t) = Aosin(k . r — wt). (1.115) 


方程 (1.112) 和 (1.113) 规 定 了 色散 关系 , 它 就 是 (1. 86) ,表明 波 的 相 速 度 为 (1.87) 
定义 的 ,与 上 节 结 果 一 致 .条 件 (1.108) 则 规定 了 振幅 关系 


Kk: Ao 一 2$o0. (1.116) 


现在 证 明 恒 能 选择 电磁 势 ,使 条 件 (1.108) 满 足 . 设 


工 38 
V+.A+-sgr = ¢(r,t), (1,117) 


é&(r,zt) 可 能 非 零 . 阁 0 则 作 规范 变换 (1.104) 和 (1.107) , 令 


区- 
V.A + 2a =0. (1.118) 


将 (1.104) 和 (1.107) 代 入 此 式 , 并 用 (1.117) 得 
v% -十 这 =_&. (1.119) 


这 是 以 &(r,z) 为 源 的 y(r,z) 的 波动 方程 , 它 有 人 解 .从 中 解 出 y(r,z), 代 回 
(1.104) 和 (1.107), 这 样 得 到 的 电磁 势 A'(r,t) 和 #9(r,t) 便 满足 条 件 (1.118). 
附加 于 电磁 势 的 约束 条 件 (1.108) 或 (1.118) 称 规范 条 件 , 服 从 某 规范 条 件 的 电磁 
势 称 属于 某 规 范 . 
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对 真空 中 的 电动 力学 ,规范 条 件 (1.108) 成 为 


19¢ _ 
V.A+t- 3r = 0， (1.120) 


c 为 真空 中 的 光速 (1.89) .此 条 件 称 洛 伦 兹 条 件 , 它 所 规定 的 规范 称 洛 伦 兹 规范 . 
常用 的 规范 还 有 库仑 规范 和 时 间 规 范 .库仑 规范 条 件 为 


vV.A=0. (1.121) 
恒 能 选择 电磁 势 满足 此 条 件 . 若 不 巧 
V.A= é(r,t), 
ss0, 则 作 规 范 变换 (1.104) 和 (1.107) , 令 
V.A4- = 0. (1. 122) 
将 (1.104) 代 和 人 此 式 并 利用 上 式 得 
Vy =— é. (1.123) 


这 是 以 E(r,:) 为 源 的 泊 松 方程 , 它 有 解 .从 中 解 出 y(r,z) 代 回 (1. 104) 和 
(1.107), 所 得 电磁 势 和 A’(r,t) 和 加 (r,z) 即 满足 库仑 规范 条 件 (1. 122). 将 
(1.121) 代 入 (1.102) 和 (1.103) 得 


v2 =- Lo, (1.124) 
《 
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oa? 


YA 一 2 = H+ Va (1.125) 


第 二 式 的 推导 中 再 次 用 到 恒等式 (1.111). 在 此 规范 中 标 势 满足 以 电荷 为 源 的 泊 松 
方程 (1.124), 随 电 奏 密度 分 布 瞬时 变化 . 按 附 录 一 ,此 式 的 解 为 


$(r,t) = | rt dy’, (1.126) 
体积 分 对 ~ 进行 ,遍及 整个 电荷 分 布 .利用 附录 一 证 明 的 关系 
VY2T rr) (1.127) 


可 直接 验证 (1.126) 为 方程 (1.124) 的 解 .与 (1.59) 比 较 , 可 将 (1.126) 理 解 为 t 时 
刻 空间 各 点 + 处 的 点 电荷 o(r ,it)dYV 在 r 处 产生 的 库仑 势 之 和 .这 就 是 称 此 规范 
为 库仑 规范 的 原因 . (1.125) 右 边 第 二 项 则 可 用 (1.126) 和 连续 性 方程 (1.31) 表 为 
9p 
1 _9! 1 at , 
iV 3 -了 | Ir—r [和 
-- 女 v[ 过 。 Cr，,) 


4 lr-r | 


dy 
-大 yj 天 二 7 t)dY 
Ir—r | 7 


1 
- vj (vi 站 rd 
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4 人 上 二 A ay 


eof es) 有 人 v 吉 一下 dy 
4r 4r1r 一 r| 


式 中 六 为 对 坐标 "的 梯度 运算 ,第 三 等 号 处 作 了 分 部 积分 , 末 一 等 号 处 用 了 恒等式 
(1.111). 用 (1.127) 可 作出 等 式 最 右边 末 项 的 积分 ,得 


-va dy = = = |a(r - r )j(r ,td = j(r,t). 


47 | 
代 回 原 式 便 得 到 电流 密度 矢量 的 一 个 分 解 
j(r,t) = jr,t) + jlr,t), (1.128) 
其 中 
ji(r,t) 三 产 Vx (vx| 去 ar (1.129) 


由 于 是 一 旋 度 因而 散 度 为 零 : 
V. ji(r,t) = 0, (1.130) 
所 以 称 为 横 电 流 密度 ,这 就 是 下 标 t 的 意思 . 
ji(r, ‘) 二- 让 Vv (V | 二 )= ev (1.131) 


由 于 是 一 梯度 因而 旋 度 为 零 : 

Vxj(r,t) = 0， (1.132) 
所 以 称 为 纵 电流 密度 ,这 也 就 是 下 标 1 的 意思 .用 (1.131)、(1.128) 和 (1.87) 可 将 
(1.125) 改 写 为 
占 2 = pf. (1.133) 
库仑 规范 条 件 (1. 121) 表 明 此 规范 中 矢 势 场 4 (r,z) 为 横 场 , 它 的 动力 学 方程 
(1.133) 右 边 也 只 出 现 横 电流 ,此 规范 因而 又 称 横 规范 . 模 规范 常用 于 辐射 问题 , 便 
又 称 为 辐射 规范 . 

时 间 规 范 条 件 为 


VA 一 


$(r,t) = 0. (1.134) 
恒 可 选择 电磁 势 满 足 此 条 件 . 蔡 遇 
$(r,t) = é(r,t) A 0, 
即 作 变换 (1.104) 和 (1.107), 令 变换 后 的 标 势 


# (r,t1) = 0. (1.135) 
按 (1.107), 这 就 是 要 
了 _ 人 (1.136) 


积分 得 
。 24 。 


g(r,t) = | radar (1.137) 


右边 积分 下 限 待定 ,为 不 定 积分 . 代 回 (1. 104) 得 变换 后 的 矢 势 A’(r,:).$(r,z) 
既 限定 为 零 ,电磁 场 就 由 一 三 维和 拓 势 场 A (r,t) 描 写 .这 是 时 间 规 范 的 优点 .代入 
时 间 规 范 条 件 (1.134) 后 电场 强度 的 表达 式 (1.100) 成 为 


-24 
E= 一 5 (1.138) 


此 式 与 (1.96) 一 起 表示 电磁 场 强度 与 失势 4 的 关系 .将 (1.134) 代 入 (1.102) 和 
(1.103) 得 动力 学 方程 


v. 弛 =-]， (1.139) 


Vx (VxA)+ 古 = (1.140) 
这 两 个 方程 彼此 并 非 完全 独立 的 .在 (1.140) 两 边 取 散 度 ,左边 第 一 项 贡献 为 零 ,用 
连续 性 方程 (1.31) 将 右边 的 Vj 换 成 - 32 后 得 


9 94 1 
(Ya + er)=0 
此 式 表明 (1.139) 只 要 在 一 特定 时 刻 成 立 ,(1. 140) 就 保证 它 恒 成 立 . 在 时 间 规范 中 


动力 学 方程 只 有 (1.140) 一 个 ;(1.139) 仅 为 对 初 条 件 的 约束 ,规定 人 的 初 值 与 电 
荷 密度 o 初 值 之 间 的 关系 

一 个 规范 条 件 常常 不 足以 确定 电磁 势 .(1.117) 一 (1.119) 的 讨论 表明 ,对 已 满 
足 条 件 (1.108) 的 电磁 势 $ 和 A 和 还 可 作 规范 变换 (1.104) 和 (1.107), 只 要 其 中 
J(r,z) 满 足 达 朗 贝尔 方程 


2 1 
vy -33 =0 (1.141) 


变换 后 的 电磁 势 和 A -就 仍 满足 同一 规范 条 件 (1.118). 类 似 地 ,对 已 满足 库仑 规 
范 条 件 (1.121) 的 电磁 势 $,A 也 可 再 作 规范 变换 (1.104) 和 (1.107).(1.123) 的 论 
证 表明 ,只 要 这 一 变换 中 的 y(r,z) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 

vy = 0， (1.142) 
变换 后 的 电磁 势 6 ,4 “ 便 满足 同一 库仑 规范 条 件 (1.122). 可 见 为 了 确定 电磁 势 ， 
除 一 个 规范 条 件 外 还 可 加 其 他 条 件 ,例如 再 加 一 个 规范 条 件 .考虑 无 源 电动 力学 ， 
其 中 o(r,i)=0,jr,i)=0. 设 其 电磁 势 $,A 已 满足 库仑 规范 条 件 ,因而 服从 方程 

VvV”$ = 0, (1.143) 


@ Laplace. 
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2 
V4 -二 一 > =0. (1.144) 
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它们 分 别 由 (1. 124) 和 (1.133) 将 oc 和 j 置 零 而 得 . 现 再 作 规范 变换 (1. 104) 和 
(1.107) ,并 要 求 变换 后 的 标 势 为 零 , 即 加 时 间 规 范 条 件 (1.135). 按 (1.137), 这 要 
求 规范 变换 中 

plrst) = | (rz)dt 


由 (1.143) 和 积分 、 微 分 次 序 的 交换 规则 知 y(r,z ) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 (1.142), 从 
而 变换 后 的 电磁 势 仍 满足 库仑 规范 条 件 . 它 现在 同时 满足 时 间 规 范 条 件 和 库仑 规 
范 条 件 , 属 时 间 - 库 仑 规范 ,有 时 仍 称 库仑 规范 ,不 过 理解 其 中 的 标 势 已 为 零 .无 源 
电动 力学 的 库仑 规范 通常 是 指 这 种 时 间 - 库 仑 规范 .在 这 种 规范 中 电磁 场 由 一 个 三 
维 矢 势 4(r ,zi) 完 全 描述 , 它 满足 条 件 (1.121) 和 动力 学 方程 (1.144). 对 平面 波 解 
A(r,t) = Aosin(k . r — wit), (1.145) 
库仑 规范 条 件 (1.121) 规 定 
k.: Ao=0, (1.146) 
即 是 一 横 波 ;波动 方程 (1.144) 则 导致 色散 关系 (1. 86) ,表明 它 的 相 速度 为 (1.87) 
定义 的 “. 


31.6 电磁 场 量 的 洛 伦 效 变换 ,真空 电动 力学 在 
治 伦 兹 变换 下 的 不 变性 ,运动 点 电荷 的 电磁 场 


相对 性 原理 是 现代 物理 学 的 一 条 普遍 的 基本 原理 , 它 要 求 物理 规律 在 所 有 惯 
性 系 中 看 来 都 相同 .惯性 系 彼此 可 作 等 速 直线 运动 ,同一 物理 量 在 不 同 惯性 系 取 值 
可 不 同 ,并 按 一 定 方式 在 各 惯性 系 间 变换 . 这 种 变换 通称 洛 伦 兹 变换 . 其 中 最 基本 
的 是 时 空 坐标 的 洛 伦 效 变 换 . 设 同一 事件 在 惯性 系 S 中 看 发 生 在 t 时 刻 , 直 线 正 交 
坐标 为 (zx,y,z) 处 ,在 惯性 系 S 中 看 发 生 在 1 时 刻 ,直线 正 交 坐标 为 (x',y ,x ) 
处 . 设 两 个 坐标 系 在 1 = z=0 时 刻 重合 ,S 沿 zx 方向 相对 S 以 速度 v 运动 ,它们 之 
间 的 洛 伦 效 变 换 为 


(1.147) 


其 中 c 为 真空 中 的 光速 (1.89). 由 于 变换 是 线性 的 ,在 两 边 求 差 分 可 得 两 事件 时 空 
. 26 . 


坐标 差 在 惯性 系 S 和 S 间 的 洛 伦 兹 变换 


Ax’ AZz — vAt 
2 

1] 二 

c2 

Ay = Ay,， Az = Az, (1.148) 

At — SAr 

At = < > 
1 一 二 

C2 


可 以 直接 验证 ,这 个 变换 保证 
(Az’) + (Ay ) + (Az’) — ce(Ar’) 
= (Az) + (Ay)2 + (Az) — ce*(Az). (1.149) 
设 这 两 事件 之 一 是 光 的 发 射 , 另 一 是 光 的 接收 ,两 事件 间 即 为 光 的 传播 .各 在 S 系 
看 ,光速 为 c, 从 而 
V (Az) +(Ay) + (Az) 
Ai 
上 式 右 边 为 零 . 这 使 它 的 左边 也 为 零 , 因 此 
V (Az- )“ 十 (Ay )? + (Axz’ ) 
AF 
即 S 系 中 看 光速 也 是 c. 光 在 各 惯性 系 中 传播 速度 的 值 同 为 c ,这 便 是 光速 不 变 原 
理 . 人 们 是 从 19 世纪 末 的 迈克 耳 孙 - 莫 雷 2 实验 和 与 它 相 关 的 一 类 实验 中 认识 这 
一 原理 的 . 洛 伦 效 在 此 基础 上 建立 的 变换 (1.147), 便 自然 符合 这 一 原理 .这 一 变换 
的 为 一 重要 性 质 是 在 vc 的 低速 极限 下 还 原 成 伽利略 变换 


4 
TXT 二 并 一 ZL 


一 C， 


7 / / (1.150) 
y»》 三 y， 之 一 之 t 三 1. 


低速 极限 下 伯 利 略 变换 与 实验 相符 其 好 ,在 此 极限 下 与 人 利 略 变 换 一 致 便 是 与 实 
验 一 致 .(1.147) 只 是 洛 伦 效 变 换 的 一 种 表达 形式 . 一般 的 洛 伦 效 变换 被 定义 为 符 
合 条 件 (1.149) 的 线性 变换 .这 个 条 件 即 是 光速 不 变 条 件 . 采 用 四 维 符 号 

Xx! 三 x， rx 三 yy, rz =z， Z0 = 三 ct， (1.151) 
条 件 (1.149) 可 表 为 

MT AZ = Mtr. (1.152) 

其 中 希腊 字母 标号 y、v 等 从 0 到 3 取 整 数值 ,在 一 项 中 出 现 相同 的 上 、 下 希腊 字 
母 标 号 便 自动 对 它 从 0 到 3 求 和 ( 爱 因 斯 坦 2 求 和 约定 ) ,而 
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0， 和 蔡 / 天 >， 
Nw = 一 工 ， 若 = v= 0， (1.153) 


1， 帮 人 = v= 1,2,3， 

称 为 闵可夫 斯 基 度 规 .将 洛 伦 兹 变换 一 般 地 写作 
ZX 一 Qi， (1.154) 
代入 (1.152) 右 边 得 
My Aaa rr = Nw TT. 

此 式 对 任意 的 x ,zx' 均 成 立 ,可 见 

Wi = 了 (1.155) 
这 便 是 洛 伦 兹 变换 系数 的 充分 兼 必要 条 件 . 将 (1.147) 写 成 (1.154) 的 形式 ,变换 系 
数 为 


oO 
0 1 0 C 0- ”=-0 
L0 一 » Ql 一 9 CL2 一 43 一 也， 
2 2 
也) 也) 
工 一 1— 
C C 
也 
LO0 一 一 9 LT 一 9 22 二 43 三 0， 
2 2 
| VU VU 
工 一 一 1 一 -7 
C C 
a% = a = a%s=0, 4 = 1, 
a = a = a» = 0, a3=1. 


直接 验证 知 它们 符合 条 件 (1.155). 车 一 量 有 四 个 分 量 ,在 S 系 中 为 Vr,y=0,1， 
2,3, 在 S 系 中 为 V*,y=0,1,2,3, 设 它们 按 (1.154) 变 换 , 即 

V4A = aLV, (1.157) 
则 称 它们 组 成 一 反 变 四 矢量 .时 空 坐 标 (1. 151) 即 是 一 反 变 四 矢量 .车 一 时 空 点 的 
卫 数 下 取 值 与 坐标 系 的 选择 无 关 , 则 称 为 一 标量 . 按 (1.154)， 

a® , 35 

97C 一 I 
若 一 量 有 四 个 分 量 ,在 S 系 中 为 V,,y=0,1,2,3, 在 S 系 中 为 Vi,y=0,1,2,3, 设 
它们 按 (1.158) 变 换 , 即 


(1.158) 


Va = V,， (1.159) 
则 称 它们 组 成 一 协 变 四 矢量 .标量 对 时 空 坐标 的 微 商 
_909 _ 
PS 4 = 0,1,2,3, (1.160) 


DD H.Minkowski. 
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即 组 成 一 协 变 四 矢量 . 由 于 这 对 任意 标量 @ 都 对 , 便 称 运算 3, 三; ,p=0,1,2， 
3, 组 成 一 协 变 四 矢量 .类 似 地 ,可 以 变换 性 质 


TH = Qbar (1.161) 
定义 二 阶 反 变 张 量 TY ,yy,v=0,1,2,3; 以 变换 性 质 
Tasa’, = Ty (1.162) 
定义 二 阶 协 变 张 量 Tv ,py,v=0,1,2,3; 和 以 变换 性 质 
Ttar. = ap TY (1.163) 


定义 二 阶 混合 张 量 了 ,wyv=0,1,2,3. 以 此 类 推 ,还 可 定义 高 阶 张 量 .而 反 变 矢量 
和 协 变 矢量 则 分 别 为 一 阶 反 变 张 量 和 一 阶 协 变 张 量 .将 (1.154) 的 逆 变 换 写 作 
r= hr”, (1.164) 
将 (1.154) 再 代入 此 式 右 边 , 得 
Xx = pa’. 
此 式 对 任意 四 矢量 x ,y=0,1,2,3, 成 立 , 因 而 
] ， 在 A = py， 


wa = 的 | 的 , (1.165) 
“+ " 0， 右 2 天 内 ， 
同 理 , 将 (1.164) 代 入 (1.154) 右 边 ,得 
rt 二 CD 人 
对 任意 四 天 量 zxM=0,1,2,3, 成 立 , 因 而 
1 ， 十- 一 和 
a00 = ON = | TAK (1.166) 


0， 奋 人 和 天/ 拓 . 
此 式 与 (1.165) 一 起 ,表明 变换 和 矩阵 (a4,) 和 (56) 互 逆 . 利用 互 逆 关系 (1.165) 和 
(1.166) 可 将 (1.157)、(1.159)、(1.161)、(1.162) 和 (1.163) 分 别 改 写 为 


Vr = b,V”, (1.167) 
”= Vb’,, (1.168) 
Te = TY, (1.169) 
T= Tb pb,, (1.170) 
和 
T*, = ar TD,, (1.171) 
TT, = bi Ta,. (1.172) 


比较 (1.155) 和 (1.162) 知 (ws) 为 一 二 阶 协 变 张 量 , 且 在 所 有 惯性 系 中 取 值 相同 . 
由 此 可 得 相当 于 (1.170) 的 关系 
Nw = mb by . (1.173) 
对 任 一 反 变 矢量 ( V* ) 可 定义 
V,=mV, p=0,1,2,3. (1.174) 
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在 另 一 惯性 坐标 系 S 中 此 量 为 
V = mV = oa 人 

一 Sma VW 

一 ape 多 Tv 

一 MV 一 APE 
在 第 二 、 第 四 、 第 五 等 号 处 分 别 用 到 (1.157)、(1.166)、(1.155). 与 (1.168) 比 较 知 ， 
(1.174) 定 义 的 ( V,) 为 一 协 变 四 矢量 . 它 与 原 反 变 矢量 ( VY) 可 分 别 视 为 同一 四 矢 
量 的 协 变 形式 和 反 变 形式 .再 定义 反 变 度 规 


0 耕 p4 关 v， 
rt 大 =v=0， (1.175) 
] ， 知人 = yy=1,2,3. 
直接 验证 知 
TM = Oy, Np 一 6 一 1 六 (1.176) 
此 式 作为 x 的 线性 非 齐 次 方程 ,系数 (” ) 排 成 的 行列 式 为 


-1000 
0 100 1 
0 010 人 天 
0 001 


因此 有 惟一 解 . 它 就 是 (1.175). 可 以 等 价 地 用 (1.176) 定 义 反 变 度 规 ( 六 ). 将 它 当 
作 二 阶 反 变 张 量 , 按 变换 (1.161) 得 它 在 另 一 惯性 系 S 中 的 值 
nr 一 a a nf， 
由 此 算得 
7 my = Aa oy hy 
一 CQ pe a 
一 arb’ yy Co 
= QAAD 一 0 . 
在 第 二 三、 四 \ 五 等 号 处 分 别 用 了 (1.173)、 (1.165) (1.176)、(1.166) 诸 式 . 由 方 
程 (1.176) 解 的 惟一 性 知 
7 = 天 
由 (1.175) 表 示 . (了 六) 确 为 二 阶 反 变 张 量 , 且 在 所 有 惯性 系 中 取 值 相同 .由 (1.176) 
和 (1.174) 得 
Vr = VV,, (1.177) 
反 变 度 规 ( 矿 ) 将 矢量 的 协 变形 式 变 为 反 变 形式 . 
. 30. 


下 面 要 用 到 的 关系 还 有 :两 个 反 变 矢量 (UU) 和 ( VV) 可 拼 成 一 二 阶 反 变 张 量 
(TY)= (UV ); 两 个 协 变 矢量 (UU,) 和 (V,) 可 拼 成 一 二 阶 协 变 张 量 (T,,) = 
(U,V,); 一 个 反 变 矢量 ( Ur) 和 一 个 协 变 矢量 ( V,) 则 可 拼 成 一 个 混合 张 量 (TY) = 
( UzV,). 这 些 都 是 显然 的 .现在 证 明 由 一 个 混合 张 量 ( TY ) 可 组 成 标量 

T= To+ T+ T+ TS,, (1.178) 
蕊 在 党 伦 兹 变换 下 不 变 . 
证 ”直接 算得 在 男 一 惯性 系 S 中 此 量 为 
T*, =aT pe, = oT, 
= TT, (1.179) 
与 在 原 惯性 系 S 中 的 取 值 相同 ,因此 确 为 标量 .证 毕 . 
特别 当 ( 7%,) 由 二 矢量 (UU ) 和 ( V,) 合 成 时 ,组 成 的 标量 
UV = U,V, = 加 UPW (1. 180) 
称 为 二 矢量 的 标量 积 . 

运动 物体 沿 运 动 方 巾 的 长 度 会 发 生 洛 伦 效 收缩 . 这 从 洛 伦 兹 变换 (1.148) 可 直 
接 导 得 . 设 一 直 尺 沿 z 方向 静 置 于 S 系 中 ,并 随 S 系 沿 z 方向 以 速度 相对 于 S 
系 运动 . 它 的 长 度 可 定义 为 同时 测定 的 两 端点 z 坐标 之 差 .在 S 系 中 它 静 止 ,两 端 
点 的 z 坐标 不 随时 间 改 变 , 因 此 同时 测定 条 件 可 以 取消 ,可 在 不 同时 刻 测 两 端点 
的 z 坐标 ,其 差 均 等 于 它 的 长 度 .在 S 系 中 它 运 动 ,不 同时 刻 的 z 坐标 不 同 , 因此 
必须 限定 在 同一 时 刻 测 两 端点 的 z 坐标 ,其 差 才 是 它 的 长 度 . 在 (1.148) 第 一 式 右 
端 置 At =0,Ax=/ 即 它 在 S 系 中 的 长 度 , 左 端的 Az = lo 为 它 在 S 系 中 的 长 度 ， 
而 不 必 顾 虑 Az 为 多 少 . 代 入 (1.148) ,整理 后 即 得 


1 = lo./1- 三 . (1.181) 


/< /o 即 洛 伦 兹 收缩 . (1.148) 的 第 二 、 三 两 式 则 表明 ,运动 物体 只 沿 运动 方向 收 
缩 ,与 运动 方向 垂直 的 两 个 方向 上 长 度 不 变 .因而 体积 的 收缩 为 


2 
Y= 为/ 1 一 5， (1. 182) 


% 为 静止 物体 的 体积 ,为 同一 物体 以 速度 v 运动 时 的 体积 . 

介质 对 电磁 场 的 影响 恒 可 化 为 其 中 电荷 电流 分 布 的 影响 .只 有 真空 中 的 电动 
力学 是 基本 的 ,介质 中 的 电动 力学 可 由 真空 电动 力学 ,包括 电磁 场 与 电 丛 电流 分 布 
的 作用 ,推导 出 来 .只 须要 求 基本 规律 符合 相对 性 原理 ,由 基本 规律 导出 的 结 采 也 
必 符 合 相 对 性 原理 . 下面 探讨 电磁 场 量 的 洛 伦 效 变换 ,看 看 真空 电动 力学 在 洛 伦 歼 
变换 下 是 否 保持 不 变 . 为 此 对 要 看 看 电荷 电流 分 布 的 洛 伦 兹 变换. 

设 有 一 电荷 分 布 p(r,t) 和 电流 分 布 j(r,t), 电 流 分布 就 是 由 电 答 分 布 的 变 
化 引起 的 . 电 人 衔 运 动 的 速度 分 布 由 wv (r,t) 表示 , 则 有 
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j(r,t) = po(r,t) v (r,t). (1.183) 
作 这 种 描写 时 自然 已 选 定 了 一 个 参考 系 , 称 空间 固定 坐标 系 .在 时 空 点 (r ,zi) 可 取 
一 以 速度 u(r ,zt) 相 对 空间 固定 坐标 系 作 等 速 直 线 运动 的 惯性 系 , 称 为 该 时 空 点 的 
局 域 静 止 坐 标 系 .在 其 中 看 t 时 刻 r 处 的 电荷 是 不 动 的 . 以 po(r,z) 表 示 该 时 空 点 
在 局 域 静止 坐标 系 中 的 电荷 密度 . 由 于 体积 的 洛 伦 效 收缩 (1. 182) ,在 空间 固定 坐 
标 系 看 电荷 密度 成 为 


prt) = or 全 (1.184) 


v 为 上 时 刻 r 处 电荷 相对 空间 固定 坐标 系 运 动 速 度 v 的 值 .再 由 (1.183) 得 
Por t) vo (1.185) 


VU 
1 3 
C 


po(r ,zt) 为 在 一 确定 坐标 系 中 的 电荷 密度 ,不 存在 坐标 系 间 的 变换 问题 ,在 所 有 坐 
标 系 中 取 同 一 值 ,因而 是 标量 . 另 一 方面 , 设 t 时刻 r 处 电荷 在 di 时 间 中 径 矢 增 量 
为 dr , 按 (1.151) 和 (1.154)， 


j(r,t) = 


cdt 和 dr 三 (dz,dy,dz) (1.186 ) 
为 一 四 矢量 的 时 间 分 量 ( 零 分 量 ) 和 空间 分 量 ,而 按 (1.149) 
ds =V(dr) -cz(dt) = ic /1- 和 dt (1.187) 


为 标量 ,其 中 。 为 速度 。 = 下 的 值 .从 其 中 除去 常数 ic , 便 得 标量 / 1 地 dt. 用 它 
除 (1.186) 各 分 量 , 知 
< 和 - (1.188) 


组 成 四 矢量 .在 各 分 量 上 乘 标量 po 后 与 (1.184) 和 (1. 185) 比 较 可 见 co(r,z) 和 
j(r,t) 组 成 一 反 变 四 矢量 (r,t), x=0,1,2,3, 


jr,t) = cor,t), ji(r,t) = | 
. . | | (1.189) 
产 (rt) = r,t), (r,t) = je(r,t). 
按 (1.180) , 它 可 与 协 变 四 矢量 
a0 = 5 = 二 区， (91,92,93) = 去, 芳 支 )= V (1.190) 
组 成 标量 
9 = 了 + (1.191) 
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这 正 是 连续 性 方程 (1. 31) 的 左边 .可 见 连续 性 方程 只 要 在 一 个 惯性 系 中 成 立 , 便 在 
所 有 惯性 系 中 成 立 , 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 . 

在 实际 情形 中 电荷 电流 分 布 可 能 有 多 种 组 分 ,每 种 组 分 有 自己 的 载 流 子 和 运 
动 方式 ,以 上 的 讨论 对 每 种 组 分 分 别 成 立 . 由 于 矢量 运算 是 线性 的 ,矢量 的 任意 线 
性 秋 加 仍 是 矢量 , 即 仍 按 矢 量 方式 在 各 坐标 系 间 变换 .各 组 分 的 电荷 电流 密度 四 矢 
量 加 起 来 , 便 是 总 电荷 电流 密度 四 矢量 产 (r,z), 它 与 总 电荷 密度 o(r,z) 和 总 电 
流 密度 矢量 j(r,z) 间 符合 关系 (1.189). 

按 (1.180) 并 借助 (1.189) 可 用 协 变 四 矢量 (3, ) 组 成 标量 


T9409, = V3 53=0O, (1.192) 


这 正 是 达 朗 贝尔 算 符 . 达 妆 贝尔 算 符 在 洛 伦 兹 变换 中 不 变 . 用 关系 (1.88) 可 在 真空 
中 将 电磁 势 方程 (1.109) 和 (1.110) 统 一 表 为 

DA* =- yor, (1.193) 
其 中 定义 


A'=， (AL A2,A3) 三 4. (1.194) 


(1.193) 右 边 为 反 变 四 矢量 , 当 且 只 当 左 边 也 是 反 变 四 矢量 时 方程 在 洛 伦 效 变换 下 
不 变 . 达 天 贝尔 算 符 口 既 是 标量 ,相对 性 原理 便 要 求 A* ,y=0,1,2,3, 组 成 反 变 四 
矢量 , 即 在 惯性 系 间 作 洛 伦 兹 变换 (1.157). 洛 伦 兹 条 件 (1.120) 现 可 表 为 
9,.A* = 0， (1.195) 

显然 在 洛 伦 兹 变换 中 不 变 . 这 就 是 称 此 条 件 为 洛 伦 兹 条 件 , 此 规范 为 洛 伦 效 规范 的 
原因 .顺便 提 一 下 ,在 时 间 - 库 仑 规范 中 条 件 (1.134) 和 (1.121) 同 时 满足 , 洛 伦 效 条 
件 (1.120) 便 也 满足 .但 时 间 - 库 仑 规范 不 是 洛 伦 兹 规范 ,这 是 因为 时 间 - 库 仑 规范 
条 件 (1.134) 和 (1.121) 并 非 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 的 ,在 一 个 惯性 系 中 成 立 在 别 的 
惯性 系 中 却 不 成 立 .而 洛 伦 兹 条 件 则 可 在 所 有 惯性 系 中 成 立 . 洛 伦 兹 规范 是 对 所 有 
惯性 系 而 言 的 . 

至 此 已 求 得 电磁 势 的 洛 伦 效 变换 ,并 证 明了 以 电磁 势 表 达 的 电动 力学 在 洛 伦 
效 变换 下 的 不 变性 ,从 而 符合 相对 性 原理 . 虽然 是 采用 洛 伦 效 规范 证 明 的 ,由 于 电 
动力 学 的 规范 不 变性 ,各 种 规范 表达 的 电动 力学 内 容 等 价 . 洛 伦 效 规范 下 电动 力学 
符合 相对 性 原理 保证 了 任何 规范 下 电动 力学 都 符合 相对 性 原理 . 只 是 其 他 规范 下 
电动 力学 的 形式 未 能 直接 显露 它 在 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 . 

再 看 电磁 场 强 的 洛 伦 兹 变换 .它们 与 电磁 势 的 关系 由 (1.100) 和 (1.96) 表 示 . 
现在 电磁 势 可 表 成 四 矢量 (1.194). 它 的 协 变形 式 按 (1.174) 为 


Al 一 一 £, (A1i,A,,A;) 一 A. (1.196) 


由 此 可 组 成 二 阶 协 变 张 量 , 它 的 诸 分 量 定义 为 
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F。=a4,-a4， pv = 0,1,2,3. (1.197) 
这 是 一 个 反对 称 张 量 : 


F, = 一 下 (1.198) 
将 电场 强度 和 磁感应 强度 分 别 写 为 
6= (6 ,8 ,8®), $= (%,%,%), (1.199) 
将 (1.100)、(1.96) 和 (1.197)、(1.196) 比 较 知 
8 =cFI， i=1,2,3, (1.200) 
B=Fy, B=F, = Fy. (1.201) 
原来 电磁 场 强 组 成 一 反对 称 二 阶 协 变 张 量 .它们 在 惯性 系 间作 洛 伦 兹 变换 
F, = Fyaka’,. (1.202) 


采用 (1.156) 中 的 变换 系数 , 按 (1.200) 和 (1.201) 将 此 式 直 接 表 成 电磁 场 强 的 变换 
关系 ,得 


, ”十 Bz i 一 EA 
=, 6 =- 3 6&=3 2 (1.203) 
| 王 [| 
ee c” 
-8 B+ -7 
B=B, = >， 纺 = 了 (1.204) 
VU 
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由 于 恒 可 将 S 系 相 对 S 系 运 动 速度 vw 的 方向 称 为 方向 1, 此 二 式 实际 上 是 普遍 的 . 
将 它们 表 成 三 维 天 量 的 变换 式 , 即 是 


_8@-vx% 1 UU 


@ + | 1 =- 一 天 一 | .8@.,， (1.205) 
2 2| 
1 -二 1 一 二 
c c” 
1 
B+ vxe@ ] 
肌 = 一 一 和 一 一 + |11- 一 一 一 | 一 .9 (1.206) 


中 记忆 
Vi- 1 3 


(1.205) 右 边 第 一 项 表示 , 随 S 系 相 对 S 系 运动 的 磁场 罗 在 S 系 中 感 生出 一 项 电 
场 


vxg% 


vxX%,， 


它 在 vc 的 低速 极限 下 与 伽利略 变换 的 结果 (1.49) 一 致 .要 注意 此 处 的 是 S 

系 相 对 S 系 的 速度 ,而 在 (1. 49) 中 wv 表示 的 是 S 系 相对 S 系 的 速度 ,二 者 差 一 负 

号 ;(1.49) 中 的 费 为 S 系 中 的 磁感应 强度 ,此 处 用 “表示. (1. 206) 右 边 第 一 项 则 
。34 ， 


含 运动 电场 感 生 的 磁场 
1 vxe@ 1 


-一 一 oox6 一 一 一 0. 
C 


2 2 
C [1 0 “ 
2 5C 
C 


一 一 0 

借助 变换 (1.205) 和 (1.206) 可 求 得 匀速 运动 点 电荷 产生 的 电磁 场 而 姓 需 求解 麦克 
斯 韦 方程 . 设 点 电荷 速度 为 v ,将 S' 系 原点 取 在 点 电荷 上 并 随 它 一 起 匀速 运动 .将 
S 系 取得 在 1=: =0 时刻 与 S 系 重合 .点 电荷 在 S 中 静止 ,从 其 中 看 径 矢 为 7 的 
点 上 有 静电 场 


tD 


= 7 3 (1.207) 
neor 

gq 为 点 电荷 的 电量 .静止 电荷 不 产生 磁场 ,因而 和 =0. 现 在 问 在 空间 固定 坐标 系 S 
中 看 , 径 矢 为 r 的 点 上 时 刻 的 电场 强度 6 和 磁感应 强度 有 .为 此 要 求 出 S 系 中 看 
这 一 时 空 点 的 径 矢 r~.S 系 相 对 S 系 以 匀速 v 运动 .车 将 v 的 方 品 取 为 xz 方 癌 , 它 
们 的 时 空 坐标 间作 洛 伦 兹 变换 (1.147) .将 此 变换 写成 三 维 矢量 形式 便 是 

r = r+(7y 一 1) .ryvt, 

(1.208) 
1 = y(t -vr), 


其 中 


(1.209) 


点 电荷 既 在 S 系 的 原点 ,S 系 中 它 的 径 矢 ro =0. 代 入 (1.208) 第 一 式 左 端 ,整理 后 
得 


Yot = rot+ (7—1) 2 * ro, (1.210) 
ro 为 S 系 中 看 t 时 刻 点 电荷 的 位 置 . 代 回 (1.208) 第 一 式 右 端 ,得 
"=R+(7y-1) 3"R, (1.211) 
其 中 
R=r-ro (1.212) 
为 S 系 中 一 给 定时 刻 由 点 电荷 到 > 点 的 径 矢 量 . 为 使 运算 整洁 ,引入 三 维 么 张 量 
I 3 xoxo + yoyo + zozo, (1.213) 
xo、yo 和 zo 为 互相 垂直 的 三 个 单位 三 维 矢量 .任意 三 维 矢量 V 与 它 点 乘 均 得 自 
已 : 


YY .= Vxot+ Vyot+ Vzo= V, 
0 | (1.214) 


TIT.V= xoV,+ yoV, + zoV, = Y ， 
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其 中 

Vi = xo*V, Vy,= yo*V, V, =zo*:V 
为 矢量 Y 以 (xo, yo, zo) 为 坐标 架 的 分 量 .将 (1.211) 代 入 (1.207) 后 再 代入 
(1.205), 用 (1.214) 和 (1.209) 得 


8 = +- 四) 这]- g T+ (7 -DD 加]-R 


“3 


T6E07 

= 一 全 一 17XT+[y(y-D+1-7 瑟 一 (7)2 2 到 
4rk07 vy v 

一 — RR, (1.215) 
4neor 3 

再 代入 (1.206), 用 (1.88) 得 
B= Evox—d r= oxr. (1.216) 
C 4neor 47nr 


在 S 系 中 x 由 (1.211) 定 义 .这 两 个 表达 式 都 保持 了 超 距 作用 的 形式 .麦克 斯 韦 方 
程 是 微分 方程 ,表明 电磁 场 的 变化 是 逐 点 传递 的 而 不 是 超 距 的 .不 过 这 种 逐 点 传递 
的 最 后 结果 可 具 超 距 的 形式 . 


在 (1.75) 一 (1.78) 中 令 《=e0,p= po, 借 助 (1.74) 和 (1.88) 可 得 真空 中 的 麦 
克 斯 韦 方程 


vV.8= t,o, (1.217) 
《0 
vV.%g=0, (1.218) 
vx8=- 3 (1.219) 
。 9 
Vxg= poj + 让 9. (1.220) 


借助 (1.200) 和 (1.201) 可 将 这 组 方程 表 成 反对 称 张 量 F, 的 方程 .其 中 (1.217) 和 
(1.220) 共 有 四 个 分 量 方程 ,可 表 为 

OF® = jo, p=0,1,2,3. (1.221) 
F*= 7 组 成 二 阶 反对 称 反 变 张 量 . (1.218) 和 (1.219) 合 起 来 也 是 四 个 分 
量 方程 

OF + 9uFa + 9PFy = 0. (1.222) 
由 FF 的 反对 称 性 可 推断 此 式 左边 对 每 一 对 下 标 都 反对 称 , 称 为 全 反对 称 的 . 由 于 
三 个 下 标 地 位 对 等 ,可 选 其 中 任 一 对 ,例如 y 和 ,来 检验 这 一 陈述 .交换 jy 和 ,此 
式 左边 成 为 
gj 十 OopFa 二 or 三 一 OF 一 9 一 Op， 
e 36 . 


与 原 式 相 比 恰 只 改 了 号 .全 反对 称 性 使 (1.222) 左 边 在 有 两 个 下 标 取 值 相同 的 情况 
下 为 零 ,整个 方程 成 为 平庸 恒等式 0=0. (1.222) 只 当 三 个 下 标 1、w 和 v 取 值 各 不 
相同 时 才 不 是 平庸 的 .这 三 个 下 标 都 只 能 在 0.1.2 和 3 间 取 值 .(1.222) 中 的 非 平 
庸 关系 的 数目 便 是 三 个 对 等 下 标 在 这 四 个 值 中 取 三 个 不 同 值 的 方式 数 , 也 就 是 组 
合 数 C3=4. 在 这 种 意义 上 (1.222) 只 是 四 个 分 量 方程 . 

将 表达 式 (1.197) 代 入 (1.222) 左 边 ,得 到 A;、A, 和 A, 的 二 阶 微 商 的 组 合 .其 
中 含 A; 的 项 为 

oA oA | 
9zlOz 9m9T | 

由 于 下 标 A 、p 和 v 完全 对 等 , 含 A, 和 A, 的 项 必 也 为 零 . (1.222) 左 边 为 零 , 再 次 
得 到 平庸 恒等式 0=0. 可 见 在 已 知 关系 (1.197) 的 前 提 下 (1.222) 已 不 必要 .此 事 
也 可 反 过 来 陈述 :(1.197) 是 反对 称 张 量 ( 下, ) 的 方程 (1.222) 的 解 .对 符合 方程 
(1.222) 的 反对 称 张 量 ( 环 , ) 必 存在 四 维 矢 量 (Aj ) 使 (1.197) 成 立 . 

方程 (1.221) 和 (1.222) 的 形式 很 对 称 ,使 人 直觉 它们 在 洛 伦 兹 变换 下 会 是 不 


变 的 .为 确证 这 一 点 ,再 补充 一 些 张 量 代数 的 知识 .4"' "个 量 T ,其 中 ms 


V1 V2 Vm 


=0,1,2,3,i1=1,2,…,n;] = 二 1,2,…,m, 若 在 洛 伦 兹 变换 (1.154) 中 按 
z TT bY bib (1.223) 


变换 , 则 称 它们 组 成 一 n 阶 反 变 mx 阶 协 变 的 四 维 张 量 T, (1.223) 便 是 这 个 张 量 的 
洛 伦 效 变换 . 张 量 的 性 质 由 这 个 变换 决定 .可 以 看 出 ,上 标 pi, wz，…,w 的 次 序 以 
及 下 标 y1 ,v2，… ,vm 的 次 序 并 不 影响 这 个 变换 ,可 见 张 量 与 上 标 和 下 标的 排列 次 
序 无 关 . 由 于 (1.223) 为 线性 齐 次 变换 , 同 阶 张 量 的 任意 线性 组 合 的 结果 仍 为 该 阶 
张 量 . 同样 由 于 洛 伦 效 变 换 (1.223 ) 为 线性 齐 次 的 , 知 一 张 量 在 某 惯 性 系 中 各 分 量 
均 为 零 ,经 此 变换 后 得 到 的 任何 其 他 惯性 系 中 此 张 量 的 各 分 量 也 均 为 零 . 称 各 分 量 
均 为 零 的 张 量 等 于 零 . 将 方程 表 为 张 量 等 于 零 的 形式 称 为 表 成 张 量 形 式 . 表 成 张 量 
形式 的 方程 在 洛 伦 效 变换 下 不 变 ,符合 相对 性 原理 . 

(1.222) 左 边 三 项 各 为 一 三 阶 协 变 张 量 的 同一 分 量 .它们 的 和 , 即 (1.222) 左 
边 , 便 是 一 三 阶 协 变 张 量 的 该 分 量 .(1.222) 表 示 的 是 这 个 张 量 为 零 , 即 已 表 成 张 量 
形式 ,在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 . 

由 n 阶 反 变 m 阶 协 变 张 量 (T .“““) 的 诸 分 量 可 组 成 4 ”个 量 


V1Y2 Vm — 1 Ym 


和 AT hk (1.224) 


按 (1.223) 此 量 的 洛 伦 兹 变换 为 


HF2 Hn-l 一 KRIHA2 An -1K 
S 三 了 


YY1272 ”2 一 1 yi1Y2 Ym-1H 


Hi /2 [An -1 AlA2 Hap 72 Vm -1 六 
=a ,a ma ,a LT,, .bb bb :£6 b 
Hl LH2 Kn-l FF viY2 Vm-1Y v1 22 Ym-1 Am 
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pl Apa An -1 HA pa 2 1 " 
0 "bb bb 0 0 


Ai A 2 Fn-l YY2 7 21 72 yz -1 人 


Al /2 Ln-1 AIHA2 Mal rl ,2 
Ges nn D D "pb 


人 V2 1 v1 v2 vm -1 
表明 (S".”) 为 一 n 一 1 阶 反 变 m 一 1 阶 协 变 张 量 .由 工 到 S 的 这 种 降 阶 运算 
称 为 收缩 .(1.221) 左 边 就 是 二 阶 反 变 一 阶 协 变 张 量 (3,F* ) 收 缩 所 得 反 变 矢量 的 
/ 分量 . 此 方程 表示 两 个 反 变 矢量 相等 ,是 矢量 方程 .由 于 所 有 反 变 矢量 作 同 一 洛 
伦 兹 变换 ,矢量 方程 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 .此 式 符合 相对 性 原理 


$1.7 电磁 场 的 能 量 和 动量 , 坡 印 亭 "能 流 密度 矢量 ， 
过 区 斯 韦 应 力 张 量 ,四 维 能 量 动量 张 量 


电磁 力 (1.90) 作 用 于 自由 电荷 会 改变 它 的 动量 .大 认为 自由 电荷 与 电磁 场 组 
成 的 总 系统 动量 守恒 , 则 应 设 电 磁场 也 有 动量 .在 它 改 变 自 由 电荷 动量 的 同时 自 喘 
动量 也 作 相 应 改变 ,以 使 系统 的 总 动量 不 变 .电磁 力 会 对 自由 电 丛 作 功 . 按 (1.90) 


‘ 
Yn-l 


(1.225) 


v°:F= gv.€@. (1.226) 
硅 认为 自由 电 蓓 与 电磁 场 组 成 的 总 系统 能 量 守 恒 , 则 应 设 电磁 场 也 有 能 量 .在 它 改 
变 目 由 电 丛 能 量 的 同时 自身 能 量 也 作 相 应 改变 ,以 使 系统 的 总 能 量 不 变 . 对 一 个 电 
集 电 流 密度 的 分 布 o(r,t) 和 j(r,z), 力 密度 为 
f(r,t) = po(r,t) @(r,t) +j(r,t) XB(r,t), (1.227) 
v (r,t)* flr,t) = j(r,t): @(r,t), (1.228) 
末 一 等 式 用 到 (1.183). 如 果 电 荷 电流 密度 分 布 含 多 种 组 分 , 即 大 有 多 种 载 流 子 和 
载 流 子 的 多 种 运动 方式 ,此 二 式 对 每 一 种 组 分 成 立 . 电 磁场 对 整个 电 倚 电 流 密 度 分 
布 的 总 力 密度 和 总 功率 密度 为 此 二 式 对 各 组 分 的 和 .由 于 二 式 右边 对 p 和 j 的 关 
系 是 线性 的 , 求 和 的 结果 只 是 将 各 组 分 的 电荷 密度 和 电流 密度 矢量 分 别 加 起 来 . 因 
此 ,如 果 将 oj 和 了 分 别 理解 为 电荷 电流 密度 分 布 的 总 电 从 密度 、 总 电流 密度 矢量 
和 电磁 场 对 自由 电荷 作用 的 总 力 密 度 ,(1.227) 仍 然 成 立 , 而 总 功率 密度 仍 为 j*@. 
依次 用 (1.73) 恒等式 
V:(@ XH)=(VX@€):X%- (VxXXHR):E. (1.229) 
和 (1.72), 得 功率 密度 


9 9 


JE=(YX 光 ) -本 6 


由 Poynting. 
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=- |v: (exX)+5 .e+ .| (1.230) 
采用 电磁 物 态 方程 (1.74) 并 设 其 中 和 均 不 随时 间 变 化 ,可 由 此 得 
5 +V.S+1 .6E=0， (1.231) 
其 中 
=- 方 (8. 9+X: FB), (1.232) 
S= lx 光 . (1.233) 
(1.231) 有 简单 解释 .在 7j& =0 的 条 件 下 它 成 为 
+V.S=0. (1.234) 
这 是 量 
E-= | UdY (1.235) 


的 连续 性 方程 ,表示 五 守恒 .在 作 功 功率 密度 为 零 条 件 下 的 守恒 量 应 是 能 量 .这 提 
示 五 为 体积 Y 内 的 电磁 场 能 量 , U(r,z) 为 t 时 刻 r 点 的 电磁 场 能 量 密度 ,而 
S(r,i) 则 为 t 时 刻 r 点 的 电磁 场 能 量 流 密度 矢量 .大 S=0,(1.231) 成 为 


, aU 
了 了 。 6 三 一 D7 ， 
将 此 式 两 边 在 体积 Y 内 积分 ,并 用 定义 (1.235) 得 
. dE 
| j* 6d/=— EE 


它 表 明 在 此 条 件 下 电磁 场 在 体积 内 作 的 功 等 于 下 的 减少 ,从 而 确证 了 下 为 体积 
Y 内 电磁 场 能 量 的 解释 .将 完整 的 (1.231) 式 在 体积 Y 内 积分 得 


EG | Udy+ | 。CdY = 一 |s 。 ds ， (1.236) 


表明 体积 Y 内 电磁 场 能 的 增加 与 电磁 场 作 的 功 之 和 恰 等 于 从 包围 体积 Y 的 表面 
流入 该 体积 的 能 量 . 这 也 映 证 了 (1.233) 定 义 的 S 为 电磁 场 能 量 流 密度 矢量 的 解 
释 . (1.231) 类 型 的 方程 为 连续 性 方程 的 推广 ,可 用 来 表示 非 封闭 系统 的 守恒 关系 . 
(1.233) 定 义 的 S 又 称 为 坡 印 亭 矢量 . 
用 (1.70) 和 (1.73) 可 将 (1.227) 写 为 
99 


f=(V.9)E+ (VXNX) XB- 3 XR. 


将 (1.72) 代 入 
9 99 9% 
J (DXB) = XB+DX 及 
得 
。 39 。 


99 _9 
元 x%= 1 (DXB)+DX (VXE). 


再 代 回 上 面 的 力 密度 表达 式 , 并 在 右边 加 一 项 XV 级 =0 ,得 
f= EV: 9+HYV:B- DX (VXE) -Bx (VXH) -FDXS). 
(1.237) 

用 i=1,2,3 表示 三 个 互相 垂直 的 空间 方向 ,计算 此 式 在 其 中 一 个 方向 上 的 分 量 . 
采用 电磁 物 态 方程 (1.74) 并 设 其 中 和 yy 与 空间 位 置 无 关 , 得 

[CEV.G -9x(vVxe@)] 

=¢[@€V:86 -6 x(VxE)] 

-a 

= [FG0) + 3G) + (G8) -F716 + + 6) | 
对 2、3 方向 有 类 似 结 果 , 可 一 般 表 为 


3 
[8V .9- 9x (Vx8)];= ec>， (G6 _1 
i=1 0 


2 6 CO2r 1) 


3 


一 2) 二 (69, 一 于 6 。 26，…). (1.238) 


i 1 9T 2 
类 似 可 得 
3 
[XV. Bg-—-%x (V x %)|],;= 42 7 一 EA 
i =1 
9 1 
二 >》 FN 级 机 906 ). (1.239 ) 
i=1 2 过 
于 是 可 定义 三 维 矢量 
G9 x (1.240) 
和 三 维 张 量 ( 儿 ,)， 
Di (Gbi 一 CE 66i) + p (HM — 广 光 ， 2X5i) 
= 869 + HR - 方 (@， D+H:B)6, i,i’ =1,2,3, (1.241) 
将 (1.237) 的 分 量 形式 写成 
9G., 3 9 儿 , 
+ > 本， i = 1,2,3. (1.242) 
i’=1 


了 既是 电磁 场 作用 在 自由 电荷 分 布 上 的 力 密度 , 便 等 于 电磁 场 作用 下 自由 电荷 分 
布 的 动量 密度 随时 间 的 变化 率 . (1.242) 左 边 与 它 直 接 相 加 的 se 的 自然 解释 就 应 


当 是 某 种 动量 密度 G 随时 间 的 变化 率 . 从 表达 式 (1.240) 看 , G 只 与 电磁 场 量 有 
。 40 。 


关 , 应 解释 为 电磁 场 的 动量 密度 . (1.242) 左 边 的 和 为 电磁 场 与 自由 电荷 分 布 组 成 
的 总 系统 在 电磁 场 作用 下 动量 密度 随时 间 的 变化 率 . 它 的 右边 便 应 是 电磁 场 作用 
在 这 个 总 系统 上 的 力 密 度 . 与 弹性 力学 对 比 可 将 (9 ) 当 作 应 力 张 量 ,因而 称 为 麦 
殉 斯 韦 应 力 张 量 . 

以 上 陈述 中 将 系统 分 为 两 部 分 ,一 部 分 是 电磁 场 , 另 一 部 分 是 自由 电荷 电流 分 
布 .介质 没有 当 作 独立 自由 度 考虑 .其 中 的 束缚 电荷 电流 由 于 电磁 场 的 存在 而 发 生 
的 能 量 动量 变化 都 作为 电磁 场 能 量 动量 的 一 部 分 ,包含 在 (1.232) 定 义 的 U 和 
(1.240) 和 定义 的 G 中 了 .这 自然 是 一 种 近似 ,介质 作为 大 块 物质 ,各 部 分 的 运动 状 
态 不 会 完全 跟随 电磁 场 .其 中 还 可 能 发 生 能 量 耗 散 和 热 激发 .介质 实际 上 有 自己 的 
目 由 度 . 只 当 介质 自由 度 被 冻结 的 条 件 下 ,以 上 陈述 才 可 能 正确 .即使 在 这 种 条 件 


下 ,电磁 物 态 方程 也 不 一 定 具 有 (1.74) 的 简单 形式 ,而 即使 可 用 (1.74) 其 中 的 ¢ 
和 jy 也 不 一 定 是 常数 .可 见 以 上 陈述 远 不 是 普遍 正确 的 ,要 小 心 判 定 它 的 适用 范围 
和 适用 程度 .介质 中 的 经 典 电 动力 学 并 非 一 个 完全 研究 清楚 了 的 领域 .在 各 种 具体 
条 件 下 仍然 有 丰富 的 内 容 和 有 趣 的 课题 待人 研究 . 

然而 有 一 种 情形 ,其 中 以 上 陈述 完全 适用 , 即 真空 情形 .这 里 没有 介质 ,(1.74) 
也 完全 正确 .如 前 所 述 ,即使 有 介质 也 可 不 分 束缚 电荷 和 自由 电荷 ,将 一 切 电 荷 密 
度 都 包含 在 (1.70) 右 边 的 o 中 ,一 切 电 流 密度 都 包含 在 (1.73) 右 边 的 j 中 .这 样 ， 
真空 电动 力学 就 成 为 普遍 适用 的 ,介质 中 的 电动 力学 成 为 它 的 推论 ,由 它 判 断 在 有 
介质 的 各 种 条 件 下 电磁 物 态 方程 为 何 ,(1.74) 适 用 范围 和 适用 程度 为 何 .这 是 一 个 
基本 理论 ,在 一 切 量子 现象 可 忽略 的 条 件 下 适用 .在 这 一 理论 中 ,电磁 场 本 身 (不 含 
介质 部 分 ) 有 能 量 和 动量 ,能量 密度 为 (1.232) 定 义 的 U ,动量 密度 为 (1.240) 定 义 


的 G. 定 义 中 9 、 朋 与 8 光 的 关系 由 (1.74) 表 达 ,而 常数 6 和 jy 则 分 别 为 它们 的 真 


空 值 , 即 (1.7) 表 示 的 eo 和 (1.22) 表 示 的 po. 这 一 理论 还 是 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 
的 .定义 四 维 张 量 ( 工 ,)， 
1 


T, 二 (FwFw APyP nm), pv = 0,1,2,3. (1.243) 
这 是 一 个 对 称 张 量 ， 
Tp = Ty (1.244) 
由 (1.200)、(1.201)、(1.74) 和 (1.88) 可 认 出 它 的 空间 分 量 恰 与 麦克 斯 韦 应 力 张 量 
(1.241) 反 号 ;TT,, = 一 多 ,',i,i 二 1,2,3; 时 间 分 量 
To = 方 (8. D+H:B)=U (1.245) 


为 电磁 场 的 能 量 密度 ;时 空 和 空 时 分 量 
To = To =- c(9x 8); =- (6xH) 
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=- cG; = 一 (1.246) 


为 常数 乘 电 磁场 的 动量 密度 或 能 流 密度 .这 个 张 量 称 为 电磁 场 的 能 量 动量 张 量 .再 
定义 一 个 四 矢量 (万 )， 
f=F,7, p=0,1,2,3, (1.247) 
其 中 电流 密度 四 矢量 ( 户 ) 由 (1.189) 定 义 .用 (1.200) 和 (1.201) 可 认 出 它 的 三 个 空 
间 分 量 ( fi,f, fs) 就 是 电磁 力 密度 (1.227) 的 三 个 分 量 ,而 时 间 分 量 
fo=Fos’= -Lj (1.248) 


为 常数 乘 电磁 功率 密度 (1.230). 用 这 些 四 维 矢量 和 张 量 可 将 能 量 守 恒 (1.231) 和 
动量 守恒 (1.242) 等 四 个 关系 统一 地 表 为 


aTe =- fF, p= 0,12,3. (1.249) 
这 是 一 个 矢量 关系 ,在 洛 伦 效 变 换 下 不 变 ,符合 相对 性 原理 . 
习题 一 


1. 用 高 斯 定理 (1.14) 证 明 ,均匀 介质 中 静止 点 电荷 g 周围 的 各 向 同性 电场 分 布 由 库仑 定 
律 (1.9) 表 示 . 说 明 各 向 同性 条 件 在 证 明 中 的 意义 . 

2. 设 有 一 以 某 点 为 中 心 的 各 向 同性 电荷 分 布 .以 r 表示 从 中 心 到 一 点 的 径 矢 , 设 点 的 电荷 
密度 p(r) 只 与 + 的 长 度 有 关 而 与 它 的 方向 无 关 . 绕 中 心 以 7 为 半径 的 球 内 有 电荷 


Q(r) = | or)4rr2ar (1.250) 
试 证 此 电荷 分 布 所 在 的 均匀 介质 中 各 向 同性 的 电场 强度 分 布 为 
8(r) = AW, (1.251) 
4rc7- 


ro 为 了 方向 单位 矢量 ,e 为 介质 介 电 常数 .讨论 这 结果 的 意义 . 


3. 一 半径 为 R 介 电 常数 为 ¢ 均匀 荷 电 Q 的 球 置 于 真空 中 . 试 证 以 球 心 为 原点 球 外 r 处 的 
电场 强度 为 


@(r)= —Q rr,, (1.252) 
4neor 
静电 势 为 
$(r) = 一 人 (1.253) 
4neor 
球 内 了 处 的 电场 强度 为 
8(r) = 村 <R3 (1.254) 
静电 势 为 


km = sal (ir2E je 7] (1.255) 


42， 


4. 一 条 无 限 长 直 细 导线 中 有 恒定 电流 I. 试用 安培 定律 的 积分 形式 (1.45) 证 明 , 导 线 周 转 
具有 绕 导线 螺旋 对 称 和 沿 导 线 平移 对 称 的 磁感应 A 


g(r) = tn), (1.256) 
其 中 -| 为 r 点 与 导线 的 垂直 距离 ,ti(r) 为 r 点 到 导线 的 三 是 为 ~ | 为 半径 的 圆周 上 ~ 处 的 切 
回 单 位 矢量 并 指 绕 电流 的 右手 螺旋 方向 . 


5. 一 恒定 柱 对 称 电 流 分 布 ,r 处 电流 密度 矢量 j(r) 与 柱 轴 平行 且 只 与 该 点 到 柱 轴 的 垂直 距 
离 r | 有关. 


I(r,) = jr)2rr dri (1.257) 


为 绕 中 心 轴 半径 为 7 | 的 柱 内 的 电流 强度 . 试 证 绕 中 心 轴 螺 旋 对 称 且 沿 轴 平 移 对 称 的 磁感应 强 
度 分 布 为 
1 pl(r1) 


$B(r) = Si(r), (1.258) 
t 入 害 义 与 上 题 类 似 只 是 将 那里 的 细 导 线 改 为 此 训 的 中 心 轴 . 讨 沦 所 得 结果 
6. 如 图 1-2 ,导线 围 成 的 矩形 框 置 于 均匀 磁场 中 ,一 对 轴 


边 与 磁场 方向 垂直 ,并 绕 框 面 内 一 条 与 此 对 边 平 行 的 轴 转 
动 .在 磁场 不 变 的 坐标 系 中 看 ,导线 内 的 载 流 子 在 洛 伦 效 力 
和 导线 约束 力 的 合力 作用 下 运动 .此 合力 对 单位 电荷 绕 框 
一 周作 的 功 $ 也 称 为 电动 势 . 试 证 


6 为 框 所 围 磁 通 量 .将 此 结果 与 法 拉 第 定律 (1. 52) 比 较 ,并 磁场 
做 讨论 ， 
7. 试 证 无 源 (o=0,j = 0) 真 空中 均匀 电场 或 (和 ) 均 匀 
磁场 不 随时 间 改 变 . 讨论 此 结果 的 意义 . 
8. 试 证 ,如 在 一 个 惯性 系 中 看 电磁 场 是 均匀 的 则 在 任 
一 惯性 系 中 看 电磁 场 都 是 均匀 的 . 
9. 设 在 一 惯性 系 中 看 无 磁场 ,电场 是 均匀 的 . 试 证 在 相 
对 于 这 个 惯性 系 沿 电场 方向 等 速 运动 的 坐标 系 中 看 情形 无 ”图 1.》 绕 垂 友 于 磁场 方向 
任何 变化 , 即 也 没有 磁场 ,电场 仍 是 均匀 的 , 且 电场 强度 与 旋转 的 导线 杠 
原 惯性 系 中 看 到 的 一 样 . 又 问 在 相对 于 这 个 惯性 系 垂 直 于 
电场 方向 匀速 运动 的 坐标 系 中 看 情形 如 何 ? 
10. 用 (M* ) 表 六 行 , 列 元 素 为 Me 的 矩阵 ,|( Me )| 表 这 个 矩阵 的 行列 式 . 试 证 洛 伦 效 变换 
(1.154) 的 系数 行列 式 
| (a®,) |= 寺 1， (1.260) 
其 中 取 +1 的 变换 称 固有 洛 伦 兹 变换 , 取 - 1 的 变换 称 非 固 有 洛 伦 兹 变换 . 
提示 “将 (1.155) 两 边 的 元 素 排 成 矩阵 并 计算 它 的 行列 式 . 
11. 试验 证 (1.147) 为 固有 洛 伦 效 变换 . 
。43 。 


12. 试 证 坐标 系 转 一 固定 角 的 变换 为 固有 洛 伦 效 变换 . 
13. 试 证 时 间 反 演变 换 
t =—t, Xx 三 工 ， y = y， Zz 二 之 (1.261) 
和 空间 反 演 变换 
1 =, XT =—Zx， y 三 一 y， Z 二 一 之 (1.262) 
篆 为 非 固 有 洛 伦 兹 变换 . 
14. 一 量 铬 在 固有 洛 伦 兹 变换 中 作 张 量 的 洛 伦 兹 变换 ,在 非 固 有 洛 伦 效 变 换 中 的 变换 结果 
与 按 张 量 洛 伦 北 变换 的 结果 反 号 , 则 称 寿 张 量 .一 阶 尾 张 量 称 尾 矢量 , 零 阶 寿 张 量 称 寿 标 量 . 试 
证 四 维 全 反对 称 符号 


1 ， 若 愉 mw 为 0123 的 偶 排 列 ， 
”= | 车 此 四 标号 中 有 两 个 取 值 相同 ， (1.263) 
-1， 若 mm 为 0123 的 奇 排列 
组 成 四 阶 反 变 硒 张 量 . 
提示 ”注意 行列 式 的 定义 和 性 质 . 


15. 试 证 
Fo" 王 方 keaPoh， pv = 0,1,2,3， (1.264) 
组 成 二 阶 反 变 寿 张 量 ,其 中 Ra 按 (1.197) 定 义 , 写 出 这 个 硒 张 量 与 电场 强度 和 磁感应 强度 罗 的 
关系 . 
16. 试 证 方程 (1.222) 中 的 四 个 非 平庸 关系 可 表 为 
oa,Frr=0, p= 0,1,2,3. (1.265) 
这 是 一 个 性 和 撩 量 关系 , 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 . 
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第 二 章 静 电学 


32.1 静电 学 的 研究 对 象 与 基本 方程 ,惟一 性 定理 
静电 学 研究 静止 电荷 分 布 产生 的 静电 场 和 静电 场 对 电荷 的 作用 ,也 研究 电荷 
保持 静止 的 条 件 .电荷 静止 ,电荷 密度 p(r) 与 时 间 无 关 , 电 流 密 度 矢量 j(7,:) = 


0. 无 磁场 , 交 = 儿 =0, 静 电场 中 8& (r) 和 9 (r) 均 与 时 间 无 关 ,32 = 0. 在 这 些 条 件 
下 , 非 平庸 的 麦克 斯 韦 方程 只 剩 两 个 , 即 


v.9-=o， Vxel=0. (2.1) 
第 二 个 方程 只 是 表明 静电 场 有 势 %(r) ,使 
E(r) =— Vv$(r). (2.2) 


在 实际 的 静电 学 问题 中 介质 常 是 分 区 均匀 的 ,每 一 区 内 (1.74) 第 一 式 中 的 《 为 常 
数 .将 (2.2) 代 入 该 式 右 边 , 将 所 得 的 9 再 代 到 (2.1) 第 一 式 左 边 即 得 


Vv2 =- 人. (2.3) 
《 


静电 势 (7) 满 足 泊 松 方程 , 源 为 三 .(2.1) 还 决定 了 $8(r) 在 两 不 同 均匀 介质 交界 


面 上 的 边 条 件 .如 图 2-1,s 为 均匀 介质 1 和 2 的 界面 , 取 一 穿 过 
界面 的 闭合 回路 a151624a2a1, 按 (2.1) 第 二 式 电 场 强 度 8@ 沿 此 回 
路 的 线 积分 为 零 . 令 a1b1 和 azp2 分 别 从 两 侧 无 穷 靠近 界面 , 设 
场 强 8 有 界 , 它 在 22 段 和 azal 段 的 线 积分 因 这 两 线段 长 趋 于 
零 而 趋 于 零 . 剩 下 的 从 cl 到 0; 的 线 积 分 和 从 0 到 a, 的 线 积 
分 按 (2.2) 分 别 为 ,一 各 和 加, 一 各 ,其 中 关 和 加 ,i=1,2, 分 
别 为 a; 点 和 6 点 的 静电 势 .回路 积分 为 零 要 求 z 
由 一 由 = ,一 和， 24 
表明 静电 势 $ 在 界面 两 侧 沿 界面 的 变化 相同 .由 于 (2.2) 定 义 的 
静电 势 可 加 减 一 任意 常数 ,(2.4) 便 表示 恒 可 取 静 电势 $(r) 在 界面 上 处 处 连续 .用 
$;(r) 表 示 第 i 均匀 介质 中 的 静电 势 ,在 1、2 两 介质 的 界面 上 
$1(r) = $7). (2.5) 
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又 如 图 2-2, 取 一 封闭 曲面 , 它 包括 界面 两 侧 平 行 界面 的 面 元 As! 和 As 和 联结 此 
二 面 元 周 线 的 环 面 .将 (2.1) 第 一 式 的 积分 形式 (1.14) 用 于 此 封闭 曲面 . 令 Asli 和 
As 从 两 侧 分 别 无 穷 靠近 界面 ,联结 它们 的 环 面 面 积 趋 于 零 . 设 9 有 和 界 , 它 在 此 环 
面 上 的 面积 分 也 就 趋 于 零 .在 这 一 极限 过 程 中 面 元 As! 和 Ass 都 趋 于 界面 上 的 面 

元 As. 称 垂直 于 界面 由 介质 1 指向 介质 2 的 法 向 为 n ,介质 i 中 


标 势 和 沿 此 法 向 坐标 的 微 商 为 5 宇 , 介 电 常数 为 “,i = 1,2, 在 面 
中 


元 Asi 和 As 上 用 积分 的 中 值 定理 ,由 (1.14) 得 
_ ( 2 多 9 


{2 gn 《197 


jss = AQ ， 
图 2-2 包围 界面 


元 A 的 封闭 面 AQ 为 界面 元 As 上 的 电荷 .这 里 2 吕 和 32 分 别 在 As 和 As2 上 


某 处 取 值 .在 此 式 两 边 除 以 As 后 令 As 一 0, 于 是 在 界面 上 一 点 得 到 


9 9 
4 -5 = (2.6) 
其 中 


7 = 于 =lim (2.7) 


As->0 As 
为 界面 上 该 点 的 面 电荷 密度 . (2.5) 和 (2.6) 为 不 同 均匀 介质 交界 面 上 静电 势 $(r) 
的 边 条 件 .它们 和 泊 松 方程 (2.3) 一 起 组 成 静电 学 的 基本 方程 .在 实际 问题 中 介质 
占据 的 空间 总 是 有 限 的 ,介质 之 外 便 是 真空 .因此 要 考虑 介质 与 真空 的 界面 .这 只 


须 将 真空 看 作 介 电 常数 为 “o 的 介质 , 泊 松 方程 (2.3) 和 边 条 件 (2.5)、(2.6) 便 分 别 
适用 于 真空 和 真空 与 介质 的 界面 .由 于 任何 电场 都 会 在 导体 中 诱发 电流 ,在 静电 平 
衡 条 件 下 (没有 电流 ) 导 体 中 电场 强度 6 必 处 处 为 零 . 按 (2.2), 这 使 每 一 孤立 导体 
内 静电 势 $ 必 处 处 相同 . 是 为 静电 学 中 的 导体 边 条 件 . 在 静电 系统 未 被 封闭 导体 
表面 完全 屏蔽 的 条 件 下 静电 场 可 向 无 穷 远 处 延伸 .在 此 条 件 下 需 无 穷 远 处 的 边 条 
件 才能 为 泊 松 方程 (2.3) 定 解 .将 电荷 分 布 看 成 点 电荷 的 集合 ,以 它们 为 源 的 泊 松 
方程 应 有 一 特 解 可 表 成 点 电荷 库仑 势 (1.59) 的 琶 加 ,相应 的 静电 场 强 可 表 为 库仑 
场 (1.9) 的 倒 加 .这 样 的 静电 势 和 静电 场 在 无 穷 远 处 均 趋 于 零 : 

gr) 一 -0， Cr) 一 一 0 (2.8) 


这 便 是 无 穷 远 处 静电 势 和 静电 场 的 边 条 件 . 对 一 给 定 的 电荷 分 布 解 得 的 符合 此 边 
条 件 的 静电 场 称 为 此 电荷 分 布 产生 的 静电 场 . 如 果 静 电 系 统 被 一 封闭 导体 表面 包 
围 , 则 用 此 表面 上 的 导体 边 条 件 代替 无 穷 远 处 的 边 条 件 (2. 8) , 即 要 求 在 此 表面 上 
静电 势 $ 为 常数 .由 于 恒 可 在 静电 势 上 加 减 一 任意 常数 ,可 将 封闭 导体 表面 上 的 
静电 势 置 零 , 称 为 接地 .代替 (2.8) 的 边 条 件 便 是 在 封闭 导体 表面 上 
$=0. (2.9) 
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考虑 一 个 静电 系统 ,其 中 各 绝缘 介质 上 的 电荷 分 布 ,介质 表面 和 介质 间 界 面 上 
的 面 电 荷 分 布 ,和 各 导体 上 的 电势 均 给 定 .静电 学 问题 便 成 为 前 述 各 边 条 件 下 求解 
泊 松 方程 (2.3) 的 问题 .这 是 一 个 明确 的 数学 问题 . 现 证 明 
惟一 性 定理 ”在 上 述 边 条 件 下 泊 松 方程 (2.3) 的 解 是 惟一 的 . 
证 设 $(r) 和 (7r) 是 此 问题 的 两 个 解 .定义 
F(r) = $(r)—$(r). (2.10) 
由 于 $$ 和 在 界面 都 连续 ,其 差 下 在 界面 也 连续 .将 $ 和 上 满足 的 边 条 件 (2.6) 相 
减 得 
6 -52=0， (2.11) 
其 中 户 = 加 一 加 ,Fs= 加 一 各 .此 式 为 F(r) 在 介质 间 界 面 上 的 边 条 件 . 在 导体 
上 由 于 上 $ 和 被 置 为 同一 值 ,F =0. 最 后 将 和 少 满足 的 泊 松 方程 相 减 得 
v2F = 0, (2.12) 
下 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 设 yi(r) 和 ys(r) 为 任意 两 个 二 阶 可 微 函 数 , 对 矢量 J Vy 
在 封闭 曲面 ; 上 的 面积 分 用 矢量 分 析 的 高 斯 定理 ,得 格林 公式 


bylv a) ds = [vt (Vg) (Va (2.13) 
体积 分 区 域 Y 为 * 所 包围 的 空间 .在 第 i 均匀 介质 所 占据 的 体积 党 中 用 此 公式 , 置 
pi = 站， yg2 = 了 ， 
注意 拉 普 拉 斯 方程 (2. 12) ,得 
, EF(VF). ds = | ec F)?d%, (2.14) 
si 为 的 表面 . 设 i 和? 两 介质 有 共同 界面 sr, 此 式 左边 在 此 界面 上 属于 介质 i 
和 i 的 两 项 面积 分 之 和 为 


aF, 3F 
| le an ‘i Aan ja = 0， (2.15) 


这 里 用 了 边 条 件 (2.11) 和 界面 上 下 的 连续 性 ,法 向 n 由 界面 的 i 侧 指 向 i 侧 . 将 
(2.14) 对 所 有 介质 ,包括 真空 , 求 和 ,左边 由 于 (2.15) 只 剩 下 在 导体 表面 和 无 穷 远 
处 的 面积 分 .在 有 限 导 体 表 面 上 的 积分 由 于 被 积 函 数 中 的 因子 下 =0 而 为 零 .在 无 


穷 远 处 的 面积 分 略为 复杂 . 设 $ 和 多 都 按 库仑 势 (1. 59) 的 一 方式 在 无 穷 远 处 趋 于 
零 ,F 也 以 同样 的 方式 趋 于 零 ,VF 则 应 按 -5 的 方式 趋 于 零 . (2. 14) 左 边 面积 分 的 
被 积 函 数 在 无 穷 远 处 以 -5 的 方式 趋 于 零 ,而 积分 面积 则 按 ”2 方式 在 无 穷 远 处 趋 于 


无 穷 .二 者 相 乘 ,可 见面 积分 在 无 穷 远 处 以 二 的 方式 趋 于 零 . (2. 14) 左 边 对 所 有 介 
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质 的 和 为 零 ,使 得 右边 的 和 
>| ev F)*dY = 0. (2.16) 


介质 中 “天 0 恒 正 , 此 式 成 立 的 充分 兼 必要 条 件 为 处 处 YF =0, 下 为 常数 .由 于 无 
穷 远 处 下 =0, 或 者 在 被 封闭 导体 面 屏 项 的 条 件 下 屏蔽 导体 上 下 =0, 此 常数 为 零 . 
处 处 下 =0, 即 处 处 

$= $8. (2.17) 
静电 问题 的 任意 两 个 解 彼此 全 同 , 解 是 惟一 的 .证 毕 . 


$2.2 电荷 分 布 静 电势 与 静电 场 的 多 极 展 开 


考虑 均匀 介质 中 的 电荷 分 布 . 静 电势 和 静电 场 .将 库仑 势 (1.59) 改 写 为 
$(r) = 一 -一 一 一 (2.18) 


4rc | 六 一 产 | 
rr 为 点 电荷 gq 所 在 位 置 的 径 矢 量 . 将 此 点 电荷 移 到 r+ 1 处 ,在 rr 处 放 一 一 g 点 电 
荷 .在 位 移 i 很 小 的 条 件 下 两 点 电荷 静电 势 之 和 可 表 为 


.9 1 -Qi.v 1 
#7) = VT VT (2.19) 
V = 一 V 为 对 x 坐标 的 梯度 算 符 . 令 1 一 0 却 保持 矢量 
= gl (2.20) 
不 变 ,并 再 置 ~ =0 ,得 
F. ro 
$(r) = 4 (2.21) 


ro 三 二 为 r 方向 的 单位 矢量 .这 种 由 两 个 相反 点 电荷 组 成 的 系统 称 为 电 偶 极 子 . 它 


的 总 电荷 为 零 , 电 性 质 由 (2.20) 定 义 的 电 偶 极 矩 9 表示 .(2.21) 为 电 偶 极 子 的 静电 
势 , 它 的 静电 场 为 
3(. ro)ro — 


G(r)=-Y$(r) = pr (2.22) 
仍 称 偶 极 子 所 在 处 的 径 矢 量 为 六 ,(2.21) 成 为 
$(r) = -rr (2.23) 


4rc jr—r 1 
将 此 偶 极 子 移 到 r+ 1 处 ,在 r 处 放 一 电 偶 极 矩 为 -多 的 电 偶 极 子 .在 位 移 很 小 
的 条 件 下 两 偶 极 子 电势 之 和 可 表 为 
$(r) = 1 .9 rr (2.24) 
4rc | 六 一 六 | 
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令 1 一 0 却 保持 张 量 
0 = 广 (W’ +1 9) (2.25) 

不 变 , 并 再 置 六 =0, 得 
$(r) = 3r0" 人 ro tl 


2.26 
4xer’ ( ) 


其 中 trQ 寺 Qj + Qw+ Q- 为 二 阶 张 量 @C 的 阵 迹 .这 种 由 两 个 相反 电 偶 极 子 组 成 
的 系统 称 为 电 四 极 子 . 它 的 总 电荷 为 零 , 总 电 偶 极 矩 也 是 零 , 电 性 质 由 (2.25) 和 定义 
的 电 四 极 矩 @ 表示.(2.26) 为 电 四 极 子 的 静电 势 , 它 的 静电 场 为 

(lSro- QO .ro 一 3trO)ro 一 60 .ro 


4rer* 


ECr) 三 一 VV0Cr) = (2.27) 


类 似 地 ,可 定义 电 八 极 子 和 电 八 极 矩 , 电 16 极 子 和 电 16 极 矩 ,…… ,一 般 地 可 定义 
电 2 极 子 和 电 2 极 矩 ,i 为 自然 数 .不 过 这 样 定义 的 电 多 极 子 都 是 点 状 的 ,而 电 多 
极 矩 则 可 对 任何 电荷 分 布 定义 .(2.20) 定 义 的 电 偶 极 和 矩 和 (2.25) 定 义 的 电 四 极 矩 
只 是 一 般 定义 的 特例 . 


附录 一 已 证 明 
g(r—r)= 二 (2.28) 
为 泪 松 方程 (2.3) 的 格林 函数 ,满足 点 源 的 泊 松 方程 
Ve(r—r)=-6(r-r’). (2.29) 
由 它 可 得 满足 泊 松 方程 (2.3) 且 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 静电 势 
$(r) = | 一 2 一 ay， (2.30) 
4xnc | 六 一 六 | 


r 为 体积 分 | dy 的 积分 变量 . 由 附录 二 中 勒 让 德 @ 多 项 式 的 母 函 数 展开 式 
(A2.15) 知 
1 


T7 = (r+r*—2rr cos0) 1 


= 5 (Ls) pieosp)， (2.31) 
> 1=0、 人 7 > 


0 为 r 和 的 夹 角 ,P,( 7) 为 上 的 勒 让 德 多 项 式 ,r、 为 7 与 r 中 的 大 者 ,r< 为 其 中 
的 小 者 .用 球 谐 函 数 的 加 法 定理 (A2.19) 可 将 此 式 进 一 步 分 离 变量 为 


@ Legendre. 
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1 _1lv <) z 
lr-r | 二 (2 3 yn(bp)Y5 09 (2.32 ) 


bp 为 r 所 指 方位 角 ,0'p 为 r 所 指 方位 角 . 代 入 (2.30); 注 意 体 积 元 的 球 坐 标 表达 
式 


dy = rdr’ dQ’, (2.33) 
其 中 
d0” = sin0 d0 dp (2.34) 
为 立体 角 元 ;定义 
om (Cr ) = [Yi,(0'9) or )dn’, (2.35) 


积分 范围 为 4r 立体 角 ; 得 


+ | pm Cr) rdr |Ys, (0p). (2.36) 


设 电荷 分 布 在 一 有 限 区 域 ,将 坐标 原点 取 在 此 区 域内 的 适当 位 置 . 必 存 在 足够 大 的 
数 尺 ,r>>R 处 o(r)=0.R 的 最 小 值 称 为 电荷 分 布 半 径 . 就 用 R 表示 此 半径 .xr > 
R 处 (2.36) 成 为 


$(7) = EM 3 2 I Yin (0p), (2.37) 


,_ /Tae fs 
乡 ， -一 7 1 1 | pm (7r) 六 dr 
4 ， 
= /7 经- | Yi (0p)o(r) dy (2.38) 


最 后 的 体积 分 遍及 电荷 分 布 的 区 域 .也 可 将 坐标 原点 取 在 电荷 分 布 区 域 之 外 , 即 无 
源 区 域 的 适当 位 置 . 必 存 在 足够 小 的 数 R' ,rR 处 o(r)=0.R’ 的 最 大 值 称 为 无 
源 区 半径 .就 用 R' 表 示 此 半径 .rR 处 (2.36) 成 为 


Sy 4 
$(r) = 之 > EN + DQ Yin (op), (2.39) 


/ar [™ - 
4 1-1Arx 
= | Yi (Gp)o(r) dy, (2.40) 


最 后 的 体积 分 遍及 电荷 分 布 的 区 域 .由 于 原点 在 此 区 域外 ,积分 区 域 中 > 天 0 ,被 积 
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其 中 


其 中 


明 数 无 奇 点 .用 球 谐 函 数 作 基底 的 展开 式 称 为 谐 和 展开 或 多 极 展 开 . (2.36) 即 静电 
势 的 多 极 展开 ,(2.37) 和 (2.39) 是 它 0 其 中 又 以 (2.37) 最 常用 .有 
时 静电 势 的 多 极 展 开 即 指 此 具体 情形 . 对 一 给 定 1 ,mm =/,!-1,7! -2,…,-!, 共 
可 取 27+1 个 不 同 值 .对 应 邹 ,, 久 -1, 防 1/-2,…, 久 -1 共 21+1 个 量 .以 它们 为 分 
量 的 27 +1 重量 称 为 电 2 极 矩 .这 种 称谓 的 合理 性 在 于 ,riY,,, (99) 为 笛 卡 儿 坐 标 
zy 和 z 的 ! 次 多 项 式 . 它 和 一 分 布 乘积 的 体积 分 符合 此 分 布 的 2 极 矩 的 习惯 含 
义 .由 笛 卡 儿 坐 标 (xz,y,z) 和 球 坐 标 (r ,0, 0) 的 关系 

T= rsin0cosg, 

y = rsin0sing, (2.41) 

z = reos0, 


和 球 谐 函 数 的 定义 (A2.3) 知 


Yoo( 09) -Vr (2.42) 
rYio(09) = /二 2 


(2.43) 
Yiu(0p)= F/B + iy)， 
六 “Ya0( O09p)= 2 (32 -六 ?)， 
rY， (0p)=F Belz + iy)， (2.44) 
UIE NE (z 土 iy)2， 
1=0,2:=1, 对 应 电 单 极 矩 
No = [oCr)ar = Q， (2.45) 


就 是 此 荷 电 系统 的 总 电荷 .! =1,2:=2, 对 应 电 偶 极 矩 
No= V 至 | -Yo(ep)p(r)dy = |z0(r)dy= 2 


R41 = 和 27Yy, +1(09)p(r)dy = 于 方 |(z + iy)p(r)dY (2.46) 


1,, . 
三 十 万 ( 实 十 i2,) 
其 中 少儿 和 少 为 矢量 


9 王 | mp(r)dy (2.47) 
. Sl1 . 


的 zx\y 和 z 分量. 对 原点 处 的 点 电荷 - g 和 径 矢 为 1 处 的 点 电荷 9 组 成 的 电 偶 极 
子 ,此 矢量 即 (2.20) 定 义 的 电 偶 极 矩 ,(2.47) 因 此 可 作为 电 偶 极 矩 矢量 多 的 一 般 定 
义 .\2.46) 则 表明 电 偶 极 矩 三 重量 急 1, 肪 o 和 急 -1 为 电 偶 极 矩 矢量 诸 分 量 的 重新 
组 合 .1=2,2:=4, 对 应 电 四 极 和 矩 
乡 0 = 径 | ?Ya(op)p(r)dy= |(32 一 Zr jer)dy 
=3Q. — trQ,， 


Ba = EY (op) or)dr=4/ 3 zz tiy)p(r)dy 
2.48 
=FY6( Qe +iQ。)， (2.48) 


B ,» -/ [2 (bp)o(r)dyY= V3|z +iy)2o(r)dy 


其 中 QQ 、Q-=、 QQ 和 Q-. 为 三 维 二 阶 对 称 张 量 
0 = 二 | mp(r)dy (2.49) 


的 诸 分 量 ,tr0 三 Qj + Qw+ Qz- 为 它 的 阵 迹 .对 原点 和 径 矢 为 1 + 三 两 处 的 点 电荷 
9 与 径 秋 为 ! 和 的 两 处 点 电荷 一 q 组 成 的 电 四 极 子 ,此 张 量 即 (2.25) 定 义 的 电 四 
极 矩 ,(2.49) 因 此 可 作为 电 四 极 矩 张 量 的 一 般 定义 .(2.48) 则 表明 电 四 极 矩 五 重量 
22 ,和 1,90 ,有 -1 和 名 -为 电 四 极 矩 张 量 诸 分 量 的 重新 组 合 .…… 将 (2.37) 表 为 


4(r) = Dlr), 


1.(r) = 2 Wbim 7), (2.50) 


__ 1 /4r 
Pim (rr) 一 47ecriti 27 十 TYen(0p)， 


将 (2.42) 和 (2.45) 代 和 人 得 单 极 静 电势 


#0(r) = -&_， (2.51) 
4ner 
可 视 为 原点 处 点 电荷 Q 的 静电 势 ; 将 (2.46) 和 (2.43) 代 和 人 得 偶 极 静电 势 
F. 
$i(r) = mt (2.52) 


与 (2.21) 比 较 知 可 视 之 为 原点 处 电 偶 极 子 9 的 静电 势 ; 将 (2.48) 和 (2.44) 代 人 得 
四 极 静 电势 
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#2(r) = (2.53) 


与 (2.26) 比 较 知 可 视 之 为 原点 处 电 四 极 子 @ 的 静电 势 ， 
静电 势 多 极 展 开 的 负 梯 度 给 出 静电 场 强 的 多 极 展开 .例如 从 (2.50) 得 


@(r) 一 5) 8,(r)， ， 


Er) = 2 9 @ im(r), (2.54) 


Gm(r) =—V pn(r) =— Er V Ym (0p) | 


61,(r) 称 为 静电 2 极 场 .有 多 种 办 法 解析 地 算出 末 式 右边 的 梯度 ,其 中 用 球 谐 函 数 
直线 坐标 表示 式 的 方法 较 直 观 .已 用 此 法 算出 了 /过 2 的 静电 势 (2. 51) 一 (2.53)， 
它们 的 负 梯 度 就 是 /二 2 的 静电 场 强 .与 从 (1.59) 到 (1.9)、(2.21) 到 (2.22)、 和 
(2.26) 到 (2.27) 类 似 的 计算 得 任意 电荷 分 布 o(r) 产 生 的 电 单 极 场 , 电 偶 极 场 和 电 
四 极 场 分 别 为 


Gu0 (rr) 一 了 ru， (2.55) 
61(r) = re (2.56) 
Tc7 
和 
8,(r) = mr (2.57) 
可 分 别 视 为 原点 处 的 点 电荷 Q , 电 偶 极 子 儿 ,和 电 四 极 子 8 的 静电 场 . 
也 可 将 电荷 分 布 po(r) 本 身 作 多 极 展开 : 
pr) = 2 2 pm(r) Ym bp). (2.58) 
由 球 谐 函 数 的 正 交 归 一 性 ( 见 附录 二 ) 
> 1， 才 i= 月 m= mm 
[Yi, (0p) Yrm (0p)dn 一 O11'Omm’ 一 » 否则 (2.59) 
得 


Yiop)0(r)a0 = > Ppa)| Yh (bp)Yrn (0p)d0 


oo I 
一 > Dj py (7) Omm 一 pm (7 ). 


{=0 m =-/ 


这 就 是 (2.35) , 它 规定 了 多 极 展开 (2.58) 的 系数 , 即 径 向 函数 pm (7). 
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$2.3 有 限 区 域 中 泊 松 方程 解 的 边 值 问题 ， 
边 条 件 下 的 格林 函数 


如 果 问 题 在 一 有 限 区 域 中 , 它 的 表面 为 ;, 则 静电 场 $(r ) 除 满足 泊 松 方程 
(2.3) 外 还 须 满足 * 上 的 边 条 件 ,这 个 边 条 件 可 能 不 同 于 (2.30) 满 足 的 无 穷 远 处 趋 
于 零 的 条 件 .s 上 的 边 条 件 破 坏 平 移 对 称 性 . 若 加 于 格林 函数 则 可 能 使 其 自 变量 r 
和 7 不 再 只 以 r 一 的 形式 出 现 ,而 应 一 般 地 写 为 g(r ,rr ), 但 仍 满足 方程 
Vg(r,r’)=- 6(r—r’). (2.60) 
为 求 (2.3) 在 此 条 件 下 的 解 ,再 次 用 格林 公式 (2.13) ,由 它 得 


(pir 一 各 i) .ds = | (giv - pv) dr (2.61) 


以 格林 函数 g(r ,rr ) 代 入 其 中 的 yi(7r), 泊 松 方程 (2.3) 符 合 给 定 边 条 件 的 解 p(r) 
代入 其 中 的 gy,(r), 在 所 得 结果 中 交换 符号 7 和 wr 并 经 整理 得 


$(r) =| ,Lor ar ,nar 
+ | [gr,7) - $(r’) ag Cr |]dy， (2.62) 


n 为 r 处 表面 : 的 外 向 法 线 坐 标 . 可 以 就 采用 (2.28) 作 格林 函数 ,(2.62) 右 边 的 体 
积分 还 可 照样 用 (2.32) 作 多 极 展开 .不 过 在 此 条 件 下 为 算出 (2.62) 右 边 的 面积 分 
必须 同时 知道 解 $ 在 表面 * 上 的 值 和 法 向 微 商 . 而 在 实际 问题 中 边 条 件 常常 只 合 
解 $ 在 表面 上 的 值 (第 一 类 边 条 件 ) ,或 解 在 表面 * 上 的 法 向 微 商 并 (第 二 类 边 
条 件 ) ,也 可 能 给 定 它们 的 一 个 线性 组 合 


Jr) = og(r) + 6 aES (2.63) 


在 表面 * 上 的 值 (第 三 类 边 条 件 ) ,一 般 不 会 同时 给 定 $ 和 引 在 * 上 的 值 .在 满足 


方程 (2.62) 的 格林 函数 g(r,r) 上 可 加 一 函数 f(r,r ), 只 要 它 满足 拉 普 拉 斯 方 
程 


Vf(r,r’) = 0， (2.64) 
则 和 
g(r,r)= g(r,r)+ f(r,r’) (2.65) 
仍 满足 同一 方程 
Vg (r,r’)=— 6(r-r’), (2.66) 


即 仍 是 格林 函数 .用 此 方法 可 令 格 林 函 数 满足 一 定 边 条 件 . 若 对 表面 * 上任 一 点 + 
和 YY 内 的 任意 点 > 格林 函数 满足 边 条 件 
。S4 。 


gr ,rr) = 0， (2.67) 
则 (2.62) 成 为 


#07) = | Lp(r)E(r ray {$lr’) SEs’ (2.68) 


此 式 可 用 来 求解 第 一 类 边 条 件 下 的 泊 松 方程 一 种 天 真 的 想法 是 对 表面 * 上 的 点 
六 和 YY 内 的 点 > 对 格林 函数 加 边 条 件 


ag(r’,r) 


gn 二 0， (2.69) 


以 使 (2.62) 成 为 
#7) = | dolr ar, nay +| Far ,rds’, (2.70) 


用 来 求解 第 二 类 边 条 件 下 的 泊 松 方程 .然而 条 件 (2.69) 却 恒 不 能 满足 .为 了 解 这 一 
点 在 (2.60) 两 边 将 x 置 于 内 一 点 ,对 了 在 整个 体积 Y 内 积分 ,用 高 斯 定理 将 左边 
的 体积 分 化 为 面积 分 .在 结果 中 将 符号 r 和 rx 对 调 后 得 


| 9g(Cr- 5 ) ] 


jn =—1, (2.71) 


表明 对 内 一 点 表面 上 2 外 2 分 不 可 能 恒 等 于 零 . 退 而 求 其 次 , 可 要 求 


a 98(r ,r) 在 表面 上 为 常数 ,(2.71) 表 明 此 常数 为 


2gtr rm __ 1 (2.72) 


dn’ 5 
将 此 边 条 件 代 入 (2.62) 得 
$7) = | Lolr alr ,nay +| gr, rds + RB (2.73) 


其 中 
$= 1| g(r)as (2.74) 


为 $(r) 在 表面 ; 上 的 平均 值 , 它 是 一 常数 .由 于 静电 势 上 恒 可 加 减 一 任意 常数 , 故 
在 此 条 件 下 仍 可 将 它 表 为 (2.70) ,用 于 求解 第 二 类 边 条 件 下 的 泊 松 方程 .不 过 格林 
函数 要 求解 边 条 件 (2.71) 下 的 方程 (2.60) 来 得 到 .对 a、。 均 非 零 的 第 三 类 边 条 件 
可 求解 边 条 件 


Er =0 (2.75) 
an” 


ag(r’ ,r)+b 
下 的 方程 (2.60). 用 g(r ,r) 乘 (2.63), 将 右边 所 得 减 去 此 式 左边 与 $(r') 的 积 得 
有 | 2 Jr ,rr) — pr ) 2 | yr )g(r’,r). (2.76) 


。 4 。 


代入 (2.62) 右 边 得 
gr) = | ToCr er nar 十 了 | yr yar’, ras (2.77) 


此 式 可 用 来 求解 第 三 类 边 条 件 下 的 泊 松 方程 . 

格林 函数 只 是 提供 了 一 个 求解 泊 松 方程 边 值 问题 的 方法 .为 了 求 得 格林 函数 
仍然 要 在 一 定 边 条 件 下 求解 泊 松 方程 .不 过 它 要 求解 的 泊 松 方程 (2.60) 具 标准 形 
式 , 与 实际 问题 中 的 电荷 分 布 po(r) 无 关 . 它 满足 的 边 条 件 (2.67)、(2.72) 或 (2.75) 
也 具 标 准 形式 ,而 与 实际 问题 中 边 条 件 的 细节 无 关 . 格 林 函 数 方法 只 是 用 标准 形式 
的 问题 代替 实际 情形 中 各 式 各 样 的 具体 问题 .一 旦 这 标准 形式 的 解 求 得 ,各 种 具体 
条 件 下 的 解 便 可 由 代 公 式 (2.68)、(2.70) 或 (2.77) 求 得 .以 上 的 推导 还 只 证 明了 者 
符合 第 一 、 二 或 三 类 边 条 件 的 泊 松 方程 解 存 在 则 可 将 它 表 为 (2. 68)、(2. 70) 或 
(2.77). 至 于 这 些 式 子 表达 的 $(r) 是 否 确 为 泊 松 方程 满足 相应 边 条 件 的 解 则 尚 待 
证 明 . 如 能 证 明 以 上 推导 的 前 提 , 即 证 明 满 足 这 些 边 条 件 的 泊 松 方程 解 确 实 存 在 ， 
自然 也 就 证 明了 它 的 结果 , 即 (2.68)、(2.70) 和 (2.77) 分 别 为 泊 松 方程 满足 第 一 、 
二 和 三 类 边 条 件 的 解 $(r) 的 表达 式 . 然 而 泊 松 方程 边 值 问题 解 的 存在 性 属 专门 的 
数学 问题 ,不 可 能 在 本 书 中 讨论 .在 这 种 条 件 下 ,为 谨慎 计 ,必须 检验 每 个 解 是 否 真 
是 给 定 边 值 问题 的 解 . 

可 以 直接 证 明 (2.68)、(2.70) 和 (2.77) 确 为 泊 松 方程 的 解 .这 就 使 最 后 检验 的 
任务 大 为 简化 , 即 只 须 检验 它们 是 否 符合 边 条 件 就 可 以 了 . 先 证 明 边 条 件 (2.75) 下 
泊 松 方程 格林 函数 对 它 的 两 个 自 变量 是 对 称 的 , 即 

g(r,r’) = g(r’,r). (2.78) 
为 此 用 g(r,r ) 乘 (2.60) 得 
g(rsr)Vg(r,r) =- g(r,r)d(r—r’). 
将 变量 x 与 交换 位 置 得 
g(r,r)Vg(r,r) =- g(r,r)d(r -rr). (2.79) 
两 式 相 减 后 对 变量 r 在 体积 Y 中 积分 . 设 rx 与 r 都 在 内 ,得 


9 9 “ ’ 9 ?3 AN ’ ’ AN 
gr 站 Er gr,r) 2 ds = gr,r) ~ gr,r), 


(2. 80) 
左边 用 了 高 斯 定理 ,右边 用 了 5 函数 的 性 质 .对 内 的 点 r 和 x 以 及 表面 ;上 的 点 


r 边 条 件 (2.75) 为 
ag(r,r)+b6 外 = 0， 
(2.81) 


0. 


AN 9 rr 
ag(r,r )+6 rr = 
n 


边 条 件 (2.75) 中 常数 a 和 2 自然 不 能 全 为 零 .这 表明 作为 a 和 6。 的 线性 齐 次 联 立 
。 96 。 


方程 ,(2.81) 的 系数 行列 式 为 零 , 从 而 


g(r,r ) 2 - g( 7) 2 = 0. (2.82) 


对 有 限 区 域 的 表面 ; ,此 式 使 (2.80) 左 边 为 零 . 它 的 右边 也 必 为 零 , 从 而 (2.78) 成 
立 . 这 使 (2.77) 可 表 为 


gr) = J ,Talr,r yer ay 十 下 | grr ) yr )ds’, (2.83) 
边 条 件 (2.67) 可 视 为 (2.75) 中 a =1,6=0 的 特殊 情形 .对 称 性 (2.78) 对 此 边 条 件 
下 的 格林 函数 也 成 立 .这 使 (2.68) 也 可 表 为 

$(r) = J ,Talr,r Yelr Yay -| (rd (2.84) 
在 此 二 式 两 边 用 拉 普 拉 斯 算 符 作用 ,由 (2.60) 知 对 体积 Y 内 的 任 一 点 z ,它们 定义 


的 $(r) 都 是 泊 松 方程 (2.3) 的 解 . 
将 边 条 件 (2.72) 代 入 (2.80) 的 左边 得 


1| [err) -grr)]ds = g(r’,r’)— g(r’,r). (2.85) 
定义 
f(r,r ) =- 工 | g(ri,r )dsi, (2. 86) 


面积 分 对 坐标 ri 进行 .由 于 根本 与 r 无 关 , 此 函数 满足 方程 (2.64) 且 全 他 7 ) 


0. 这 使 得 它 与 原来 的 格林 函数 g 按 (2.65) 定 义 的 g 仍 为 格林 函数 ， 目 仍 符合 边 条 
件 (2.72), 即 
3g (rr) _ 1 


7 . (2.87) 
9n 5 
此 外 它 还 有 性 质 
| err)d = 0. (2. 88) 
由 它 代替 g 作为 此 边 值 问题 的 格林 函数 ,代入 (2.85) 即 得 
g (rr )= g(r ,r). (2. 89) 


泊 松 方程 符合 第 二 类 边 条 件 的 解 遂 可 表 为 
47) = | eGr,r dor Yay +| g(r,r) ds (2.90) 


按 (2.65) 将 g 表 为 g 与 f 的 和 代入 此 式 ,由 于 (2.86) 定 义 的 f(r,r ) 与 7 无关 , 它 
贡献 的 


TC,r or ar 十 | For) ras 


.7 ，: 


为 常数 .静电 势 是 可 加 减 一 任意 常数 的 ,从 (2.90) 减 去 此 常数 便 得 
8(r) = | Lglr,r dolr dy +| gr,r) ds (2.91) 


由 (2.60) 知 对 体积 内 任 一 点 rz, 此 式 定义 的 $(r) 满 足 泊 松 方程 (2.3). 
不 要 起 记 检 验 所 得 的 解 是 否 符合 给 定 的 边 条 件 , 除 非 能 证 明 符 合 此 边 条 件 的 
解 是 存在 的 . 泊 松 方程 在 有 些 边 条 件 下 的 解 确 实 不 存在 .例如 车 体积 内 总 电荷 Q 


非 零 , 按 高 斯 定理 它 的 表面 上 遂 电势 的 法 向 微 商 9 就 不 可 能 恒 为 零 .车 硬 加 上 
此 边 条 件 泊 松 方程 的 解 即 不 存在 . 当然 可 按 (2.91) 算 出 一 个 函数 $(7r), 它 必 满 足 
泊 松 方程 , 却 必 不 符合 所 加 边 条 件 3 | = 0， 

泊 松 方程 的 格林 函数 恒 可 写成 


(rr) rr -rit fT) 


其 中 f 满足 拉 普 拉 斯 方程 (2.64). 将 此 式 代 入 (2.83)、(2.84) 和 (2.91), 可 将 这 些 
解 都 分 解 成 
$(r) = go(Cr) + bir). 
其 中 
ol7) = | — 2 dy (2.92) 

Y4rc | 六 一 Fr | 
即 (2. 30) 表 示 的 解 , 称 为 基本 解 ;$1(r) 因 满足 拉 普 拉 斯 方程 

Vi =0 (2.93) 
而 为 谐 和 函数 . 在 基本 解 上 加 此 谐 和 函数 后 仍 为 泊 松 方程 的 解 .然而 通过 调节 谐 和 
本 数 可 使 解 符合 给 定 的 边 条 件 .也 可 以 说 加 (r) 为 Y 内 电荷 分 布 产生 的 静电 势 ,而 
gr) 则 包括 Y 以 外 区 域 电荷 分 布 产生 的 静电 势 ,其 中 含 界面 ;上面 电荷 分 布 产生 
的 静电 势 . 


3 2.4 静电 能 ,静电 作用 及 其 多 极 展开 


一 静止 电荷 密度 分 布 o(r) ,伴随 有 静电 势 $(r) 和 静电 场 强 @ (r), 因 而 在 体 
积 和 中 有 静电 能 


E = #3),e: QdY = | ev $)2dY (2.94) 
设 介质 均匀 ,< 为 常数 , 作 一 次 部 分 积分 后 用 泊 松 方程 (2.3) 消 去 Vzy 得 
已 = 六 | olr)4(r)dy+ 二 | $v $) «ds, (2.95) 


s 为 的 表面 .大 静电 系统 被 一 导体 表面 屏蔽 ,s 即 为 此 屏蔽 导体 面 , 其 上 的 常数 电 
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势 $ 可 置 零 ( 接 地 ) ,使 此 式 右边 的 面积 分 为 零 . 若 系统 是 敞开 的 ,表面 * 可 推 向 无 
穷 远 .从 无 穷 远 处 看 ,有 限 电荷 分 布 可 视 为 点 电荷 . 这 使 无 穷 远 处 $ 按 二 的 方式 趋 
于 零 , 因 而 V# 以 三 的 方式 趋 于 零 ,s 的 面积 则 按 ”2 的 方式 趋 于 无 穷 .总 的 结果 是 
使 (2.95) 右 边 的 面积 分 以 二 的 方式 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 适当 的 边 条 件 使 此 面积 分 
为 零 , 兽 电能 的 表达 式 (2.95) 简 化 为 

已 = 于 | pC(r)$(r)dr (2.96) 


体积 分 遍及 电荷 密度 o(r) 非 零 的 区 域 . 
设 有 两 个 电荷 密度 分 布 cl(r) 和 pz(r) ,与 伴随 它们 的 静电 势 #1.(r) 和 加 (r) 
间 满 足 泊 松 方程 


V $i(r) = 一 pi(7), 


] (2.97) 
V’$,(r) = 一 2 
两 电荷 分 布 并 存 时 总 电荷 密度 为 
Or) = p1(r) + p2(7). (2.98) 


将 (2.97) 中 两 式 相 加 得 泊 松 方程 (2.3) ,右边 的 电荷 密度 即 此 式 表 示 的 总 电荷 密 
度 , 而 左边 的 总 静电 势 便 是 


$(r) = br) + $b (r). (2.99) 
将 此 式 与 (2.98) 一 起 代入 (2.96) 得 总 系统 的 静电 能 
FE 一 Ei 十 EF, 十 V ， (2.100) 


Ei = 二 | pr) gir) dy | 
1 (2.101) 

EF, = $| palr) balr) dy 
V = 于 | pr) g(r)drv+ |) pr) br) dy (2.102) 


其 中 E;,i=1,2, 为 电荷 分 布 p;(r) 单 独 存 在 时 的 静电 能 ;V 则 为 两 电荷 分 布 同时 
存在 而 出 现 的 一 份 静电 能 , 称 为 静电 作用 能 ,表示 两 电荷 分 布 间 的 作用 .由 (2.97) 
知 


| plr) $a(r) d= - ¢ | [V24i(r)]g(r)dy 
一 一 《 A V2g2(r)dY 十 | (外 立 思 一 加 六 向 ) .ds 


= | br)pa(r) dy (2.103) 
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第 二 等 导 处 用 了 公式 (2.61) ,第 三 等 号 处 再 次 用 了 (2.97) 并 按 前 述 方式 判断 面积 
分 为 零 . 于 是 可 将 (2.102) 两 项 合并 得 


VvV =| mr) 和 (Day= | $i(r) par)dr (2.104) 
为 了 节省 书写 , 略 去 下 标 1 和 2, 将 此 式 写成 
VvV = | onDgr)dy (2.105) 


只 要 理解 o(r) 表 示 一 个 电荷 分 布 而 %(r) 则 表示 另 一 电荷 分 布 相伴 随 的 静电 势 ， 
对 po(Cr) 而 言 代 表 外 电场 即 可 .(2.102) 表 示 的 是 电荷 分 布 o(r) 在 外 电场 作用 下 的 
势能 . 远 处 电荷 分 布 产 生 的 外 电场 的 静电 势 %(r) 可 作 多 极 展开 (2.39). 在 研究 电 
荷 分 布 p(r) 与 外 电场 的 作用 时 并 不 关心 外 电场 是 如 何 由 远 处 电荷 分 布 产生 的 ,可 
将 (2.39) 写 成 


$(r) = > Dom | 1 Ym Op). (2. 106) 


$2. 7 将 证 明 此 式 正 是 拉 普 拉 斯 方程 解 的 普遍 形式 . 男 一 方面 ,由 球 谐 函 数 的 笛 卡 

儿 坐 标 表 示 (2.42) 一 (2.44)……, 此 式 又 可 看 作 %(r) 在 原点 r=0 周围 的 泰勒 展 

开 , 因 而 其 中 的 系数 (a ) 应 能 用 泰勒 展开 系数 表 出 . 按 多 元 函数 的 泰勒 展开 定理 

$(r) = Y， 3 TY 

jk=00T r=071171k! 

要 求 $(r) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 ,此 式 必 可 整理 成 (2. 106 ) 的 形式 .为 此 可 将 其 中 的 
i ,j,k 次 宪 项 用 球 谐 函 数 展开 成 

TV 


(2.107) 


iljlk! Ci rT Yin( Gp), (2.108) 
按 (A2.14) 系 数 
ryV/yYV/zY 
jp) jk 0， (2.109) 


d0=sin0dbdp 为 立体 角 元 ,积分 区 域 为 4r 立体 角 . 将 (2.108) 代 入 (2.107) 后 与 


(2.106) 比 较 知 
_ /2i+1 ,jk 9 
em TN dr Cm BYR), 


对 不 大 的 1,i+j+k=1 的 系数 C2 ”可 一 一 算出 ,代入 此 式 即 可 将 系数 om 用 4% 
及 其 微 商 在 >= 0 处 的 值 表达 .而 %(r) 对 坐标 的 微 商 正 是 电场 强度 及 其 微 商 ,因而 
系数 om 便 可 用 原点 r= 0 处 的 静电 势 和 静电 场 强 及 其 对 坐标 的 微 商 表示 . 按 
(2.109) 算 出 的 部 分 C 系数 如 下 : 


C00”= V4r， (2.111) 


(2.110) 
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Cos = 36， Cl = 于 2i/ 天 ， C2t = 0， 
CA 
cc ca 
cc Ohi 
G0 


将 它们 代入 (2.110) 得 
00 一 $(0), 


Ul +1l =+ 方 [名 (0) + 16, (0)] ， a10 =— 6€.(0), 


1 /1/96. 96, _ .96. 
m2 


0” 
1 9(6,.+16 ;1.9 
m=+ 计 / 志 [ + + ( 赵 ie 
_ [1/326 -4 __19 
420 一 [3 ( 守 9y 3 | r= 0 2 之 | 


最 后 的 等 式 用 到 原点 r=0 处 $(r) 符 合 拉 普 拉 斯 方程 的 性 质 
将 (2.106) 代 入 (2.105) 得 静电 作用 的 多 极 展开 


V = > V,, 
i=0 
l 

Vi 一 2 aim Bm, 


Vi 称 为 2 极 静 电 作 用 .将 (2.114) 和 (2.45) 代 入 得 单 极 静 电 作用 
Vo = QF(0), 


(2.112) 


(2.113) 


(2.114) 


(2.115) 


(2.116) 


(2.117) 


(2. 118) 


类 似 原点 处 的 点 电荷 Q 与 静电 场 的 作用 ;将 (2.115) 和 (2.46) 代 入 得 偶 极 静电 作 


用 
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Vi =-9.€(0), (2.119) 
类 似 原点 处 的 电 偶 极 子 9 与 静电 场 的 作用 ;将 (2.116) 和 (2.48) 代 和 人 得 四 极 静 电 作 
用 


V2 =-(VY.Q.@)|,-0, (2. 120) 
类 似 原点 处 的 电 四 极 子 与 静电 场 的 作用 .推导 中 反复 用 到 
ago _ 9$ _96, 
dy 9yor az 
a@ a C 
了 =- (2.121) 
3 和 3 _ 96 
dr ” gorgz dz’ 
和 
8- (2.122) 


$2.5 介质 的 极 化 , 极 化 强度 , 极 化 率 与 介 电 向 数 


如 前 所 述 , 只 有 真空 电动 力学 是 基本 的 ,介质 中 的 电动 力学 可 由 它 导 出 .介质 
中 的 静电 学 便 可 由 真空 静电 学 导出 .介质 整体 自然 应 是 电 中 性 的 ,其 中 的 正 、 负 电 
荷 相等 .在 卓然 条 件 下 这 种 电 中 性 还 表现 在 每 一 宏观 区 域 ,包括 宏观 看 来 无 穷 小 的 
区 域 , 即 宏 观点 .在 外 电场 的 影响 下 ,这 种 局 域 电 中 性 会 第 破坏 ,导致 正 负 电荷 分 布 
的 不 一 致 , 称 为 极 化 . 极 化 介质 中 可 能 出 现 非 零 的 电荷 密度 分 布 cm(r), 称 为 束缚 
电荷 密度 .说 是 束缚 电荷 是 指 其 中 正 、 负 电荷 并 不 能 真正 分 开 , 任 何 一 方 都 不 能 离 
开 介质 .这 便 不 同 于 自由 电荷 密度 po(r). 介 质 由 分 子 组 成 ,一 般 地 说 是 由 若干 ( 通 
常 是 少数 ) 种 分 子 按 一 定 比 例 和 方式 组 成 .对 均匀 介质 这 种 比例 和 方式 处 处 相同 . 
就 电 性 质 而 言 可 将 分 子 区 分 为 极 性 和 非 极 性 两 类 ; 极 性 分 子 正 、 负 电荷 中 心 不 重 
合 , 因 而 有 非 零 电 偶 极 矩 ; 非 极 性 分 子 正 ` 负 电荷 中 心 重 合 ,因而 电 侦 极 矩 为 零 . 若 
加 上 外 电场 ,分子 的 正 电 中 心 将 沿 电场 方向 移动 ,负电 中 心 将 逆 电 场 方向 移动 . 外 
电场 可 改变 分 子 的 电 偶 极 矩 ,使 非 极 性 分 子 的 电 偶 极 矩 不 再 为 零 , 称 为 使 分 子 极 
化 .在 自然 条 件 下 极 性 分 子 的 固有 电 偶 极 矩 本 是 各 向 同性 分 布 的 ,这 使 任何 宏观 区 
域 中 各 分 子 电 侦 极 矩 的 向 量 和 为 零 ,介质 并 无 极 性 . (2.119) 表 明 , 大 小 一 定 的 电 侦 
极 矩 方向 与 电场 方向 夹 角 越 小 能 量 越 低 . 可 见 外 电场 对 极 性 分 子 有 力矩 (广义 力 ) 
作用 ,要 将 它 的 电 偶 极 矩 “ 扭 向 "电场 方向 .在 热平衡 介质 中 外 电场 会 使 极 性 分 子 电 
侦 极 矩 方向 分 布 向 电场 方向 集中 ,又 会 使 非 极 性 分 子 沿 电 场 方向 极 化 .其 结果 是 使 
宏观 区 域 中 各 分 子 电 偶 极 矩 的 向 量 和 不 再 为 零 .一 区 域 中 各 分 子 电 侦 极 矩 的 向 量 
和 即 该 区 域 介 质 的 电 偶 极 矩 . 设 某 点 周围 AY 体 积 中 介质 的 电 偶 极 矩 为 A8 ,极限 
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了 三 4 一 lim AS 
df x0 AY/ 
称 为 该 点 的 极 化 强度 .要 不 厌 其 烦 地 提醒 的 是 ,这 里 AY 趋 近 的 
是 一 个 “宏观 的 零 ”, dV 是 一 个 宏观 看 来 无 穷 小 的 体积 ,微观 看 
来 它 仍 足够 大 ,以 致 量子 效应 可 忽略 . 
如 图 2-3, 对 面 元 ds， 

P .ds = Pd//dl, (2.124) 
其 中 dy 为 以 此 面 元 在 与 书生 直 的 面 上 的 投影 为 横 截 面 ,以 沿 
了 方向 的 长 度 di 为 高 的 无 穷 小 柱 体 积 元 .此 式 右 边 为 体积 元 
dy 内 介质 电 偶 极 和 矩 的 代数 值 与 沿 此 电 偶 极 托 方向 的 长 度 di 之 
商 , 即 是 被 面 元 ds 隔 开 的 正 、 负 电荷 量 . 由 于 未 被 隔 开 的 电 偶 四 2-3 役 化 强度 


(2.123) 


极 子 总 电荷 为 零 , 被 封闭 曲面 * 包围 的 体积 Y 中 介质 的 束缚 电 人 
荷 量 为 
Q=-|P.ds =-|v. Pd (2.125) 
束缚 电荷 密度 便 是 
on(r) =-V.P. (2.126) 


介质 的 极 化 是 外 电场 引起 的 ,在 线性 近似 下 极 化 强度 P 应 与 电场 强度 成正 
比 .将 这 种 正比 关系 表 成 
P= Xe0 6 . (2.127) 
一 般 说 来 x 可 以 是 一 个 二 阶 三 维 张 量 ,在 各 向 同性 介质 中 它 是 一 个 数 ,是 一 个 比 
例 常数 , 称 为 极 化 率 .将 有 介质 的 情形 用 真空 电动 力学 处 理 ,电荷 密度 分 布 为 


ot(r) = p(r) + pm(r), (2. 128) 
其 中 o(r) 为 自由 电荷 密度 .将 (1.70) 用 于 此 种 情形 ,其 中 p(r) 用 pi(7r) 代 ,得 
E0V， @ = pi(r). (2.129) 
将 (2.128)、(2.126) 和 (2.127) 依 次 代入 ,可 将 此 式 表 为 
V .9= p(r), 
其 中 
9 = EL 十 YX) @. (2.130) 


将 此 式 与 (1.74) 第 一 式 比较 得 介质 中 的 介 电 常数 
¢ = ¢o(l + Xx), (2.131) 


它 由 真空 介 电 常数 co 和 介质 极 化 率 X 表 出 .由 于 x 非 负 ,¢ 之 60. 特 别 地 , 介 电 常 
数 不 会 为 零 ,更 不 会 取 负 值 . 
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32.6 自 干 普 忆 定理 与 定性 规律 ,导体 系 的 电势 系 
数 与 电容 系数 ,电荷 在 导体 上 分 布 的 变 分 原理 


静电 学 有 一 些 形象 和 有 用 的 定性 规律 ,可 表 为 一 系列 定理 .本 节 讲 述 并 证 明 这 
些 定理 ,阐述 它们 表达 的 物理 规律 . 

定理 一 ”均匀 介质 中 无 电荷 分 布 的 任何 区 域内 的 任何 一 点 静电 势 都 不 可 能 取 
极 大 或 极 小 值 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 定理 的 陈述 不 真 ,在 不 荷 电 的 某 区 域内 的 一 点 a 静电 势 
gr) 取 极 大 或 极 小 值 #6 , 则 必 有 此 区 域内 包围 a 点 的 足够 小 封闭 曲面 ; ,其 内 电 奏 


为 零 ,其 上 每 一 点 静电 势 的 外 法 向 微 商 红 恒 负 ( 若 # 为 极 大 值 ) 或 恒 正 (车 如 为 
极 小 值 ) .在 此 曲面 上 作 积分 


be: ds = $ (- 3 )as. 


若 # 为 极 大 此 积分 为 正 , 若 加 为 极 小 此 积分 为 负 , 总 之 其 值 非 零 ,表明 ; 包围 的 
电荷 


Q = 9. = cP 8 ds #0, 


不 等 号 处 用 到 介 电 常数 《 的 非 零 性 .这 个 结果 与 a 点 所 在 区 域 无 电荷 分 布 的 前 提 
政 盾 ,可见 定 理 的 陈述 为 真 .证 毕 . 
试探 电荷 9 在 静电 场 中 的 势能 为 
V(r) = gp(r). (2.132) 
在 均匀 介质 中 的 无 电荷 区 域内 ,此 势能 无 极 小 .这 使 得 试探 电荷 在 这 区 域内 的 每 一 
点 都 不 可 能 处 于 稳定 静止 状态 . 
导体 内 的 任何 电场 都 会 引起 载 流 子 的 运动 .在 静电 条 件 下 电流 应 处 处 为 零 , 因 


而 导体 内 的 电场 强度 必 处 处 为 零 , 电 位 移 矢量 9 = e8 便 也 处 处 为 零 .这 进而 使 电 
荷 密度 p(r)=V.9 在 导体 内 部 处 处 为 零 .在 静电 条 件 下 导体 的 电荷 只 能 分 布 在 它 
的 表面 . 


设 有 六 个 导体 置 于 介 电 常数 为 ¢ 的 均匀 介质 中 .介质 有 目 由 电荷 密度 分 布 
cl(r), 第 i 导体 有 电荷 gq;. 对 此 系统 有 
定理 二 (惟一 性 定理 ) ”静电 场 与 导体 上 的 电荷 分 布 由 各 导体 电荷 q;,i=1， 
NN, 和 介质 中 电荷 密度 分 布 p(r) 惟 一 地 确定 . 
证 用 $(r) 表 介质 中 的 静电 势 ,#$, 表 第 i 导体 的 常数 电势 ,o;(r) 表 第 i 导体 
表面 s; 上 r 处 的 面 电荷 密度 .日 然 有 


中 nds 一 di (2. 133 ) 
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$(r) 在 介质 中 满足 泊 松 方程 (2.3) ,并 按 (2.6) 在 导体 表面 外 侧 满足 边 条 件 
$|, =$, cl = (2.134) 


Canl, 


法 矢 n 指向 导体 内 部 . 设 男 有 一 静电 势 如 (7 ) 满 足 泊 松 方程 ,并 与 男 一 组 导体 面 电 
傈 密度 o,(r ) 满 足 相 当 于 (2. 134) 的 边 条 件 . 定 义 
F(r) 一 p(r) 一 ¢$ (r), 
它 必 满 足 拉 普 拉 斯 方程 (2.12) 和 边 条 件 
Fl = | = (2.135) 


此 条 件 中 的 第 一 式 表 明 下 | ,在 导体 ; 上 为 常数 ,第 二 式 则 表明 
Eas 0。 i 12 


这 是 因为 面 电 荷 密度 c; 与 o; 应 给 出 同一 电荷 qi .由 于 “天 0 ,此 式 给 出 


区 ds = = 0， i = 1,2,…,N. (2.136) 
在 格林 公式 (2.13) 中 置 y= y,= 下 得 
fr FIEds = | TF VF + (VE)]dY (2.137) 


若 系 统 未 被 一 _ 屏蔽 导体 包围 则 左边 还 应 加 上 无 穷 远 处 的 面积 分 ,不 过 与 (2.16) 前 
面 类 似 的 讨论 表明 此 面积 分 为 零 .右边 体积 分 的 区 域 VY 为 导体 以 外 的 空间 . 若 系统 
被 一 屏蔽 导体 包围 , 则 积分 可 只 在 它 包围 的 区 域内 进行 .现在 (2.137) 左 边 和 号 下 
的 每 一 面积 分 中 因子 下 丝 为 常数 ,可 提 到 积分 号 外 , 剩 下 的 积分 按 (2. 136 ) 而 为 
零 . (2.137) 左 边 为 零 . 它 右边 体积 分 被 积 函 数 中 的 第 一 项 由 于 下 满足 拉 普 拉 斯 方 
程 (2.12) 而 为 零 .最 后 得 


| cs F)’dy = 0. 


它 要 求 区 域 中 处 处 
VF=0, 
因而 下 为 常数 .在 系统 被 屏蔽 导体 包围 的 情况 下 恒 可 将 屏蔽 导体 上 的 电势 $ 和 罗 
置 零 (接地 ) ,从 而 下 = 0, 在 系统 未 被 屏蔽 的 情况 下 无 穷 远 处 $=#$ =0, 也 有 下 = 
0. 总 之 常数 下 = 0, 因 而 处 处 
= 少 ， 
静电 场 被 惟一 地 确定 .下 既 处 处 为 零 示 也 就 在 导体 表面 外 侧 处 处 为 零 , 由 (2. 135) 
的 第 二 式 知 
oi(r) = oi (7) 
. 04 。 


在 导体 表面 处 处 成 立 .导体 上 的 面 电荷 密度 也 被 惟一 地 确定 . 定理 的 陈述 得 证 .证 
毕 

由 于 泊 松 方程 (2.3)、 关 系 (2.133) 和 边 条 件 (2.134) 对 介质 中 的 电荷 密度 分 布 
clr)、 静 电势 $(r)、 导 体 上 的 电荷 9;、 电 势 点 和 面 电 荷 密度 oj(7r),i=1,2,…,N， 
都 是 线性 的 ,由 它们 惟一 确定 的 静电 性 质 有 下 述 倒 加 性 : 若 介 质 中 电荷 密度 为 
pl(r), 第 i 导体 上 电荷 为 g;,i=1,2,…,NN 的 条 件 下 介质 中 静电 势 为 $(r), 第 i 导 
体 上 电势 为 点 面 电 荷 密度 为 o,(r),i=1,2,…,NN; 介 质 中 电荷 密度 为 p'(r), 第 ; 
导体 电荷 为 ,i = 1,2,…, NN 的 条 件 下 介质 中 静电 势 为 (7r), 第 i 导体 电势 为 
点 面 电荷 密度 为 o;(r),i=1,2,…, NN; 则 介质 中 电荷 密度 为 p(r)+p (r), 第 1 
导体 电荷 为 gq; + qi ,i=1,2,… ,NN 的 条 件 下 介质 中 的 静电 势 为 $(r)+(r), 第 i 
导体 上 的 电势 为 如 + $8' 面 电荷 密度 为 o;(r) + (r),i=1,2,…,NN. 这 一 线性 符 
加 性 在 介质 不 荷 电 条 件 下 的 特例 是 导体 上 电势 与 电荷 的 线性 关系 .对 第 i 导体 荷 
电 qz 其 他 导体 皆 不 荷 电 的 情形 ,此 线性 关系 表现 为 各 导体 电势 均 与 oz 成 正比 ,第 
i 导体 的 静电 势 为 Tg; , TT; 为 比例 常数 .对 各 导体 均 荷 电 的 情形 ,此 线性 秋 加 关 
系 表现 为 第 i 导体 电势 


N 
$; = 2 Tqgr， i = 1,2,…,N, (2.138) 
A 


T, 称 为 此 导体 系 的 电势 系数 
在 介质 中 无 电荷 ,导体 上 电势 又 被 置 零 的 情形 下 , 泊 松 方程 (2.3) 的 惟一 解 为 
$(7) =0, 从 而 电场 强度 8 = -Vv# 处 处 为 零 . 这 表明 导体 上 的 电荷 


qi = ec @. ds = 0， i = 1,2,…,N. (2. 139) 
可 见 (2.138) 作 为 导体 电荷 9; ,i =1,2,… ,NN 的 线性 代数 方程 组 , 它 的 齐 次 方程 组 
2 Tigr 一 0， 2 二 1,2,.…,N, (2.140) 
有 惟一 解 gq; =0,i=1,2,…, NN. 这 要 求 系数 矩阵 
T= (TT; ) 
的 行列 式 非 零 , 从 而 有 逆 和 矩阵 
C=(C.)= I, (2.141) 
使 
CT = FTC = 工 (2.142) 
T 为 么 矩阵 .将 (2.138) 写 成 矩阵 形式 即 是 
由 = Tg, (2.143) 
其 中 
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$ = 和 g= | 
办 dN. 
缘 为 N 维 矢量 .用 C 左 乘 (2.143) 两 边 , 利 用 (2.142) 得 
q = C$. (2.144) 
将 此 式 写 成 分 量 形式 即 是 
qi= 2 Cifr, i=1,2,…,N, (2.145) 


其 中 C; 称 为 此 导体 系 的 电容 系数 
静电 能 (2.94) 对 所 论 导 体系 可 表 为 


《| e2 
一 “| 5 dY (2.146) 


积分 区 域 VY 只 会 导 体外 空间 .这 是 因为 静电 条 件 下 导体 内 6 = 0. 在 有 屏蔽 导体 包 
围 的 条 件 下 自然 局 限 在 它 包 围 的 空间 内 .对 它 作 变 分 得 


SE = ‘| e- 3EdY= — dv $) . SEdY (2.147) 
导体 外 空间 无 电荷 ,因此 VY:@ =0,3V.E =0， 
(V$) .586= VvV. ($586)—- $Y.586= VY. ($58), (2. 148) 


末 一 等 号 处 用 到 左边 第 二 项 中 微分 V 与 变 分 6 的 可 交换 性 .代入 上 式 ,用 高 斯 定理 
将 体积 分 化 作 面积 分 得 


N N N 
5E = 六 中 yi9 .ds = > #8 9 .ds = >, $6g.. (2.149) 
i=1 5; 1=1 5 i=1 


可 见 

9F 
9g; fi， 
这 里 静电 能 EE 被 看 作 独 立 变量 g; ,i = 1,2,…, NN ,的 函数 .将 (2.138) 代 入 此 式 右 
边 ,对 导体 电荷 qz 再 微分 一 次 ,得 


i = 1,2,.…,N. | (2.150) 


oF 
9aao = Ti (2.151) 
此 式 的 直接 推论 是 电势 系数 的 对 称 性 
了 一 了 (2. 152) 


(2.147) 又 可 按 另 一 种 方式 演绎 为 
SE =- ce- 3V $d = dv (88$) -(V .8B)3g]dy 


=-|v- (D5$)dY = > (8$) 9.ds = 2 (6#:) gq, (2.153) 
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末 一 等 号 处 用 到 风 在 i 导体 上 为 常数 的 性 质 . 可 见 
了 汉 =g, = 12,…,N. (2.154) 


这 里 玉 被 看 作 独 立 变 量 加 ,i =1,2,…,NN, 的 函数 .将 (2.145) 代 入 此 式 右边 ,对 多 
再 微分 一 次 得 


2- = Ca， (2.155) 
由 此 知 电容 系数 亦 具 对 称 性 
C= Co (2.156) 
将 (2. 95) 用 到 所 论 导 体系 则 直接 得 到 
E= 二 二 > = 二 > C$, = 到 六 Tgig;. (2.157) 


物理 学 常 将 真实 请 与 虚假 有 比较 ， 通过 对 此 于 未 让 实情 形 不 同 于 虚假 情 
形 的 特征 .这 种 特征 常 表现 为 某 量 取 极 值 .表达 成 这 种 形式 的 物理 规律 称 为 变 分 原 
理 .静电 学 中 电荷 在 导体 上 分 布 的 规律 即 可 表 为 如 下 之 变 分 原理 : 

定理 三 (汤姆 孙 册 定理 ) 电荷 在 导体 上 的 静态 分 布 恒 使 静电 能 取 极 小 值 . 

证 为 将 真实 情形 与 虚假 情形 比较 ,将 导体 系 静 电能 (2. 146) 表 为 

E= §|e? dy (2.158) 


未 标 积 分 限 表示 积分 遍及 全 空间 而 不 限于 导体 外 , 自然 也 不 受 屏蔽 导体 限制 .对 真 
实情 形 , 电 场 强 度 8@ (7 ) 在 导体 上 为 零 ,此 式 还 原 为 (2.146). 对 此 式 变 分 得 


3E =¢{ 8 884/ = ¢|(V $) 88d 
= dj rv， (g88B) — $v.68]dYy 
=— chga8. ds + e|$8(V .8)dr 


末 一 等 号 处 用 高 斯 定理 将 它 左 边 方 括号 内 第 一 项 的 体积 分 化 成 了 面积 分 ,未 写 积 
分 限 表示 此 面积 分 在 无 穷 远 处 包围 整个 空间 的 无 穷 大 表面 上 进行 .将 导体 电荷 产 


生 的 电场 作 多 极 展 开 (2.54) ,其 中 单 极 场 (2.55) 只 与 总 电荷 Q = > d 有 关 . 与 电 
荷 分 布 方式 有 关 的 多 极 场 (2.56) (2. 57) …… 等 在 无 穷 远 处 至 少 按 +-; 趋 于 零 
这 使 导体 上 电荷 分 布 变更 引起 的 无 穷 远 处 面积 分 变 分 中 38 . ds = 0， 

3E = |$3(V .9)dy= |$8pd%, 


DD Thomson. 
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第 二 等 号 处 用 了 (1.70). 介 质 中 的 电荷 分 布 是 不 动 的 ,其 中 So=0, 只 有 导体 上 的 
电荷 分 布 可 变动 ,此 式 成 为 


SE = > $dpdY, (2.159) 

为 第 i 导体 所 占 区 域 .对 实际 电荷 分 布 导 体 中 电场 强度 为 零 ,电势 为 常数 . 仍 以 
点 和 gq; 表 第 i 导体 上 的 常数 电势 和 电荷 ,由 此 式 得 

8E = 2 上 | 8pdY = 2 #8| pd = 2 #5g; = 0. (2.160) 


最 后 一 等 号 是 由 于 尽管 导体 上 的 电荷 分 布 变更 各 导体 上 的 电荷 qi ,=1,2,…，,N， 
却 是 不 变 的 , 6gq; = 0,i = 1,2,…, NN. 可见 实 际 电 荷 分 布 使 静电 能 E 取 极 值 . 用 
E(r) 表 实际 电荷 分 布 的 实际 电场 ,用 56 表 电 荷 分 布 变更 引起 的 电场 强度 变更 .此 
变更 引起 的 静电 能 的 变化 为 


AF -<| e+ 38) . (8 + 36 )dY- S|e. iy 
- | BE.SEdy+ | (38) . (388 )dy 


=8E + FE; (2.161) 
其 中 
SE = | @. 8dY (2.162) 
为 的 一 阶 变 分 , 即 前 面 计算 的 变 分 , 按 (2.160) 它 对 实际 电荷 分 布 附 近 的 变 分 为 
零 ; 
YE 三 c| C88) * (38 )dY (2.163) 
为 五 的 二 阶 变 分 , 它 显然 恒 正 .可 见 实 际 电 荷 分 布 使 静电 能 E 取 的 极 值 为 极 小 
值 .这 就 证 明了 静电 能 极 小 为 实际 电荷 分 布 的 必要 条 件 . 


男 一 方面 ,车 电荷 分 布 使 静电 能 取 极 小 值 , 必 使 能 量 的 一 级 变 分 (2.159) 为 零 . 
这 是 对 各 导体 电荷 


g; = | odf = 1,2,…,N (2.164) 
不 变 的 条 件 下 电荷 分 布 o 的 变更 而 言 的 .要 求解 的 便 是 条 件 
| aoday= 0, i = 1,2,…,N， (2.165) 


下 的 变 分 问题 
> | $3pdy = 0. (2.166) 
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用 拉 格 朗 日 乘 子 点 (=1,2,…, 和 六) 分 别 乘 (2.16$) 中 各 式 , 将 结果 一 一 从 (2.166) 
中 减 去 ,得 


> | ( — $)dpdY = 0. (2.167) 


引入 拉 格 朗 日 乘 子 便 解 除了 变 分 的 条 件 (2.165) ,此 式 应 对 任意 变 分 8o 成 立 .这 要 
求 在 第 i 导体 上 
$(r)=# 

处 处 成 立 ,每 一 导体 上 静电 势 都 是 常数 ,静电 场 强度 处 处 为 零 . 从 定理 二 的 证 明 中 
可 以 看 出 正 是 这 一 条 件 决 年 了 各 导体 的 电荷 分 布 .静电 能 极 小 为 实际 电荷 分 布 的 
充分 条 件 . 

总 之 ,静电 能 极 小 为 电荷 在 导体 上 静态 分 布 的 充分 兼 必要 条 件 . 这 就 是 要 证 明 
的 .证 毕 . 

考虑 将 一 个 中 性 导体 放 到 N 个 导体 的 静电 场 中 . 放 进 来 之 前 此 中 性 导体 上 电 
耸 密 度 必 处 处 为 零 . 如 果 维 持 这 种 处 处 为 零 的 电荷 密度 ,将 它 放 进 来 的 过 程 中 它 将 
不 受 力 . 将 它 置 于 电场 中 某 处 后 这 种 处 处 中 性 的 电荷 分 布 一 般 不 会 使 静电 能 达到 
极 小 ,因而 不 是 静态 分 布 . 它 上 面 的 载 流 子 将 移动 以 形成 电场 抵消 其 内 部 的 外 电 
场 ,这 就 是 它 的 极 化 . 极 化 中 其 他 导体 上 的 电荷 分 布 也 会 发 生变 化 .总 的 结果 是 使 
静电 能 降 到 极 小 .这 表明 中 性 导体 靠近 一 个 导体 系 的 静电 场 时 会 受到 吸引 ,被 拉 人 
静电 场 中 .引力 对 它 作 功 使 它 获得 动能 以 补偿 静电 能 的 降低 ,保证 总 能 量 守恒 . 


2.7 拉 彰 拉 斯 算 符 按 球 坐标 分 离 变量 ， 
外 静电 场 中 的 球形 物体 


本 节 和 下 节 用 一 些 例子 介绍 求解 静电 学 问题 的 几 种 方法 .本 节 讲 球形 物体 的 
静电 性 质 . 球 对 称 几何 位 形 宜 用 球 坐 标 描写 .在 没有 自由 电荷 的 均匀 介质 中 ,静电 
势 作为 球 坐 标的 函数 可 一 般 地 表 为 (2.106) .在 那里 ,这 个 静电 势 被 解释 为 由 远 处 
电荷 产生 的 .为 强调 场 自由 度 的 独立 性 ,强调 电磁 场 不 必 依 赖 于 电荷 电流 而 存在 ， 
静电 场 不 必 是 什么 电荷 产生 的 , 现 证 明 (2.106) 为 拉 普 拉 斯 方程 

V2 =0 (2.168) 
在 有 限 空 间 范 围 内 无 奇 点 解 的 普遍 形式 .首先 由 变换 (2.41) 和 它 的 逆 变 换 
r=V r+y + 2, 


Vrity t+ (2.169) 


可 经 复合 函数 微分 法 得 拉 普 拉 斯 算 符 的 球 坐 标 表 示 式 
。 /0 。 


Y 二 3 9+ an a7 a7 + 2 ， (2.170) 
其 中 角 部 分 
1 9..9 1 32 
VV 多 二 Sn036sinl 30 十 sn20 9g (2.171) 
附录 二 中 证 明了 球 谐 函数 满足 方程 
Vi Ym(09) + I(L + 1)Ym(0p) = 0， (2.172) 
这 其 实 不 难 直 接 验 证 .将 电势 作 谐 和 展开 
$(r,0,0) = 3 2 fin(r)Yin (0p), (2.173) 


代入 拉 普 拉 斯 方程 (2. 168), 用 (2.170) 和 (2.172) 得 
3 > 5 下 | 是 Te 10 + 1) fo |Yin (Op) = 0. 


l=0m= ‘7? 


球 谐 函数 彼此 线性 无 关 , 此 式 左 边 和 为 零 的 充分 兼 必 要 条 件 是 各 项 中 与 球 谐 函 数 
相 乘 的 因子 为 零 . 由 此 得 径 问 函数 fo,,(r) 的 常 微分 方程 


2 
CS 人 Jo = 0 (2.174) 
它 的 通 解 为 
fault) = Cor + Cp 1， (2.175) 


Cm 和 Ci 为 积分 常数 .在 没有 自由 电荷 分 布 的 均匀 介质 中 电势 应 无 奇 点 ,此 式 第 
二 项 为 零 .为 此 取 积 分 常数 C'j =0. 这 使 


fim(r) = Cimr. (2.176) 
代入 (2.173) 得 无 自由 电荷 分 布 的 均匀 介质 中 电势 的 一 般 形式 
$(r,0,0) = 之， DS Cm Yin Op). (2.177) 


将 其 中 的 积分 常数 写作 Co = am 和 / 元 至 ,此 式 即 成 为 (2.106). 
静电 势 应 是 坐标 的 实 函 数 . 在 (2 177) 两 边 取 复 共 斩 ,用 球 谐 杯 数 性 质 ( 见 附 录 
二 ) 
Yimn(09) = (— 1)™Y, -mn(09) (2.178) 
得 
$* (r,0,9) = ») Deir- 1)”™Y,_n,(09) 


= 3 1)"C}_ ar Yr (O00). (2.179) 


这 个 复数 共 罗 表 达 式 应 与 原 式 (2.177) 相 等 .两 相 比 较 得 
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Ci, = (一 1)mC _»,. (2.180) 
由 此 可 知 Cio 为 实数 .对 (2.106) 这 表现 为 

atn = (— 1)™a, nm, (2.181) 
ai0 为 实数 .在 (2.106) 中 7 =0 的 项 cooV 4r Yoo = aoo 为 常数 ,相应 电场 强度 为 零 . 
在 局 限于 r=0 附近 区 域 的 问题 中 可 置 coo=0. 用 (2.43) 可 将 (2.106) 中 !=1 的 
项 表 为 直线 坐标 的 函数 


1 
$1 = 他 > ， aimr Yim(0p) =— V2Re(an)zx +V2Im(ail)y + aloz. 
m= —1 


(2.182) 
相应 电场 强度 为 
@1=— V6 = V2Re(ali)xo -V2Im(al)yo — aioz0， (2.183) 
xo、yo 和 zo 分别 为 x、y 和 zz 方向 的 单位 矢量 .这 是 一 均匀 电场 ,是 为 偶 极 静电 场 . 
将 坐标 架 转 一 方向 ,使 z 轴 沿 此 电场 方向 .经 此 坐标 变换 后 必 有 all = ai -1= 0， 
E1= 一 al0z0 为 z 方向 均匀 电场 . (2.106) 中 每 一 ! 对 应 一 2: 极 静 电场 . 随 着 1 的 
增加 多 极 场 变 得 越 来 越 复杂 . 
将 一 导体 放 人 外 电场 中 ,导体 上 的 荷 电 载 流 子 在 外 电场 作用 下 运动 . 它们 获得 
的 动能 耗 散 为 电流 的 焦 尔 ? 热 ,自身 最 后 静止 下 来 . 结果 是 导体 上 电荷 的 重新 分 
布 ,恢复 静电 状态 .此 时 导体 表面 会 感 生 电荷 , 面 电荷 产生 的 电场 处 处 抵消 外 电场 ， 
使 导体 上 处 处 电场 为 零 ,成 为 一 等 势 体 .现在 的 问题 是 :新 的 静电 状态 下 导体 上 的 
面 电荷 分 布 和 导体 外 的 静电 场 分 布 如 何 ? 在 这 个 问题 中 ,外 电场 是 给 定 的 .导体 上 
的 感 生 电 荷 只 是 在 外 电场 上 春 加 自己 产生 的 电场 而 不 改变 外 电场 本 身 .例如 , 若 
(2.106) 表 示 的 外 电场 果 是 远 处 电荷 所 产生 ,导体 上 的 感 生 电荷 产生 的 静电 场 不 至 
于 改变 远 处 电荷 的 分 布 .这 要 求 外 电场 能 用 (2. 106) 表 示 的 空间 区 域 足够 大 , 远 处 
电荷 足够 远 ,不 致 受 感 生 静 电场 的 影响 .也 要 求 外 电场 不 太 强 ,以 保证 感 生 电场 不 
至 于 强 到 能 影响 远 处 电荷 分 布 的 程度 . 
设置 人 导体 为 一 半径 是 a 的 球 . 以 球 心 为 原点 建立 坐标 系 , 设 在 此 坐标 系 中 
外 场 电势 由 (2.106) 表 示 . 用 c(bp) 表 示 导 体 球 在 外 场 中 感 生 的 面 电荷 密度 . 体 电 
荷 密度 便 是 
p(r,0,9) = o(09)86(r — a). (2.184) 
将 面 电 荷 密度 作 谐 和 展开 


o(0p) = > Dj oim Yin (Op), (2. 185) 
om 为 展开 系数 .代入 上 式 后 将 结果 再 代入 (2.38) 得 此 电荷 分 布 的 2 极 矩 


@ Joule. 
。7T2 . 


， 广 4 ,2 ， 
Dn, 一 21 二 ja 2 Darn | Yi (0p) Yin (Op)d0, 
其 中 dQ = sin6d9do 为 立体 角 元 ,积分 区 域 为 4r 立体 角 . 用 球 谐 函 数 的 正 交 归 一 
性 ( 见 附录 二 ) 
JY (0p) Yi (0p)d0 = aa 
=| 若 1=1 月 m= m 


否则 (2. 186) 


Pm, 一 ， / 7 1 aa，， (2. 187 ) 


将 这 个 表达 式 代 入 (2.37)， 得 亏 体 上 感 生 的 面 电 人 在 号 体外 疡 生 的 藤 电 妇 
LT 


Ag(r) = > I D2 Dan Ym 0p), (2. 188) 
导体 外 的 总 电势 遂 为 


oo / i+2 
gr) +Ag(Cr) = 2 2 ay 3 Ei 十 亲人 iooj| yo(bp) (2.189) 
由 电势 的 连续 性 知 ,导体 球 表面 电势 为 


$(a,0,9) + Ag(a,0,p) = > 也 ny 27+1 19 om) 


(2.190) 
此 球 表面 应 等 势 ,此 式 右 边 应 与 方位 角 0、o 无 关 , 换 句 话 说 即 应 可 表 为 Yoo (09) 
与 常数 的 积 . 由 于 球 谐 函数 彼此 线性 独立 ,这 意味 着 / 关 0 的 球 谐 函 数 在 此 式 中 的 
“系数 为 零 . 由 此 得 
0 =— V4n(21+1)earta,, (对 /1 关 0). (2.191) 
这 便 是 导体 球 表面 等 势 的 充分 兼 必要 条 件 .导体 表面 等 势 , 内 部 无 电荷 ,在 此 条 件 
下 导体 内 泊 松 方程 的 惟一 解 便 是 电势 处 处 相等 ,并 等 于 导体 表面 的 常数 值 . 
(2.191) 保 证 了 导体 为 等 势 体 . 若 导 体 球 接地 ,导体 电势 为 零 , 则 (2.191) 对 /=0 的 
项 也 成 立 , 即 有 
oo =—V 4re 一 200 (2. 192) 
由 (2.185) 得 导体 电荷 
Q = bo(0p)ds = or(6bp)d0 = /Ar oo0 a (2.193) 
将 (2.192) 代 入 得 外 电场 中 接地 导体 电荷 
Q = — 4xeaao. (2.194) 
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若 导 体 球 不 接地 而 接 一 电势 为 #6 的 远 处 导体 , 它 上 面 的 电势 便 不 再 为 零 , 而 为 
g .于 是 有 


Q00 十 三 oo = $0， 
由 此 解 得 
ao =V 4rec(g — a00)/a. (2.195) 
代入 (2.193) 得 导体 球 电荷 
Q = 4rc(g — a00)a. (2.196) 


车 导体 球 上 电荷 固定 为 Q 并 保持 孤立 ,将 它 放 入 静电 场 后 上 面 的 电势 可 由 此 式 解 
得 为 


$0 = —Q +a. (2.197) 
4rec wa 
代 回 (2.195) 得 
QQ 
% = a (2.198) 


将 不 同情 形 中 ooo 的 表达 式 (2.192) 或 (2.195) 或 (2.198) 连 同 1 关 0 的 ow 的 表达 
式 (2.191) 代 入 (2.189), 便 得 置 人 导体 球 后 球 外 静电 场 的 电势 . 

这 里 表现 出 简单 的 物理 关系 .(2.191) 和 (2.187) 表 示 外 电场 中 的 2' 极 场 感 生 
面 电 荷 的 2 极 分 布 ,而 这 种 分 布 恰 正 比 于 感 生 电 荷 的 2 极 矩 纺 ,. (2.189) 中 的 感 
生 2 极 场 正 是 来 自 这 感 生 的 电 2/ 极 矩 . 

将 导体 表面 边 条 件 (2.134) 第 二 式 用 到 现在 的 问题 中 得 


EA ,a = 0p) = 2 PomYm(bp). (2.199) 
将 (2.189) 代 入 此 式 左 边 也 可 得 到 c 的 一 组 方程 . 它 的 解 正好 就 是 (2.191). 从 不 
同 的 途径 得 到 相同 的 结果 ,表现 出 理论 的 自 洽 . 
若 外 电场 为 均匀 电场 , 取 电 场 方 向 为 z 方向 ,多 极 展开 (2.106) 中 只 有 ajo 不 
是 零 ,其 余 系 数 aj, =0. 外 场 电 势 为 


一 $1 一 aioA Sr Yiol Op) 一 Q107coOSO 一 Q10 之 ， (2.200) 
由 (2.191) 知 导体 球 上 感 生 面 电荷 密度 多 极 展开 系数 中 
ol0 =— VV l2xe 410， | (2.201) 
Om = 0, 坷 1 关 0,1 或 m 关 0. 


co0 仍 分 不 同情 况 按 (2.192) 或 (2.195) 或 (2.198) 取 值 .在 导体 接地 的 情况 下 co = 
0 ,导体 外 电势 为 


$+ Ag = (1 -要 janz (2.202) 
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其 中 附加 项 Ag = -与 ai0z 为 感 生 电 偶 极 失 
Ho = — 4xe Q3ai0 (2.203 ) 
产生 的 电 侦 极 势 
现 改 将 一 半径 为 <、 介 电 常 数 为 “的 均匀 中 性 绝缘 介质 球 放 和 信介 电 常数 为 


的 均匀 介质 内 的 外 电场 中 : 仍 取 球 心 为 坐标 原点 ,其 中 外 电场 电势 仍 表 为 (2.106). 
球 内 无 目 由 | 177) 的 形式 .将 它 写 作 


$7) = at 5 人 Yo(p)， (2.204) 
介质 球 锌 外 电场 极 化 ， 在 球 外 会 生 峙 加 电 汤 按 (2.37) 附 加 电场 的 电势 为 
Ag(r) = ma +12 Dg RW, Yin (OP), (2.205) 


其 中 为 介质 球 在 外 电场 中 感 生 的 电 2: 极 抵 .由 于 介质 球 电荷 Qh =0， 
(2.205) 中 对 4 的 求 和 从 1=1 开始 . 介质 球 表面 也 没有 自由 电荷 , 边 条 件 (2. 5) 和 
(2.6) 成 为 

上 | -= ($+A8)|s (| = ef .2.200) 


将 (2.204) 表 示 的 加, (2. 106) 表 示 的 $$ 和 (2.205) 表 示 的 A$ 代入 此 二 条 件 得 
ao 二 a00, 且 对 1 关 0 的 各 项 有 


/ 1 x 
Lim 一 7 Fm 一 Cj， 
4 
, ) (2.207) 
€ aim + Ht Fim = ¢ a,,. 
由 此 解 得 
c(27 +1) 
-一 < 2. 
FP, = 4ra2+1a， (ee (2.209) 


(et+e)l+t+e 
将 它们 代 回 (2.204) 和 (2. 205) 便 分 别 得 到 介质 球 内 的 电势 和 介质 球 外 的 电势 修 
正 . 若 外 场 为 z 方向 的 均匀 电场 ,外 场 电 势 多 极 展 开 (2. 106) 的 诸 系 数 (aj) 中 只 
有 aio 不 是 零 . 按 (2.208), 诸 系数 (a ) 中 也 只 有 

3¢ 


a10 = ~——— a10 (2.210) 

2¢ 十 《 

非 零 ; 按 (2.209) , 诸 感 生 多 极 矩 ( 纺 ,, ) 中 只 有 
N0 一 4na’ ee — 人 ec- (2.211) 


2¢e+e 
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非 零 .将 它们 分 别 代 回 (2.204) 和 (2.205) ,得 此 条 件 下 球形 绝缘 介质 中 的 电势 
,/、 3¢ 
$’(r) = Fe 0% (2.212) 
和 球 外 的 电势 
$(r)+Ag(r) = 


1 十 


一 3 
2 ae. (2.213) 


32.8 镜像 法 ,一 种 求解 静电 问题 的 直观 方法 


在 全 空间 求解 静电 问题 并 不 难 ,点 电荷 的 电势 (1.59) 是 熟知 的 ,以 它 为 基础 建 
立 的 格林 函数 (2.28) 将 任意 电荷 分 布 的 电势 表 成 一 个 积分 (2.30) ,这 便 被 认为 是 
静电 问题 的 解 . 多 极 展开 (2.37) 一 (2.40) 把 这 个 解 表达 得 更 加 具体 ,更 加 形象 . 只 
当 电 荷 分 布 产 生 的 场 受 边 条 件 限制 时 才 可 能 出 现 困难 .然而 人 们 发 现 边 条 件 的 作 
用 和 常常 可 由 一 假想 的 电荷 分 布 代 替 ,这 假想 的 电荷 分 布 称 为 实际 电荷 分 布 的 像 . 引 
进 像 电 荷 分 布 后 便 可 取消 边 条 件 , 困难 便 消 除了 .这 种 方法 称 为 镜像 法 . 

考虑 一 无 穷 大 导体 平面 屏蔽 的 点 电荷 的 静电 场 .将 无 穷 远 处 电势 定 为 零 ,作为 
等 势 面 此 无 穷 大 导体 平面 上 电势 必 处 处 为 零 ,这 就 是 边 条 件 . 乍 一 看 这 边 条 件 好 像 
不 好 处 理 . 然 而 不 难看 出 , 若 将 导体 平面 当 作 镜 平面 ,在 与 真实 点 电荷 镜像 对 称 的 
位 置 上 摆 一 与 真实 电荷 绝对 值 相 等 符号 相反 的 点 电荷 , 镜 平 面 上 的 电势 必 处 处 为 
零 . 这 是 因为 镜 平 面 上 任 一 点 与 真实 点 电荷 及 其 镜像 等 距离 ,它们 在 该 点 产生 的 电 
势 绝 对 值 相等 符号 相反 恰 相 抵消 .导体 平面 的 作用 遂 可 用 镜像 电荷 代替 .将 点 电荷 
到 导体 平面 的 垂 足 作 原点 ,在 导体 平面 上 任 取 两 条 过 原点 互相 垂直 的 轴 为 = 轴 和 
y 轴 , 取 原点 指向 点 电荷 的 轴 为 z 轴 . 设 点 电荷 与 导体 平面 距离 为 c, 它 的 坐标 便 
是 z=y=0,z=4a. 像 电荷 的 坐标 则 为 xz = y=0,z= 一 a. 设 点 电荷 电量 为 g, 像 
电 奏 的 电量 便 是 一 gq. 两 电荷 的 总 电势 为 


_49| 1 1 
$(z,9,2) = | r+y+(z—-a) rl 
(2.214) 


显然 有 $(z,y,0)=0, 表 明 此 势 符 合 导体 平面 上 的 边 条 件 .在 导体 平面 点 电荷 一 
侧 半 无 穷 大 空间 内 ,此 势 满足 点 电荷 电势 的 泊 松 方程 


V2 =- 一 3(z)3(y)3(z — a). (2.215) 


可 见 它 是 这 个 问题 的 惟一 解 .在 导体 平面 的 另 一 侧 并 无 电荷 ,实际 电势 应 满足 拉 普 
拉 斯 方程 (2.168) 和 在 导体 平面 上 为 零 的 边 条 件 , 惟 一 解 是 $=0, 而 不 由 (2.214) 


表示 .镜像 法 解 (2.214) 只 适用 于 实际 电荷 分 布 的 区 域 . 另 一 方面 , 像 电 荷 只 能 安排 
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在 求解 区 域 之 外 ,以 保证 求解 区 域 中 正确 的 泊 松 方程 成 立 . 


仍 以 导体 平面 为 zy 平面 , 它 的 一 侧 (z ,> ,xz ) 处 有 一 点 电荷 电量 9= .与 此 
点 电荷 同 侧 (z,y,z) 处 的 电势 按 上 述 镜 像 法 求 得 为 


工 1 
etry sty) HT 
1 
V(rz-7z) +(y—-y) +(zt+ 二 | (2.216) 
显然 有 g(z,y,0,z ,y ,z )=0, 即 它 在 导体 平面 上 处 处 为 零 .同时 它 在 点 电荷 所 
在 一 侧 满足 泊 松 方程 
V2g(zyzzyz) = 一 Sr-z)3(y 一 YY)3(z -zz). (2.217) 
这 正 是 泊 松 方程 格林 函数 满足 的 方程 (2.60). (2.216) 是 现在 给 定 的 边 条 件 ( 无 穷 
大 导体 平面 一 侧 ) 下 的 格林 函数 . 设 在 导体 平面 一 侧 的 不 是 一 个 点 电荷 而 是 一 电荷 
密度 分 布 o(z ,y ,>z ), 它 所 在 一 侧 的 电势 即 为 


#(z,y,z) = 二 | dz 区间 dzoz yz )g(zyy zy ,YY ，z ) 


| oe 


1 

i | (2.218) 
另 一 侧 的 电势 则 为 零 . (2.218) 可 看 作 两 个 电荷 分 布 的 电势 之 和 . 一 个 是 真实 的 电荷 
密度 分 布 p(x ,y ,z“) 产 生 的 电势 , 另 一 个 则 是 镜像 电荷 密度 分 布 -po(z ,y ,一 =) 
产生 的 电势 .镜像 电荷 密度 分 布 的 几何 位 形 恰 为 真实 电荷 密度 分 布 几何 位 形 的 镜 
像 反 演 ,电荷 符号 也 恰 相反 .在 电荷 所 在 的 一 侧 镜 像 电 荷 的 电势 等 于 导体 平面 上 感 
生 电荷 的 电势 ,在 这 种 意义 上 镜像 电荷 等 价 于 导体 平面 上 的 感 生 电 荷 . 

用 两 种 不 同 介质 的 无 穷 大 交界 平面 代替 导体 平面 ,尝试 用 镜像 法 计算 两 不 同 
半 无 穷 大 介质 中 点 电荷 9 的 静电 势 . 以 交界 面 为 zy 平面 ,点 电荷 到 交界 面 的 垂 足 
为 原点 ,从 原点 指向 点 电荷 的 轴 为 z 轴 . 点 电荷 坐标 遂 为 z= y=0,z=a>0,a 为 
点 电荷 与 界面 的 距离 .用 下 标 1 和 2 分 别 表示 z>0 和 z<0 两 均匀 介质 中 的 量 ， 
在 界面 上 有 边 条 件 


9g) 9g， (2.219) 


$i(zx,y,0) 一 $ (XT,y,0), 


(1 gz |,-0 (29% 


在 z>0 一 侧 电 势 符 合 泊 松 方程 


V2$1 = 一 二 8(z)38(y)3(z - a), (2.220) 
《1 


z=0 
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在 <<0 一 侧 则 符合 拉 普 拉 斯 方程 

V4 = 0. (2.221 ) 
现在 界面 上 不 会 感 生 自 由 电荷 ,介质 中 却 可 能 感 生 电 偶 极 矩 .这 使 人 猜想 可 用 一 对 
正人 负 点 电荷 等 效 地 表达 点 电 答 g 在 介质 中 引起 的 极 化 .这 一 对 假想 的 正 负 点 电荷 
便 是 点 电荷 9 的 像 .从 对 称 性 考虑 像 电荷 应 在 z 轴 上 ,整个 问题 有 绕 z 轴 的 转动 
对 称 ,z 轴 为 对 称 轴 . 为 使 边 条 件 (2.219) 在 界面 上 处 处 满足 ,应 设 像 电 荷 与 界面 距 
离 都 是 <. 设 z=y=0,z=a 处 有 像 电 荷 qgi,zx =y=0,z= 一 a 处 有 像 电 荷 gs. 介 
质 1 中 的 电势 应 由 点 电荷 g 和 像 电 荷 gq, 产生 ,为 


d2 
2 二 | 去 + 
(2.222 ) 
它 在 z >0 的 区 域 显 然 满足 泊 松 方程 (2.220). 介 质 2 中 的 电势 应 由 点 电荷 g 和 像 
电 倚 qi 产生 ,为 


1 2 dd 
pe) | 
(2.223) 

它 在 z<0 的 区 域 显 然 满足 拉 普 拉 斯 方程 (2.221). 将 此 二 式 代 和 (2.219) 的 两 个 
边 条 件 中 得 、 

i(g +g) = +(g+ gq1), 、 

61 €» (2.224) 

d2 dd 一 -dd 
此 二 式 作为 gi 与 q; 的 联 立方 程 组 有 解 


2 一 《1 《1 ”《2 
9 ， q2 三 一 一 一 0 . (2.225) 
61 十 《> 61 十 《2 


将 此 解 代 回 (2.222) 和 (2.223) 即 得 欲求 的 电势 


dl 一 


1 


d |_ 1 
$1(T,Y,z) | 
| dnt Vr ty +(z-a) 


E] 一 《 
+ 一 | (2.226) 
{tevVr t+yt+(zt+a) 


p(T,y,z) =-—— 2 
? > 2r(el + eVr tyt+(z—-a) 
现在 将 点 电荷 改 置 于 x = y=0,z= 一 a 处 ,重复 以 上 的 推导 ,得 到 的 电势 为 
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gg _ 1 
2r(el+e)Vz2+Y+(z+a)2 
1 
和 (zy,z) -| 一 
2(T,Y,Z) hr VD (2.227) 


$1(TX,Yy,z) 一 


+. 《42 ”《1 1 
tevVr ty+t+(z-a) 
它 与 (2.226) 的 区 别 只 是 交换 了 下 标 1 和 2 并 将 a 改 成 了 一 a .综合 此 二 式 可 得 此 
边 值 问题 的 格林 函数 
g(Z,yzZ ，y ，z ) 三 


二 | 天 一 
4rLV (zz 一) +(y-y) +(z—z) 


| 车 z>0,z >0， 
Qt eV (rr ) +(y-y) +(z+z) 
-4 若 z<0,z' >0 
之 9 之 9 
EO yy) +(z—z) 


ee 人 , 
右 z>>0,z 所 0， 
2x(el + 人) VE ety yt zy) a y) +(x) 
| 一 和 一 一 一斑 
4rLV (rzr-r) +(y-y) +(z-z) 

《61 ”2 1 


- | #z<0,r <0. 
Qt V(r) +(y-y) +(z+z) 


(2.228) 
它 在 z=0 处 是 连续 的 . 
镜像 法 也 可 用 于 边界 为 曲面 的 边 值 问题 .将 一 半径 为 a 的 接地 导体 球 和 一 点 
电荷 gq 置 于 介 电 常数 为 ¢ 的 均匀 介质 中 ,点 电荷 距 球 心 5 >a , 求 电势 分 布 .导体 球 
上 和 无 穷 远 处 均 有 电势 $=0. 取 球 心 为 坐标 原点 , 球 心 指 癌 点 电荷 的 轴 为 z 轴 , 导 
体 球 外 电势 应 为 


$(r,y,z) = 
re i 
其 中 A$ 为 导体 球 上 感 生 电荷 产生 的 电势 . 设 此 电势 可 表 为 球 内 某 点 电 傈 9 产生 
的 电势 ,gq 为 一 虚假 的 像 电 荷 .由 对 称 性 考虑 , 像 电荷 gq 应 位 于 z 轴 上 , 设 它 与 球 
心 的 距离 为 <a. 应 有 


十 Ag(zyy，z). 
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工 | 王 -一 二 一 一 :一 一 一 | 
4xe Vr +y+(z—-6) Vr +y+(z—-6) | 
(2.229) 


$(rx,y,z) = 


此 势 在 导体 球 外 显然 满足 正确 的 泊 松 方程 
V2 =— -3(z)8(y)38(z - 0)， 


问题 只 是 能 否 找 到 适当 的 g 和 4 值 使 它 在 导体 球面 上 处 处 为 零 .在 球面 上 z 十 入 
+ z= 二 a?,(2.229) 给 出 的 电势 为 


$= 1 一- 一 一 十 -一 -~ ， 
4netVa*+6b*—2abcos0 Va“2+p8 一 2ab cosb 
0 为 涉及 的 球面 点 径 和 与 轴 的 夹 角 . 令 它 为 零 得 
4g -9 
Va + b* — 2abcos0 Va + 6 — 2ab’cos0 | 
此 式 要 求 g 与 g 反 号 .将 两 边 平方 ,经 整理 得 
g(a + 6 —2ab’cos0) = gq“ (a + b* — 2abcos0). 
要 此 式 对 每 一 9 都 成 立 , 必 须 也 只 须 
qz2(a2 + 6b?) = g(a? + 82)， | 
qb = qb. 
将 此 式 当 作 g“ 和 5 的 联 立 代数 方程 ,用 第 二 式 消去 第 一 式 中 的 g*/q“ 得 
bl(a* + 6 *)= 6 (a + 606°). 
将 此 式 看 作 5 的 二 次 代数 方程 ,得 二 根 。 


六 = 和 和 b=46 (2 .231) 
一 7 一 。 。 


由 于 "<a 而 20>a, 只 有 第 一 根 是 合理 的 .将 它 代 回 (2.230) 第 二 式 得 


g2a? = 0'202， 


(2.230) 


可 见 
9 =— gq- (2.232) 


将 (2.231) 第 一 式 表 示 的 5b 和 此 式 表 示 的 g 代 回 (2. 229 ) 得 欲求 的 电势 .将 它 用 矢 
量 形式 表 出 ,r 处 的 电势 为 


qd_ 11 
#7) = (Ir r | 


其 中 为 态 电 荷 的 径 矢 .对 事先 定好 的 坐标 轴 r 不 一 定 油 = 方 癌 .由 此 式 得 此 边 
值 问题 的 格林 函数 


g(r,r)= 翅 ( rr |l!-— 


/ 
rr a 


—1 
La | )， (2.233) 


a rr 


/ -1 
一 一 Gr” ): (2.234) 
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镜像 法 再 一 次 给 出 了 问题 的 解 . 
习题 二 


1. 一 无 限 大 均匀 荷 电 平面 置 于 均匀 介质 中 , 试 计算 它 两 侧 的 电场 与 电势 分 布 . 
2. 一 无 限 长 均匀 荷 电 直线 置 于 均匀 介质 中 , 试 计算 它 周围 的 电场 与 电势 分 布 . 


3. 一 均匀 荷 电 , 半 径 为 a, 介 电 常 数 为 e1 的 均匀 介质 球 置 于 介 电 常数 为 > 的 均匀 介质 中 ， 
求 电场 与 电势 分 布 . 
4. 设 在 均匀 介质 内 有 电荷 分 布 
(71,0,9) = ee) 若 ~> 委 au， 
0， 茶 r > a， 
r,0,9 为 球 坐 标 , A、a 和 n> -3 为 常数 , 求 电势 分 布 .对 !=0,1 两 种 情形 求 电场 分 布 . 


5. 一 均匀 荷 电 , 半 径 为 ec, 介 电 常 数 为 ki 的 无 限 长 均匀 介质 圆柱 体 置 于 介 电 常 数 为 6 的 
均匀 介质 中 , 求 电场 与 电势 分 布 . 

6. 设 在 均匀 介质 中 有 轴 对 称 电 荷 分 布 .用 ~ 表 一 点 与 对 称 轴 的 垂直 距离 ,电荷 密度 为 

o(r) = Ar， 若 rr 世 a， 
0， 若 r > a， 
A\a 和 n> 一 2 为 常数 . 求 电 场 与 电势 分 布 . 

7. 求 一 荷 电 导体 球 的 电场 .电势 与 电荷 分 布 . 若 在 此 导体 球 内 控 一 同心 球形 空洞 ,这些 分 
布 是 否 会 变 .电荷 在 导体 上 只 能 分 布 于 表面 ,导体 朝向 空洞 的 内 表面 上 有 和 否 电荷 分 布 ,为 什 
么 ? 

8. 若 在 上 题 空 洞 中 心 处 放 一 电荷 ,导体 内 外 表面 电荷 分 布 将 如 何 变化 .电场 和 电势 分 布 又 
如 何 变化 . 

9. 有 1、2 两 导体 组 成 一 系统 .从 导体 1 输 运 电荷 g 到 导体 2, 两 导体 因而 分 别 有 电 荷 gi = 
-4 和 qz=9q, 以 及 电势 轴 和 加 . 试 证 电荷 g 与 电势 差 A#$= 各 一 各 成 正比 , 且 比 例 常数 

_ CuC» 一 Ct 
Cu t+ 2C1 十 C22” 
cai =1,2) 为 电容 系数 , C 为 系统 的 电容 . 

10. 两 无 穷 大 导体 平面 ,相互 平行 ,距离 为 d, 求 单位 导体 面积 的 电容 . 

11. 两 同心 导体 球 壳 , 内 壳 外 径 为 a ,外 过 内 径 为 az, 求 其 电容 . 

12. 两 无 穷 长 同 轴 导 体 圆 简 ,内 简 外 径 为 ai ,外 简 内 径 为 a;, 求 沿 轴 单位 长 度 的 电容 . 

13. 在 无 穷 大 导体 平面 一 侧 距 导体 平面 为 a 处 有 一 电 偶 极 子 多 , 求 电 势 和 电场 分 布 . 


14. 设 介 电 常数 分 别 为 ei 和 @ 的 两 半 无 穷 大 均匀 介质 界面 为 一 平面 .界面 一 侧 距 界面 为 
a 处 有 一 电 偶 极 子 多 , 求 电势 和 电场 分 布 . 

15. 设 半径 为 a 的 接地 导体 球 外 距 球 心 为 b>a 处 有 一 电 偶 极 子 9 , 求 电势 与 电场 分 布 . 

16. 设 半径 为 a 电荷 为 Q 的 导体 球 外 距 球 心 为 5>>a 处 有 一 点 电荷 9, 求 电势 与 电场 分 布 . 

17. 设 半径 为 a 电势 为 加 的 导体 球 外 距 球 心 为 上 >a 处 有 一 点 电荷 9, 求 电势 与 电场 分 
布 . 

18. 设 半径 为 a 的 接地 导体 球 诗 所 围 空间 中 距 球 心 为 5< a 处 有 一 点 电荷 q, 求 电势 与 电场 
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(2.235) 


分 布 . 

19. 设 半径 为 a 电荷 为 Q 的 导体 球 壳 所 围 空间 中 距 球 心 为 5<a 处 有 一 点 电荷 gq, 求 电势 与 
电场 分 布 . 

20. 试 直接 验证 格林 函数 (2.234) 对 自 变 量 r 和 rz 对称 . 
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第 三 章 和 静 磁 学 


3.1 静 磁 学 的 研究 对 象 ,分 区 均匀 介质 中 磁场 的 
基本 方程 , 边 条 件 和 惟一 性 定理 

不 随时 间 变 化 的 电流 称 稳定 电流 ,不 随时 间 变 化 的 磁场 称 静 磁场 .有 稳定 电流 
分 布 的 物体 内 部 和 周围 会 形成 静 磁 场 , 这 种 物体 称 为 磁体 . 尊 磁 学 研究 稳定 电流 形 
成 的 静 磁场 以 及 静 磁 场 对 电流 和 磁体 的 作用 .由 于 玫 克 斯 书 方程 对 电磁 场 .电荷 和 
电流 都 是 线性 的 ,在 研究 吏 磁 学 问题 时 可 不 顾 电荷 和 电场 分 布 而 将 它们 置 零 , 即 有 
p=0,6 =9 =0. 静 磁场 自然 还 有 8 = 0. 在 这 些 条 件 下 要 考虑 的 麦克 斯 志方 程 只 
有 两 个 , 即 


V.%=0, Vx R= j. (3.1) 
在 分 区 均匀 介质 内 ,每 一 区 域 中 (1.74) 第 二 式 中 的 为 常数 .此 二 式 可 写成 
VvV.X%= 0， Vx X= j, (3.2) 


作为 静 磁 学 的 基本 方程 . 为 求 边 条 件 ,再 次 用 图 2-1. 现在 将 磁场 强度 % 沿 闭合 回 
路 a165162a2a1 积分 . 当 a1b1 和 az 从 边界 两 侧 趋 于 界面 上 的 线段 ab 时 ,线段 
bib， 和 a2ai 的 长 度 都 趋 于 零 , 有 限 磁场 强度 在 它们 上 面 的 积分 也 趋 于 零 . 回路 上 
的 线 积分 便 趋 于 


ww: (231 一 %,), 


下 标 1 和 2 仍 表示 所 在 介 质 , ab 为 由 a 指向 6 的 矢量 .用 4 表示 界面 上 的 面 电流 
密度 . 它 沿 界面 ,方向 指 该 点 沿 界 面 流 动 的 电流 方 问 ,大 小 为 过 界面 上 与 它 垂直 的 
单位 长 度 线 段 的 面 电流 强度 . 在 a1b! 和 ab, 趋 于 ab 的 条 件 下 , 流 过 回路 
aip1p02a241 包围 的 面积 的 电流 趋 于 极限 


1. (abx n ) ， 
n 为 由 介质 工 指 加 介质 2 的 界面 单位 法 所 由 安培 定律 (1.45) 知 
ab: (X11 HX,) = (abx n).1 = ab: (n x 1). 


用 下 标 // 表 示 矢 量 平行 于 界面 的 分 量 ,由 ab 在 界面 上 的 任意 性 得 
(Xi HN/= nxt. (3.3) 
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取 nn 与 此 式 两 边 的 矢量 积 ,由 于 n 与 任何 法 向 矢量 的 矢量 积 为 零 ,得 
n x (Xi- NH) = nx (nx 1). 
再 由 恒等式 
AxX(BxC)=(A.:Cc)B-(A.B)C (3.4) 
和 nn*1t=0 得 
n x (X%,— HR1) = 1. (3.5) 
此 式 与 (3.3) 等 价 .再 看 图 2-2. 现在 将 磁感应 强度 色 = yu% 在 界面 两 侧 的 小 面积 
Asl 和 As; 以 及 联结 它们 的 矮 柱 面 上 积分 . 当 Asl; 和 As 从 界面 两 侧 趋 于 界面 上 
的 小 面积 As 时 ,联结 它们 的 矮 柱 面 面 积 趋 于 零 , 有 限 磁感应 强度 在 其 上 的 面积 分 
也 趋 于 零 . 由 (1.43) 知 在 此 极限 下 
As(n .9 一 7. 区) = 0， 
多 与 到 为 界面 上 两 侧 磁 感应 强度 在 As 上 某 点 的 值 . 令 As 一 0 得 
n:%i=n.:.%, (3.6) 
或 
kin * HRI1= pn * HK (3.7) 
在 界面 上 处 处 成 立 . (3.3) 或 (3.5) 与 (3.7) 一 起 构成 静 磁 学 基本 方程 (3.2) 的 边 条 
件 .为 在 全 空间 求解 (3.2) ,还 需 % 在 无 穷 远 处 的 边 条 件 . 设 只 在 有 限 区 域内 有 电流 


分 布 . 按 (1.25) , 径 矢 为 7 的 点 上 的 磁场 强度 Xp(r) 在 无 穷 远 处 以 -5 的 方式 趋 于 零 


者 分 区 均匀 的 介质 中 磁 导 率 和 电流 分 布 已 知 ,介质 界面 上 的 面 电流 分 布 已 知 ， 
电流 只 分 布 在 有 限 区 域内 , 静 磁 学 问题 即 是 在 上 述 边 条 件 下 从 方程 组 (3.2) 中 求解 
未 知 六 数 % (Cr) 的 问题 .这 是 一 个 明确 的 数学 问题 . 现 证 明 

惟一 性 定理 ” 若 各 区 磁 导 率 j; >0, 在 上 述 边 条 件 下 方程 组 (3.2) 的 解 是 惟一 的 . 

证 设 (3.2) 有 两 个 解 光 (r) 和 光 (r) ,都 满足 无 穷 远 处 的 边 条 件 和 边 条 件 
(3.3) 与 (3.7). 定 义 其 差 

H= XH-X. (3.8) 
将 光 满足 的 方程 (3.2) 与 光 满足 的 同一 方程 
V.% = 0， Vx =j 


相 减 ,得 
vV.H=0, vxH=0. (3.9) 
其 中 第 二 式 表 明 ,存在 标量 函数 F(r) ,使 
H=-YVF (3.10) 
在 介质 的 每 一 均匀 区 域 成 立 .将 它 代入 (3.9) 第 一 式 得 拉 普 拉 斯 方程 
V2F = 0. (3.11) 


将 光 和 2X 满足 的 边 条 件 (3.3) 相 减 ,由 (3.8) 和 (3.10) 得 下 的 边 条 件 
(V Fi1)y= (VF,)y. (3.12) 
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它 表 明 下 在 界面 两 侧 沿 界面 的 变化 相同 .由 于 在 每 一 均匀 区 域 中 都 可 在 下 上 加 减 
一 任意 常数 ,因而 可 使 下 在 界面 两 侧 取 值 相同 ,下 便 是 一 连续 函数 .将 % 和 XW 满足 
的 边 条 件 (3.7) 相 减 ,由 (3.8) 和 (3.10) 得 下 的 相应 边 条 件 


9F 9F 
Am = Hpa 本 ， (3.13) 


= V 为 沿 界 面 法 向 n 的 梯度 .在 第 i 均匀 介质 所 占 体积 党 中 用 格林 公式 


(2 13) 在 其 中 
Ji = Ai ， 2 = 
注意 拉 普 拉 斯 方程 (3.11) ,得 
b pF(VF) .ds = | ji(v FY (3.14) 


其 中 s 为 % 的 表面 . 设 i 各 两 介质 有 共同 界面 ;;; ,其 上 法 向 单位 矢量 由 i 侧 指 
加; 侧 .此 式 左边 在 此 共同 界面 上 属于 和 ;介质 的 两 项 面积 分 之 和 为 


9F. 9 
| Fl -ds =0, (3.15) 


这 里 用 了 边 条 件 (3.13) 和 下 的 连续 性 .将 (3.14) 对 所 有 介质 ,包括 真空 , 求 和 . 左 
边 由 于 (3.15) 只 剩 下 无 穷 远 处 的 面积 分 . 由 于 无 穷 远 处 次 和 2 都 以 -7 的 方式 趋 于 


零 , 它 们 的 差 H 也 以 此 方式 趋 于 零 .(3.10) 则 表明 下 应 以 一 的 方式 在 无 穷 远 处 赵 
于 零 . 可见 (3.14) 左 边 面积 分 的 被 积 函 数 在 无 穷 远 处 以 三 的 方式 趋 于 零 ,而 积分 


面积 则 按 x? 的 方式 在 无 穷 远 处 趋 于 无 穷 . 二 者 相 乘 得 此 面积 分 在 无 穷 远 处 以 十 的 
方式 趋 于 零 . (3.14) 左 边 对 所 有 介质 的 和 为 零 , 使 右边 的 和 


>| wy F)*d/= 0. (3.16) 
已 设 介质 中 jy; 关 0 恒 正 ,此 式 成 立 的 充分 兼 必要 条 件 为 处 处 YF =0, 从 而 处 处 
H=-YF=0, 
X= 光 -. (3.17) 


所 论 静 磁 问 题 的 任意 两 个 解 彼此 全 同 , 解 是 惟一 的 .证 毕 

解 的 惟一 性 保证 解 与 求解 方式 无 关 . 这 使 人 们 可 以 最 简 方式 求解 ,甚至 可 以 猜 
解 .只 要 验 明 它 确 是 方程 在 给 定 边 条 件 下 的 解 , 便 是 欲求 的 . 解 的 惟一 性 还 表明 了 
方程 组 的 完备 性 , 即 它 足以 定 解 . 

(3.1) 的 第 一 个 方程 表明 静 磁 场 有 矢 势 A(r), 使 

Bl(r)=Vx Al(r). (3.18) 
代入 (1.74) 第 二 式 左边 ,将 解 出 的 = 色 /代入 (3.1) 第 二 式 左边 ,用 向 量 分 析 恒 
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等 式 (1.111) 得 ,在 每 一 均匀 介质 中 


V(V.A4A)-VYV 人 4 = yw. (3.19) 

取 库 仑 规范 ， 
VvV.A=0, (3.20) 

(3.19) 成 为 
VA =— yj. (3.21) 


这 是 一 个 矢量 泊 松 方程 ,未 知 矢量 函数 为 和 撩 势 A(r), 非 齐 次 项 为 电流 密度 矢量 
j(r) 与 磁 导 率 yy 的 积 .由 A 经 (3.18) 可 得 多 ,再 由 (1.74) 第 二 式 可 得 %, 静 磁场 可 
由 矢 势 A 表示 . 静 磁 学 的 问题 归结 为 矢量 泊 松 方程 (3.21) 的 边 值 问题 ,就 像 静电 
学 问题 归结 为 标量 泊 松 方程 (2.3) 的 边 值 问 题 一 样 .矢量 泊 松 方程 的 每 个 分 量 方程 
与 标量 泊 松 方程 形式 完全 一 样 ,差别 只 在 边 条 件 .上 章 关于 求解 泊 松 方程 一 般 方法 
的 讨论 中 不 涉及 具体 边 条 件 的 部 分 ,特别 是 $2.3 的 大 部 分 内 容 , 可 用 于 静 磁 学 问 
题 的 求解 . 


33.2 电流 分 布 的 磁 多 极 矩 与 静 磁 场 的 多 极 展开 


设 磁 导 率 为 常数 jy 的 均匀 介质 占据 了 全 空间 ,其 中 有 恒定 电流 密度 j(r) 分 布 
在 有 界 区 域 中 .用 泊 松 方程 的 格林 函数 (2.28) 可 从 矢量 泊 松 方程 (3.21) 解 得 这 电 
流 分 布 的 静 磁 天 势 


A(r) = = | ir) gy’, (3.22) 


rr 
对 的 积分 遍及 全 空间 ,实际 上 当然 只 有 j 关 0 的 有 限 区 域 有 贡献 .在 (3.22) 两 边 
取 散 度 得 
v . 4(r) = £|i (7) (Vi 
显然 有 
v— t=-_vy—t 


Ir—r | Iromr |’ 
V 和 V 分 别 为 函数 对 坐标 r 和 坐标 x 的 梯度 .于 是 上 式 成 为 
AT ， ， 1 , 
Y .4A(r) =-£|ir): 忆 wri) 
生 | 下 jr) yy -|v. (~ j(r’) Jar 
Ilr-r Wi Ir—r | l 
右边 第 二 项 可 用 高 斯 定理 化 作 无 穷 远 处 的 面积 分 . 由 于 无 穷 远 处 j=0, 这 项 积分 
为 零 .在 恒定 电流 条 件 下 各 处 电荷 密度 应 保持 不 变 ,从 而 = 0. 按 连续 性 方程 


。， 860。 


(3.23) 


(1.31), 这 导致 
V.j(r)= 0. (3.24) 
可 见 上 式 右 边 第 一 项 积分 也 是 零 , 从 而 Y.4 =0.(3.22) 表 达 的 静 磁 矢 势 符合 库仑 
规范 条 件 ,因而 就 是 本 问题 的 解 . 
考虑 一 点 附近 无 穷 小 区 域 中 电流 分 布 的 磁场 .将 此 点 取 为 坐标 原点 .(3.22) 右 
边 对 x 的 积分 局 限 在 原点 附近 的 无 穷 小 区 域 中 ,x 为 无 穷 小 量 .可 将 被 积 函 数 中 
的 因子 |r = 六 | !' 展 成 x 的 响 级 数 且 只 取 到 的 一 次 帘 , 得 


= 一 + 一 一 一 十 …. (3.25) 
r 


代入 (3.22), 将 它 简 化 为 
A(r) = ir Var + ia]iCr)r’ .dy (3.26) 
为 计算 此 式 右边 两 个 积分 , 先 证 明 
公式 ”对 任 二 可 微 肾 数 fi(r) 和 f(r), 以 及 只 在 有 界 区 域内 非 零 的 无 散 矢 量 
随 数 j(r)， 
| vp+t pi Vf)d= 0, (3.27) 
积分 遍及 全 空间 . 
证 ” 作 分 部 积分 


[fj vfay=| ff ds-| [CIPay 
= 一 | “VfidY— [Af V.jdY 


= -| :VfidY 


此 式 第 一 等 号 右边 面积 分 在 包围 整个 空间 的 无 穷 大 表面 上 进行 ,其 上 j=0, 因 而 
积分 为 零 .第 三 等 号 处 则 用 到 j 的 无 散 性 , 即 Y.j = 0. 将 此 式 最 右边 的 结果 移 到 左 
边 即 得 公式 (3.27) .证 毕 . 

用 zx;,i =1,2,3, 表 示 互 相 垂直 的 三 个 方向 上 的 笛 卡 儿 坐 标 . 取 fi(r)=1， 
fo(r)= zi, 代 入 (3.27) 得 ， 


|i(r)ay= 0， 
其 中 的 j;(r) 为 j(r) 的 第 i 分 量 .将 各 分 量 的 结果 合 起 来 即 是 天 量 关 系 
|i(r)ay= 0. (3.28) 


将 被 积 函数 7 认定 为 (3.26) 中 的 电流 密度 矢量 ,此 式 表明 (3.26) 右 边 第 一 项 为 零 . 
取 fi(r)=zi,f2(r)= zzz, 代入 (3.27) 得 
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[Geist + ziji dV = 0. 


此 式 左 边 被 积 图 数 的 第 一 项 为 张 量 ri 的 第 ii 分 量 ,第 二 项 为 张 量 jr 的 第 记分 
量 . 由 于 此 式 对 任何 下 标 对 认 ' 都 成 立 , 故 可 写 为 张 量 形式 


jn) + j(r)rldy= 0. (3.29) 
由 此 还 可 得 
Ji)rar= [iCn)r 一 好 Cr)]dy (3.30) 


它 表 明 左 边 被 积 张 量 的 对 称 部 分 积分 为 零 , 只 剩 下 反对 称 部 分 的 积分 .利用 这 个 关 
系 得 


from ra = [rrar 


让 bl bl DP So 


Cr —ri(r)ldf .rr 


[jr Or rori(r).rjdy 


[r xj(r )]xrdy 


r Xj(r)dy xr. (3.31) 
义 
4 | yj 
= Fr X j(r )dY (3.32) 
为 此 电流 分 布 的 磁 偶 极 矩 ,得 


代 回 (3.26) 右 边 第 二 项 ， 


A(r) = ri (3.33) 


可 直接 验证 此 矢 势 散 度 为 零 .对 它 取 旋 度 即 得 磁感应 强度 
4 3(.U ro)ro— A 
rt 


这 就 是 磁 侦 极 矩 UK 产 生 的 磁场 .此 式 与 表示 电 偶 极 矩 产生 的 电场 的 (2.22) 式 相似 ， 


只 是 用 磁 偶 极 矩 《代替 了 电 侦 极 矩 ,用 磁 导 率 六 代 蔡 了 介 电 常数 的 倒数 一 ,用 
磁感应 强度 多 代 蔡 了 电场 强度 8 . 对 一 环形 无 穷 细 电 路 


G(r)=VxA(r)= (3.34) 


j(r)dy = Idl, (3.35) 
其 中 为 电路 中 的 电流 强度 ,dl 为 dy 中 沿 电路 方向 的 线 元 . (3.32) 可 表 为 
= 方 中 r x dl， (3.36) 


变量 ~ 已 改写 为 >. 式 中 
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ds 二 地 7 x dl (3.37) 


为 以 径 天 r 和 线 元 dl EY 


s= |ds 一 二 中 rXdi (3.38) 

便 是 环形 电路 包围 的 矢量 面积 . (3. 36) 可 坟 
MM= Is. (3.39) 
右 环 形 电路 在 一 平面 内 ,s 的 长 度 s 即 它 包围 的 平面 面积 . 磁 偶 极 矩 的 代数 值 便 是 
AM= Is. (3.40) 


将 电流 分 布 的 范围 缩 为 一 点 ,s 一 0, 同 时 令 [~co ,以 保持 .不 变 .这 样 得 到 的 一 个 
具 磁 偶 极 矩 的 点 称 为 磁 偶 极 子 . 
若 磁 偶 极 子 不 在 原点 而 在 六 处, 它 在 ~ 处 的 磁感应 强度 应 从 (3.34) 变 为 
Br) = El (3.41) 
设 将 磁 偶 极 子 .从 原点 作 无 穷 小 位 移 1 后 再 在 原点 放 一 相反 的 磁 偶 极 子 一 ,两 
个 相反 磁 偶 极 子 在 + 处 产生 的 磁感应 强度 到 的 一 级 小 为 
g(r) -= 芭 (15ro* QI， ro 一 3TyrOL )ro - 60 ， ro 


r 


(3.42) 
其 中 
0 三 (LM+ MI”) (3.43) 


为 此 系统 的 磁 四 极 矩 . 令 位 移 太一 0, 磁 偶 极 矩 .V ->oco ,并 保持 磁 四 极 矩 Q'” 固定 ， 
可 将 系统 缩 成 一 点 .这 种 具 磁 四 极 矩 的 点 称 为 磁 四 极 子 . (3.42) 与 表示 电 四 极 矩 电 
场 的 (2. 2 只 是 用 磁 四 极 矩 Q‘% 代替 了 电 四 极 矩 8 ,用 磁 导 率 jy 代替 


介 电 钊 常数 的 倒数 一 ,用 磁感应 强度 用 代替 了 电场 强度 6 . 磁 四 极 矩 的 表达 式 


(3. 人 5 区 下 25) 也 是 相似 的 ,只 是 在 它 的 右边 用 磁 偶 极 矩 AK 代 
替 了 电 侦 极 矩 终 . 

这 种 作法 显然 可 不 断 进行 下 去 ,每 做 一 次 便 得 到 由 电流 分 布 位置 ~ 的 微分 引 
起 的 磁感应 强度 用 的 新 一 级 微分 . 这 便 是 一 个 新 磁 多 极 场 , 极 数 为 原 多 极 场 的 二 
倍 .一 般 地 可 得 磁 2: 极 场 ,! 为 自然 数 1,2,3,…. 旬 对 多 微分 一 次 相当 于 在 展开 
式 (3.25) 中 多 取 一 项 .将 所 有 的 项 都 取 全 了 使 是 静 磁 场 的 多 极 展开 静 磁 场 也 可 表 
为 各 种 磁 多 极 场 的 到 加 .与 静电 场 不 同 的 是 没有 与 单 极 场 (2.S5) 相 当 的 项 ,表明 没 
有 磁 单 极 子 , 没 有 自由 磁 荷 . 电 结构 的 基础 是 点 电荷 ,而 磁 绪 构 的 基础 则 是 磁 偶 极 
子 . 
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3 3.3 外 磁场 对 电流 分 布 的 作用 力 力矩 和 努 能 


电流 , 即 流动 的 电荷 受 洛 伦 兹 力 的 作用 , 力 密度 由 (1.15) 表 示 . 整个 电流 系统 
受 力 
F = | rn)ay= |iCr) x (rdy (3.44) 
对 r 的 体积 分 遍及 电流 分 布 的 空间 .多 (7) 为 + 处 的 外 磁场 磁感应 强度 ,由 远 处 的 
电流 分 布 产生 ;j(7) 为 + 处 被 作用 的 电流 密度 . 若 受 力 的 电流 系统 占据 的 空间 范 
围 小 ,可 将 (7) 在 此 小 空间 范围 中 的 一 点 附近 作 展开 ,成 为 小 量 r 的 短 级 数 
Br)= B80)+r. VG(0)+.…. (3.45) 
代入 (3.44) 得 
F = |iCrayx (0) -| (Vg(0)) x j(r)dy 
由 (3.28) 知 右边 第 一 项 为 零 ， 
F =-| . (VB (0)) x j(r)dY (3.46) 


引入 三 维 全 反对 称 张 量 (¢; ; ; ) ,下 标 记 \is、is 的 取 值 范围 均 为 整数 1、2、3, 且 
1， ” 若 iizis 为 12 3 的 偶 排列 ， 

= | 若 三 个 下 标 中 有 一 对 相等 ， (3.47) 
一 1， 若 记 Lizis 为 12 3 的 奇 排列 ， 


€... 
212273 


上 式 可 表 为 分 量 形式 
F = Dis)r: (VRBO0)) jr) dy (3.48) 

这 里 下 标 值 1.2 和 3 分 别 表示 互相 垂直 的 三 个 方向 .用 zx; 表 r 的 第 i 分量 ,9; 表示 
二 ,用 (3.30) 的 分 量 形式 

[Cnrdy= [Gr xij,(r) dy (3.49) 
得 

3 
| v0.7)ay= Dss,r)9:8, (0)dY 

> | 一 Ti,1i)9i8i, (0)dY 


(Jr x iad)x v], B00). 


代 回 (3.48) 并 将 结果 写成 矢量 形式 即 是 
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DI DI 


F = [ (让 x jay)x v |x g (0) 
=(MxV ) x %(0) 
=V (Mh: $B(0)) — AM(YV. (0)). 
注意 这 里 的 梯度 算 符 V 只 对 磁感应 强度 多 (7) 运算 ,运算 后 再 将 其 中 的 自 变量 + 置 
零 .由 麦克 斯 韦 方 程 (1.71) ,此 式 进一步 简化 为 
F=V(M.9%). (3.50) 
作用 在 电流 分 布 上 的 力 撼 


J = |r x f(r)dy= |rx Cr) x Br dy (3.51) 
将 展开 式 (3.45) 代 入 ,保留 最 低 次 项 得 
J =|r x ((r) xg(0))dr 


=|[Cr .8(0))j(r) - (rj(7)) $(0)Jdr 
在 (3.27) 中 置 1(r)= f(r)=r 得 
| ji(r)dy=0, (3.52) 
因而 上 式 右 边 第 二 项 积分 为 零 ， 
J =|(r + g(0))j(r)dry 


=g(0) :|r(r)dry 
=g(0) -|r) -jr rdy 
= 二 |[(8(0) jCr) - (8(0) :jCr)r]dy 


= 才 | (> x j(r)) x (0)dYy 


= Mx %(0). (3.53) 
当 电 流 分 布 的 空间 范围 缩小 成 为 一 点 时 , 即 对 磁 偶 极 子 ,(3.30) 和 此 式 都 成 为 严格 
的 . 

磁 偶 极 子 的 组 态 包括 它 的 空间 位 置 和 磁 偶 极 抢 .空间 位 置 可 由 它 的 三 个 正 交 
直线 坐标 zl\zz 和 zs 表示 .以 它 所 在 点 的 磁感应 强度 多 的 方向 为 极 轴 建 立 球 坐 
标 , 磁 偶 极 矩 .4 的 方向 可 用 球面 坐标 bp 表示 . 于 是 磁 偶 极 子 的 广义 坐标 可 选 为 
zl\Z2、Z3\0、P 和 磁 偶 极 矩 大 小 A 本 身 . (3.50) 和 (3.53) 表 明 可 建立 磁 偶 极 子 在 
外 磁场 多 (7) 中 的 势 吗 数 

V=- MAM: g(r) =— .MB(r)cos0, (3.54) 
将 xz; 自由 度 的 广义 力 表 为 
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Fi = 3, i=1,2,3. (3.55) 
9 自由 度 的 广义 力 为 
J =- $6 = 一 .人 (r)sing， (3.56) 
9 目 由 度 的 广义 力 
=- 9 = (3.57) 


最 后 检视 A 自由 度 .如 图 3-1, 在 电流 强度 为 了 的 平面 环形 电路 的 线段 d! 上 有 力 
Idl x 多 作用 . 当 此 线段 沿 电 路 平面 向 外 虚 位 移 Sr 时 此 力作 虚 功 


dW = I(dl x @) .3r = I(Sr x dl).%. (3.58) 
沿 电路 积分 一 周 得 外 力 对 电路 向 外 虚 扩 张 的 虚 功 
3W = I (8r x dl) .8= 15s .8 (3.59) 
其 中 
3s = bar x dl (3.60) 


为 虚 扩 张 中 的 面积 变 分 . 由 于 此 变 分 中 保持 磁 偶 极 抢 方向 不 变 ,8s 与 AN 同方 癌 ， 
(3.59) 简 化 为 


SW = I8sHeos0 = Sheosg =— 8 (3.61) 


图 3-1 磁场 对 环形 电路 的 作用 图 3-2 环形 电路 的 微分 


可 见 .4 自由 度 的 广义 力也 可 表 为 - 了, 这 便 确证 了 (3. 54) 定 义 的 V 为 磁 偶 极 子 


在 外 磁场 中 的 势 函 数 .由 于 不 显 含 时 间 t ,这 势 函 数 也 就 是 此 系统 的 势能 .如 图 3-2 
所 示 ,一 般 的 电流 分 布 总 可 分 解 为 许多 小 环形 平面 电路 组 成 ,这 一 结论 送 具 一 般 
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性 .将 每 一 无 穷 小 环形 平面 电路 当 作 一 磁 偶 极 子 ,一 般 的 电流 分 布 便 是 磁 偶 极 子 的 
集合 .其 中 每 一 个 磁 偶 极 子 的 势能 都 可 表 为 (3.54) 的 形式 .这 一 势能 代表 的 作用 促 
使 磁 偶 极 矩 矢量 的 方向 趋 于 磁感应 强度 所 指 的 方向 , 当 此 二 方向 形成 锐角 时 则 促 
使 磁 偶 极 子 向 磁感应 强度 增加 的 方向 运动 , 且 在 磁 偶 极 矩 大 小 可 变 的 条 件 下 促 其 
增 大 . 


$ 3.4 ”介质 的 磁化 ,磁化 强度 ,磁化 率 与 磁 导 率 


介质 中 的 束缚 电荷 可 在 介质 内 局 域 地 流动 ,形成 束缚 电流 .将 束缚 电流 等 同 于 
真空 中 的 电流 ,可 用 真空 电动 力学 讨论 介质 的 磁性 质 ,导出 介质 中 静 磁 学 的 全 部 内 
容 .由 束缚 电流 分 布 可 计算 介质 内 每 一 宏观 区 域 的 磁 偶 极 矩 . 若 每 一 宏观 区 域 磁 偶 
极 矩 均 为 零 则 称 此 介质 未 磁化 . 设 介 质 内 某 点 附近 体积 为 AY 的 小 区 域 中 有 磁 偶 
极 矩 和 XM ,极限 

M = 4 = lim A (3.62) 
称 为 该 点 的 磁化 强度 . 按 此 定义 ,磁化 强度 为 M(r”) 的 点 + 附近 dV 体积 元 中 有 
磁 偶 极 矩 
dMU= M(r’ )dy 
它 按 (3.33) 在 r 点 处 产生 矢 势 
LoM(r ) x (ror) jy 


dA(r) = 4xrir-r 1 


由 于 介质 已 被 还 原 成 束缚 电荷 电流 分 布 ,这 里 用 的 是 真空 电动 力学 , 磁 导 率 已 确定 
为 真空 磁 导 率 wo. 将 此 式 遍 及 全 介质 积分 ,得 介质 中 束缚 电流 在 > 处 产生 的 天 势 


_ po MGr) Xr 一 产 ) vv 
A(7) = 种 车 dy 


1 yw 
Ir—r | 


lea (3.63) 
其 中 表示 对 坐标 取 梯 度 .在 第 三 等 号 处 作 了 部 分 积分 ,并 设 介质 大 小 有 限 ,无 
穷 远 处 磁化 强度 为 堆 , 因 而 积 得 的 无 穷 远 处 面积 分 为 零 .与 (3.22) 比 较 知 ,此 矢 
可 看 作 束缚 电流 分 布 


= M(r) xv 


ju(r)= Vx MI(r) (3.64) 
所 产生 .束缚 电流 分 布 的 这 个 表达 式 正 是 (1. 38) 式 .如果 磁化 是 由 外 磁场 引起 的 ， 
如 果 磁 化 强度 与 磁感应 强度 间 的 关系 可 作 线 性 近似 ,如 果 介 质 是 各 向 同性 的 , 则 有 
(1.39) 式 ,并 进而 得 (1.41) 式 , 即 
M = Xm (3.65) 
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其 中 比例 常数 Xm 称 为 介质 的 磁化 率 ,磁场 强度 定义 为 
% 


N=-M, (3.66) 
: H0 
符合 方程 
VX 光 = 了， 
J 为 自由 电流 密度 矢量 .由 (3.65) 和 (3.66) 得 
8 = /3， 
4 =p0(l + Xm). (3.67) 
这 便 在 线性 近似 下 导 得 了 各 向 同性 介质 中 的 静 磁 学 ,并 将 介质 磁 导 率 y 用 真空 磁 
导 率 yo 和 介质 磁化 率 Xm 表示 出 来 . 


有 些 介质 会 自发 磁化 , 称 为 铁 磁体 . 它 的 磁化 是 由 于 内 部 作用 而 不 必 由 外 磁场 
诱导 . 对 这 种 介质 ,(3.65) 与 (3.67) 不 成 立 ,前 面 直到 (3.64) 的 讨论 则 仍 成 立 . 一 般 
说 来 ,在 两 不 同 介质 的 界面 上 ,包括 介质 与 真空 的 界面 上 ,可 有 束缚 面 电 流 密度 分 
布 .将 (3.64) 两 边 在 任 一 体积 Y 内 积分 ,利用 高 斯 定理 


| yx May= | ds x MC), (3.68) 
s 为 体积 Y 的 表面 ,得 
| (ray= | ds x M(r). (3.69) 


再 次 用 图 2-2 ,在 界面 两 侧 小 面积 As; 和 As 以 及 联结 它们 边缘 的 矮 柱 面包 围 的 
体积 中 用 此 式 .在 As! 和 Ass 从 两 侧 趋 于 界面 上 的 小 面积 As 从 而 矮 柱 面 高 度 58 趋 
于 零 的 条 件 下 此 式 趋 于 
jnAsS = n x (M, — Mi1)As, 
nn 为 界面 由 介质 工 指向 介质 2 的 单位 法 矢 . 此 式 左边 为 小 体积 As6 中 的 电流 ,在 
3 一 0 条 件 下 就 是 小 面积 As 上 的 电流 .界面 上 的 束缚 面 电 流 密度 矢量 遂 为 
im = limjmé = nx(M,— Mi). (3.70) 
设 介质 上 是 磁化 的 ,Mi=M 尖 0, 介 质 2 没有 磁化 ,M,==0, 则 磁化 介质 表面 有 束缚 
面 电 流 密度 
1 = MXxn, (3.71) 
7 为 磁化 介质 表面 的 外 癌 单位 法 矢 . 
考虑 一 条 均匀 磁化 柱 形 磁 棱 ,其 上 磁化 强度 为 常 矢量 M 沿 柱 轴 方 向 .由 
(3.64) 知 其 内 部 束缚 电流 处 处 为 零 .(3.71) 则 表明 有 束缚 面 电流 绕 柱 表面 流动 , 宛 
如 一 柱 形 线圈 . 


$3.5 ”等 效 磁 和 荷 与 静 磁 标 势 , 多 极 展 开 与 电磁 对 应 


考虑 一 无 自由 电流 分 布 的 磁 介 质 系统 ,安培 定律 (1.32) 成 为 
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Vx%= 0. (3.72 ) 


将 此 系统 当 作 一 束缚 电荷 电流 系统 ,用 真空 电动 力学 研究 .由 (1.71) 和 (3.66) 得 
(m) 


V .R= 人 全-， (3.73) 
/0 
其 中 
om =-yov.M. (3.74) 
(3.72) 表 明 存 在 静 磁 标 势 $'， (r) ,磁场 强度 可 用 它 表 为 
XR(r) = 一 gm(r). (3.75) 
代入 (3.73) 得 
V2$™ =— er (3.76) 
与 (2.3) 比 较 , 可 将 o' 中 (7) 解 释 为 磁 荷 密度 . 它 的 体积 分 
QD 一 | p™ (rar (3.77) 


便 可 解释 为 体积 内 的 磁 荷 .这 种 磁 荷 只 在 介质 内 存在 ,是 介质 中 束缚 电流 导致 的 
介质 磁化 的 结果 .将 (3.74) 代 入 (3.77) 且 在 包含 整个 介质 的 体积 内 积分 得 


Qt mv 。 NdY = 一 m| M 。 ds ， (3.78) 


s 为 包围 整个 介质 的 表面 .由 于 此 表面 已 在 介质 之 外 ,磁化 强度 M =0, 右 边 面积 
Qtm) = 0. (3.79) 
可 见 称 Qoe) 为 磁 荷 只 是 一 种 数学 类 比 . (1.71) 已 明确 表示 并 无 真实 磁 荷 . Q 四 表 
示 的 只 是 一 种 等 效 磁 荷 . om) (r) 为 等 效 磁 荷 密度 . 
磁化 强度 可 能 有 不 连续 的 变化 ,例如 在 磁体 内 为 M ,在 磁体 外 的 真空 或 另 一 
介质 中 为 零 .一 般 地 考虑 磁化 强度 分 别 为 Mi 和 Mo 的 两 介质 界面 .界面 上 磁化 强 
度 发 生 不 连续 的 变化 .在 此 界面 如 图 2-2 所 示 的 扁 盒 内 将 (3.74) 两 边 积 分 .左边 得 
盒 内 磁 荷 Qe) ,右边 用 高 斯 定理 得 - yoM 的 表面 积分 . 当 Asi; 和 As 分 别 从 两 侧 
趋 于 界面 上 的 小 面积 As , 盒 的 高 度 S->0 时 ,此 关系 可 表 为 
oem = yon: (M, — M1), (3.80) 
其 中 cc) 为 界面 上 的 磁 荷 面 密度 ,m 为 界面 由 介质 1 指向 介质 2 的 单位 法 矢 . 设 介 
质 1 为 磁化 强度 为 M 的 磁体 ,介质 ,2 没有 磁化 ,从 而 磁化 强度 为 零 . (3. 80) 表 示 此 
磁体 表面 有 等 效 面 磁 荷 密度 
atm = yon.:M, (3. 81) 
n 为 磁体 表面 外 回 单 位 法 矢 .在 这 里 不 同 介质 只 是 磁化 强度 不 同 .由 于 都 用 真空 电 
动力 学 讨论 , 磁 导 率 是 相同 的 ,都 等 于 真空 磁 导 率 /0. 将 磁场 强度 光 沿 图 2-1 所 示 
跨 界 面 的 回路 Q101p02Q2Q1 作 线 积分 . 按 (3. 75) ,在 Q101 和 a202 分 别 从 两 侧 趋 于 
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界面 上 的 线段 ab 的 条 件 下 ,此 积分 为 

ga 一 多 各 十 Bem 一 gm ， 
其 中 gm 和 9 和 ,= 1,2, 分 别 为 a; 点 和 b; 点 的 等 效 静 磁 标 势 . 另 一 方面 , 按 
(3.72) 此 积分 应 为 零 ,因此 

$a™ 一 gg (3.82) 
表明 等 效 静 磁 标 势 %” 在 界面 两 侧 沿 界面 的 变化 相同 .由 (3.75) 定 义 的 静 磁 标 势 
可 随意 加 、 减 一 常数 ,(3.82) 便 表示 恒 可 取 静 磁 标 势 $m (r) 在 界面 上 处 处 连续 . 
用 $e (r) 表 示 第 i 介质 中 的 静 磁 标 势 ,在 1、2 两 介质 交界 处 

$I 7r) = $7). (3.83) 

将 (3.76) 两 边 在 此 界面 如 图 2-2 所 示 的 扁 盒 中 体积 分 .用 高 斯 定理 将 左边 化 为 
V%' 在 盒 表 面 的 面积 分 .在 盒 高 》 和 盒 底面 积 As 先后 趋 于 零 的 条 件 下 得 界面 的 
必 一 边 条 件 


Dim) Dim) (m) 
$i 9 _ 一 一 ， (3.84) 
9n on Lo 


其 中 :2 为 界面 上 沿 由 介质 指向 介质 2 的 法 向 n 的 梯度 ， 


= (3.85) 
为 界面 上 该 点 的 等 效 磁 荷 面 密度 .用 (3.80) 可 将 边 条 件 (3.84) 表 为 
(m) m) 
2 一 2 二 HN。 (Mi 一 M,). (3.86) 


这 就 是 用 等 效 磁 荷 与 静 磁 标 势 表达 的 静 磁 学 . 它 的 基本 方程 (3.76) 和 边 条 件 
(3.83)、(3.84) 与 静电 学 的 基本 方程 (2.3) 和 边 条 件 (2.5)、(2.6) 分 别 完全 相似 ,一 
一 对 应 .求解 静电 问题 的 方法 可 借用 来 解 对 应 的 静 磁 问 题 .只 是 静 磁 学 中 没有 磁 导 
体 , 且 由 于 恒 采用 真空 电动 力学 ,与 介 电 常数 对 应 的 磁 导 率 在 所 有 区 域 中 同 为 真空 
磁 导 率 wo. 这 使 边 条 件 (3.84) 比 (2.6) 简 单 .不 同 介质 区 域 在 这 里 由 有 效 磁 荷 面 密 
度 非 零 的 界面 隔 开 . 

例如 $2.2 的 多 极 展开 方法 就 可 完全 移 用 于 静 磁 学 .任何 几何 面 的 体积 为 零 ， 
面 密度 非 零 则 体 密 度 为 无 穷 .在 实际 中 这 自然 只 是 密度 很 大 情形 的 理想 化 表达 . 面 
密度 非 零 的 界面 乃 是 密度 很 大 的 薄 层 的 理想 化 . 按 此 观点 可 以 认为 等 效 磁 荷 分 布 
由 一 密度 分 布 函数 p( 中 (7r) 表 示 , 它 很 大 的 薄 层 自动 表达 了 界面 .由 于 磁 导 率 在 整 
个 空间 为 常数 jo, 加 在 泊 松 方程 (3.76) 上 的 只 有 无 穷 远 处 的 边 条 件 , 要 求 磁场 强 
度 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 按 (3.75) 静 磁 标 势 在 无 穷 远 处 应 趋 于 常数 , 且 可 将 此 常数 置 
零 .用 符合 此 边 条 件 的 格林 函数 (2.28) 得 方程 (3.76) 的 解 


gm(r) = - or) py (3.87) 


4rHpoJ lr-r | 
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积分 遍及 等 效 磁 荷 非 零 的 区 域 . 再 用 展开 式 (2.32) 和 关系 (2.33)、(2.34) ,以 及 和 定 
义 


pi (7) = [Yh(09)p™ (rd0’, (3.88) 
其 中 积分 限 为 4r 立体 角 ,得 
gm Cr) = 2 pal pom (rr )r tdr’ 
十 中 We (3. 89) 


设 等 效 磁 荷 分 布 于 一 有 限 区 域 . 在 此 区 域内 取 坐 标 原 点 , 必 存 在 足够 大 的 数 R， 
r>R 处 om(r)=0. 符 合 此 条 件 的 R 的 最 小 值 称 等 效 磁 荷 分 布 半径 .就 以 R 表 此 
半径 .r>>R 处 (3.89) 成 为 


I) Dl ,3%) 


及 
PD * 二 A 二 | om (r) rdr 
= EY (0p)p™ (r) dy (3.91) 


右边 的 体积 分 遍及 等 效 磁 茶 分布 区 域 .也 可 将 坐标 原点 取 在 等 效 磁 茶 分布 区 域 之 
外 . 必 存 在 足够 小 的 数 R',r 达 R' 处 o( 中 (rz)=0.R 的 最 大 值 称 无 源 区 半径 .就 用 
R' 表 此 半径 .rR 处 (3.89) 成 为 


oo 1 l 
(m) 一 _7 4r (my) * 
gr) = 2 FN HF QW Yn Op), (3.92) 


Ql" = 7 让 。 pm (r) rdr 
_ 4n —l—1l* (m) 
=A/ 77 + |。 Yaom(op)pom Cr)dhp (3.93) 


右边 的 体积 分 遍及 等 效 磁 荷 分 布 的 区 域 . (3.89) 为 静 磁 标 势 的 多 极 展 开 ,(3.90) 和 
(3.92) 为 其 两 种 具体 情形 .对 一 定 的 1, 中,m= 一 1, 一 1+1,…,1 一 1,1, 共 21+1 
个 量 组 成 等 效 磁 2' 极 矩 . 与 电 多 极 矩 的 惟一 不 同 处 是 由 于 总 等 效 磁 荷 为 零 ,等 效 
磁 单 极 和 矩 


其 中 


其 中 


Rm) = = |om(r)ay= QD = 0. (3.94) 


用 球 谐 函数 的 笛 卡 儿 坐 标 表示 式 (2.43) 得 等 效 磁 侦 极 矩 
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Pn) = 到 | -Yo(ep)pe(r)dy 


= | zo(m (r)dy= PD, 


RD = 到 | -Yi +1(0p)o™ (r)dYy (3.95) 


一 于 问世 +iy)otm(r)dY 


F 万 (on + i9(® ), 
其 中 94 中 9 和 LW 为 矢量 
BP™ = |r™(r)dr (3.96) 
的 zx、y 和 xz 分量 .用 等 效 磁 荷 密度 的 定义 (3.74) 可 将 此 式 化 为 
PmW= — mr . M)dY = — pol Cr V). MdY 


-jl 。 (Vr)dY = po May = uoA. (3.97) 


在 第 三 等 号 处 作 了 部 分 积分 . 由 于 体积 分 区 域 包括 了 磁化 强度 M 非 零 的 全 部 空 
间 , 它 的 表面 上 M=0, 这 使 积 得 的 面积 分 为 零 .第 四 等 号 处 用 到 


az 3y az 
~ cz 六 1 0 0 
TX 9 之 
Vr ay 了 ay = |0 1 0|Q xoxo + yoyo + zozo (3.98) 
az ay az 0 0 1 
Oz dz gg 


为 么 张 量 ,其 中 xo、yo 和 zo 分别 为 z、y 和 z 方向 的 单位 矢量 .第 五 等 号 处 则 用 到 
磁化 强度 的 定义 (3.62). (3.97) 表 明 矢 量 9 必 与 磁 偶 极 矩 矢 量 .人 只 差 一 常 因子 , 称 
为 等 效 磁 偶 极 矩 矢量 .类 似 地 ,用 (2.44) 可 得 等 效 磁 四 极 矩 


WA® = 全 | 22o(bp)pm(r)dy= | (B27) ar 
=3Q® trQ™ 9 
HD -/ 各 | 2 Hbp)om(r)dY= Fw/ 3 |z(z +iy)o™(r)dy 
(3.99) 
=+V6(Q + iQY), 
依 怠 = / 冬 [2Y (bp)pm(r)dy=A/ 3|(z 十 jiy)2o 四 (r)dy 


= TQ - QW +2iQ®). 
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其 中 QR 加 .QQ 加 QS、Q 加 和 Q 如 为 三 维 二 阶 对 称 张 量 
Q'™ = 村 | romo(r)dy (3.100) 
的 诸 分 量 .这 个 张 量 称 为 等 效 磁 四 极 矩 张 量 . 按 (3.96) 可 将 磁 偶 极 子 设想 为 无 穷 靠 
近 的 两 个 相反 等 效 点 磁 荷 上 +c 必 组 成 ,等 效 磁 偶 极 矩 为 
9 多 四 = qtm1， (3.101) 
1 由 等 效 点 磁 荷 一 gm 指向 g( 趾 . 令 1 的 长 度 趋 于 零 ,等 效 磁 荷 g' 中 的 值 趋 于 无 
穷 ,保持 84 不 变 即 得 磁 偶 极 子 .同样 ,两 个 相反 磁 偶 极 子 二 图 中 可 组 成 磁 四 极 子 . 
按 (3.100) 可 算得 此 四 极 子 的 等 效 磁 四 极 矩 张 量 
OQ™ = (9 + 1 P™)), (3.102) 
1 为 由 一 9m 指向 9 的 矢量 . 令 的 长 度 趋 于 零 ,等 效 磁 偶 极 矩 多 ‘的 值 趋 于 无 
穷 , 保 持 Co 不 变 即 得 磁 四 极 子 . 比较 此 式 与 (3.43), 由 (3.97) 知 等 效 磁 四 极 矩 
0 中 ) 与 原先 定义 的 磁 四 极 矩 CQ) 间 也 有 正比 关系 
Q@em) = yoQ®, (3.103) 
将 多 极 展开 (3.90) 表 为 


$V (r) = 2 $I (7), 


i=0 


$i (r) = 2 Po "$i (r), (3. 104) 


$0 (7) = iy 21 1 Ym (Op) 
由 (3.94) 知 %m) =0, 即 不 存在 磁 单 极 场 .由 (2.43) 和 (3.95) 得 等 效 偶 极 静 磁 标 势 
gm(r ) = PW .ro 
( _ 


2 (3.105) 
由 (2.44) 和 (3.99) 得 等 效 四 极 静 磁 标 势 
OL 0 ro 


本 (3.106) 
静 磁 标 势 的 多 极 展 开 的 人 负 梯 度 给 出 静 磁 场 强 度 的 多 极 展 开 
Xr) = 之 Xi(r), 
X1(r) = 2 HW* Hlr), (3.107) 


1 
Hin (r) = V(r) = Em "YOp)], 
。 99 。 


Xi(r) 称 为 静 磁 2 极 场 .自然 有 Nol(r)=0. 将 (3.105) 和 (3.106) 代 入 ,分 别 得 静 磁 
偶 极 场 
3(BW ,ro )r0 一 BP™ 3(M: ro)ro— A 


Xi(r) = Nor jr (3. 108) 
和 静 磁 四 极 场 
XAr) _ (15ro "QW .no 2 -60™ .ro 
-Sr m3 )m 60 .ro -3 )r -60* ro (3.109) 


将 此 二 式 分 别 与 (3.34) 和 (3.42) 比 较 , 注 意 那里 有 关系 多 = /党 ,可 见 两 种 方法 得 
到 的 结果 是 一 致 的 . 

采用 等 效 磁 荷 方法 使 静 磁 学 与 静电 学 有 完全 的 对 应 关系 . 等 效 磁 荷 g 必 对 应 
电荷 g; 各 级 等 效 磁 多 极 矩 FH‘ 四 对 应 各 级 电 多 极 矩 9 ;磁场 强度 对 应 电场 强度 
8 ;各 级 磁 多 极 场 gm 、 汉 对 应 各 级 电 多 极 场 加 .6 ;真空 磁 导 率 yo 对 应 介 电 常数 
《. 这 最 后 一 点 是 由 于 等 效 磁 答 方法 恒 用 真空 电动 力学 讨论 静 磁 学 , 磁 导 率 便 恒 用 
真空 磁 导 率 .在 这 一 对 应 下 静 磁 学 和 静电 学 的 场 方程 和 边 条 件 有 完全 相同 的 形式 ， 
它们 的 结论 便 可 相互 借用 ,只 要 用 相对 应 的 量 彼此 替代 即 可 .这 大 大 节省 了 工作 . 
前 面 看 到 的 是 场 与 源 ( 答 分 布 ) 关 系 的 对 应 .下 面 将 看 到 这 种 对 应 也 存在 于 场 与 荷 
的 作用 之 中 . 

外 磁场 在 产生 它 的 电流 分 布 区 域外 有 真空 中 的 关系 

B(r) = po Kr). 
被 它 作 用 的 电流 分 布 可 用 磁 偶 极 矩 分 布 表达 . 它 与 其 中 的 磁 偶 极 矩 元 dU 的 作用 
势 按 (3.54) 为 
dV =- .dh=- oR: dh. 

它 与 整个 电流 分 布 的 作用 势 即 与 各 磁 偶 极 矩 元 作用 势 的 和 


V = 三 一 po] %: dh=— po] %: MdY 
-po M+ V $dy = po] (V+ M) $dy 


=| wm(r)om(r)dy (3.110) 


积分 区 域 Y 为 被 作用 的 电流 分 布 所 占 体积 .在 第 四 等 号 处 作 了 部 分 积分 ;由 于 Y 包 
含 了 被 作用 的 电流 分 布 , 它 的 表面 上 磁化 强度 M = 0, 积 得 的 表面 积分 为 零 . 此 式 
与 外 电场 对 电荷 分 布 的 作用 势 在 上 述 对 应 下 完全 相似 . 由 经 典 力 学 知 , 势 函数 相 
同 ,作用 在 对 应 目 由 度 的 广义 力 就 相同 ,外 场 对 荷 的 作用 便 有 相同 的 形式 . 
至 此 已 可 说 在 等 效 磁 荷 形式 中 静 磁 学 与 静电 学 的 相似 , 除 无 磁 单 极 外 磁 与 电 
100 ， 


的 对 应 是 完全 的 .如 果 将 自由 电流 分 布 也 用 磁 偶 极 子 分 布 表达 ,更 可 将 整个 静 磁 学 
纳入 等 效 磁 荷 形式 , 静 磁 学 与 静电 学 的 相似 , 磁 与 电 的 对 应 还 是 全 面 的 .此 外 本 节 
未 作 任何 近似 , 连 多 与 % 的 线性 关系 (1.24) 也 不 假设 .磁场 强度 % 由 (3.66) 定 义 . 
可 见 这 种 相似 和 对 应 还 是 严格 的 . 

历史 上 人 们 从 自然 磁石 开始 研究 磁 学 .最初 就 采用 了 磁 荷 观点 和 电磁 对 比 的 
方法 ,将 磁场 强度 % 作 为 基本 量 与 电场 强度 8 对 应 .磁感应 强度 多 是 后 来 引进 的 .只 
是 在 认识 电流 是 磁性 的 起 源 和 不 存在 单 极 磁 荷 后 才 知 道 应 以 多 为 基本 量 .由 于 已 
成 习惯 , 仍 称 % 为 磁场 强度 而 称 乡 为 磁感应 强度 .现在 我 们 看 到 这 方面 研究 的 成 
果 仍 然 严格 成 立 ,可 完全 继承 下 来 . 


$3.6 圆 环 电 流 的 磁场 


在 实际 中 时 常 要 知道 圆柱 线圈 中 电流 产生 的 磁场 分 布 .为 此 只 需 先 算出 圆 环 
电流 的 磁场 ,再 沿线 圈 轴 向 积分 , 即 可 算得 线圈 电流 产生 的 磁场 . 电磁场 方 程 的 线 
性 导致 了 这 种 计算 的 简化 .计算 圆 环 电流 的 磁场 便 具 有 了 基本 重要 性 . 

此 问题 有 轴 对 称 ,对 称 轴 过 圆心 垂直 于 圆 环 平面 . 以 此 轴 为 z 轴 建 立柱 坐标 
(p,0,z)( 图 3-3), 它 与 笛 卡 儿 坐标 (xz,y,z) 的 关系 为 

X= 0cosO0， y= osin0 ， z=z (3.111) 
和 


p=Vzx + wy, 0 = arctan >， ZzZ= 之 . 
并 


在 任 一 点 (o,0,z) 以 单位 矢量 


po = COSCx0 十 sinQyo, 
00 一 一 sinQxo 十 cos0yo， (3. 113) 


20 一 &0 
建立 正 交 坐标 系 , 其 中 xo、yo 和 zo 分 别 为 zy 和 图 3-3 圆 环 电流 的 
z 方 向 的 单位 矢量 . po、6o 和 zo 分 别 在 该 点 指 回 磁场 与 柱 坐 标 


oO 和 zz 增加 的 方向 .任何 矢量 可 用 这 组 正 交 单位 矢量 系 展开 .例如 矢 势 
A(p,0,z) = A,(p,0,z)po + Ae(p,0,z)00 + A.(p,0,z) zo. (3.114) 
将 圆 环 当 作 几何 圆周 ,由 (3.22) 得 


A(r) = ek dr (3.115) 


lIro-r |， 
其 中 工 为 环 内 的 电流 强度 ,d! 为 圆周 上 的 线段 微分 ,并 指 电流 方 癌 . 设 圆周 半径 为 
a , 取 它 所 在 平面 为 z=0 平 面 ,圆周 上 yx 点 的 柱 坐 标 遂 为 (a ,0 ,0) ,该 处 的 线段 微 
分 
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dl” = Cd0010， (3.116) 
00 为 r "处 9 方向 的 单位 矢量 .将 + 的 柱 坐 标记 为 (o,0,z),(3.115) 成 为 


2 00d0- 
4(o,0,z) = 和 | Ta (3.117 ) 
作 变 换 
p=0 -90, (3.118) 
由 简单 的 几何 考虑 知 
00 = cosp00 — singpo. (3.119) 


Aplp,0,2) =- tel ed 一 


4r Va2z+ 0+ zi — 2apcosg 


cospdog 
Va*+p0 + 2 — 2apcosp 
A,.(p,0,z) = 0. 
其 中 第 一 式 右边 被 积 函数 为 p 的 奇 函 数 ,积分 为 零 , A, = A。 = 0. 第 二 式 右边 被 积 
疯 数 为 偶 函 数 , 矢 势 的 柱 坐 标 表示 (3.114) 中 惟一 的 非 零 分 量 为 


ula | cosodo 
A 9 9 一 | 看 [3 
g(p,0,z) Dr oT ce (3.120) 


=- 如 | 
Apo(o,0,z) 4 | 


再 作 变 换 


a= $2, 9 三 2a 十 T， 


cosp=— cos(2a) = 2sincau — 1, 
dp = 2da. 
代入 (3.120) 得 
As(0,0, _ La 0 2sinca — 1 d 
og(p z) |， V (a + 0)* + z* — 4a0sin’a ， 
ef? 2sin2a —1 da 
TOV(at+p) + 六 一 4aposin a 
第 二 等 号 由 于 被 积 函 数 为 积分 变量 a 的 偶 函 数 .定义 


k= fe (3.121) 
a+p 之 


ulk /a 2 2sin a —1 
Ap(0,0,z) = 2| 一 一 da 
人 2x Y po Vi- Asinza 


上 式 成 为 


-此 和 [(1- 乞 )KC6D) = BC)]， (3. 122) 
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其 中 


K(k) = 天 人- (3.123) 
和 
E(k) = | V1 — &2sin2ada (3.124) 
分 别 为 第 一 和 第 二 类 完全 椭圆 积分 .显然 
k 过 2 < 过 1， (3.125) 


其 中 第 一 个 等 号 只 在 z=0 处 , 即 圆 周 所 在 平面 上 成 立 , 第 二 个 等 号 则 只 在 p= a 
处 成 立 . 因此 在 圆周 以 外 任何 点 上 有 有 <1. 在 这 些 点 上 可 将 椭圆 积分 (3. 123) 和 
(3.124) 的 被 积 函数 作 二 项 式 展 开 再 逐 项 积分 得 


K(k) -| [1+ 3 C= Dg sin ?ra |da 


(2n)1! 
-人 20) 
E(k) -PP 一 > 5 人 -sinza |da 


(2n — 1)111°  R2r 
1- >| CD 27 一 1 


2 ,2\2 74 。 6 

-各 [1 (二 ) 局 一 (二 3) 本- (多 和 各) 和 一] .3.127) 
按 实际 需要 在 此 二 式 中 取 到 &? 的 足够 高 次 宕 便 可 保证 由 (3.122) 算 出 的 矢 势 的 足 
够 高 精度 . Z Zo 

为 求 磁 感应 强度 最 好 有 一 个 在 柱 坐 标 系 中 求 
矢量 场 旋 度 的 公式 . 现在 来 推导 这 个 公式 ,所 用 方 
法 是 普遍 的 ,可 用 来 推导 任何 曲线 坐标 系 的 旋 度 公 
式 . 它 的 依据 是 斯 托 克 斯 定理 . 按 此 定理 ,矢量 场 在 
一 点 的 旋 度 沿 某 方 向 的 分 量 与 垂直 此 方向 的 微分 
面 元 面积 的 乘积 等 于 矢量 场 沿 此 面 元 周 线 的 线 积 
分 .如 图 3-4,(o,0,z) 处 垂直 于 po 的 面 元 为 由 (o， 
0,z),(0,0+d0,z),(p,0+.d0,z+dz) 和 (p,0,z 
+ dz) 四 点 联 成 的 四 边 形 , 无 穷 小 面积 为 pd9dz. 矢 ”图 3-4 一 点 的 柱 坐标 及 
量 场 4(r) 沿 它 的 周 线 的 线 积分 为 其 上 的 柱 坐 标 架 
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0o 


Ag(p,0,z)0d0 + A.(p,0 + dO0,z)dz — Ag(p,0,z + dz)pd0 — A,.(p,0,z)dz 


加 (+ 9A, 24。 
本 op 90 9z 


jeaedz. 


可 见 
1 9A, oA 
7 86 -元 (3.128) 
垂直 b0 而 元 可 由 Cg CO a) (ord 0 aa 和 (ap ga 
四 点 联 线 围 成 ,面积 为 dzdp. 矢量 4(r) 沿 此 联 线 的 线 积分 为 

Azs(p,0,z)dz + As(p,0,z + dz)dp — As(p + dp,0,z)dz — Ap(p,0,z)dp 


9A, 3A, 
= [ 却 -3 Jazap. 
可 见 
04。 939A, 
(Vx A)s = 3 - 30 (3. 129) 


垂直 zo 的 面 元 可 由 (p,0,z),(p+dp,0,z),(p+dp,0+d0,z) 和 (p,0+d0,z) 
四 点 联 线 围 成 ,面积 为 odod0. 矢 量 4(r) 沿 此 联 线 的 线 积分 为 
As(p,0,z)do + Aolp + dp,0,z)(p + dp)d0 — A,(p,0 + d0,z)dp — Ao(o,0,z)odb 


90A448 2] 
= | 一 一 dod0. 
总 36 三 
可见 
daoAg 939A 
(vx 4), = 二 -部 (3.130) 
Pp\ op a0 
将 (3.128) 一 (3.130) 合 成 一 矢量 式 便 是 
B=VxA 
1 34 -24e jpo + (pe - 24) 1 [20% _ a) 
=(+ 90 9 po 一 Dz 9p Oo 十 p\ ap 70 zo. (3.131) 
由 于 A,= A,=0,%=0， 
$B =8, po + ,zo, 
aAy 1 9pAg 9A0 As (3.132) 
,=— z 二 ”9 一 本 十 一 
z p “0 p 0 


为 计算 此 式 中 的 微 商 先 算 椭圆 积分 的 微 商 . 
sin2u 
DR 中， (1 一 &2sin25)5502， 
用 不 定 积分 关系 
2 
| 二 一 2 5 55da = 一 | Vi — &“sin2a da 


一 人 


二 | da 加 sina cosa 
有 V1L-A&2sinae (1—-k)V!1- ksima 
它 可 由 右边 对 a 的 微 商 直接 验证 . 代入 积分 限 (0, 瑟 ) 即 可 算得 上 式 右边 的 定 积 
分 ,从 而 得 


aK _ _E(k) K(k) 
RR ki (3.133) 
再 由 直接 计算 得 
aE  ,[2_ sima E(k)— K(k) 
- | 矿 尘 拓 de = - (3.134) 
gk __ zk dk _k atz—p 
dz | 4ap” 9p 加 20 (a 十 0) + zz (3.135) 
利用 这 此 关系 保 相 算出 而 感应 强度 的 非 零 分 
CQ” 十 0 + 2 加 
re [让 二 人 EC ~ KK)], 
2 1 a” 一 0 一 
"rl re) + KA)] 
(3. 136) 


在 p>0 时 ,%， 含 因子 - ,好 像 会 趋 于 无 穷 .其实 不 然 ,由 于 其 后 的 方 括号 以 更 快速 


度 趋 于 零 ,9 的 这 一 极限 是 零 .从 矢 势 的 极限 能 更 容易 地 看 清 这 一 点 .将 展开 式 
(3.126) 和 (3.127) 代 入 (3.122) 得 


Ai(o,6,z) = 人 My 2 人 1 + 了 有 2 上 + 站 (3.137) 
由 & 的 表达 式 (3.121) 知 o=0 处 Ao=0. 按 (3.132) 知 p=0 处 ,=0, 磁 感应 强度 
沿 轴 向 .在 (3.136) 第 二 式 中 直接 取 p=0, 得 对 称 轴 上 区 = 8%,zo， 
加 ula” 
= 2(a? + z2)32. 


3 3.7 均匀 磁化 球 的 磁场 


作为 用 等 效 磁 荷 观点 处 理 静 磁 问 题 的 例子 ,考虑 一 磁化 强度 为 党 和 拓 量 M 的 
均匀 磁化 永久 磁体 球 . 以 磁化 强度 矢量 方向 为 极 轴 , 称 为 z 轴 , MM = IM zo, 以 磁体 
球 心 为 原点 建立 球 坐 标 系 (图 3-5). 既然 在 球 内 M 与 位 置 无 关 , 按 (3.74) 球 内 等 
效 磁 荷 密度 o =0. 球 外 M=0, 等 效 磁 荷 密度 自然 也 是 零 .只 有 球 表面 可 以 分 布 
磁 答 , 按 (3. 81) 等 效 磁 荷 面 密度 为 


IT(m) 


% (3.138) 


= /0Mcos0. (3.139) 
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x 0 为 面 元 外 向 法 矢 与 M 的 夹 角 , 即 其 极 角 .在 
球 外 一 点 rr 采用 静 磁 标 势 的 多 极 展 开 式 
(3.90). 在 用 (3.91) 计 算 等 效 磁 多 极 矩 时 要 将 


一 点 附近 小 区 域内 的 等 效 磁 答 
dg‘™ 二 o'r)dy 


” 改 为 只 在 球面 取 值 的 
dqg(m = oc(Wds. 


这 相当 于 在 角 分 布 不 变 的 条 件 下 取 磁 荷 集中 于 
y 球面 的 极限 .用 a 表示 磁 球 半径 , 按 (3.91) 
图 3-5 均匀 磁化 球 WP” = 3 2 |a Yi (O09)poMcosba’dQ 


_ 4x 
V30Q1 + 1) 


-3 名 /=1 且 mx =0 
0， 否则 ， 


其 中 |dg 为 "立体 角 积 分 , 末 一 等 号 处 用 了 球 谐 函 数 的 正 交 归 一 性 . 代 回 (3.90) 
得 球 外 静 磁 标 势 


or2poM| 他 (0p)Yio00p)d02 


(3.140) 


化。 了 

(m) ALL _ 0 
p$'™(r) = Macos0 = 二， (3.141 ) 
N= 3M (3.142) 


为 球 的 磁 侦 极 矩 .与 (3.105) 比 较 并 注意 (3.97) 知 (3.141) 为 磁 偶 极 子 A 的 静 磁 标 
势 . 由 此 可 得 球 外 磁场 强度 


Xr) =-Vgm(r) = A rh (3.143) 
球 外 磁化 强度 M =0, 按 (3.66) 
$= oR= LM rr (3.144) 


r 


磁 球 内 了 点 处 应 实用 静 磁 标 势 的 多 极 展 开 (3. 92). 在 (3.93) 中 用 cm ds 代替 


o'™d% 得 
jm ¥ 4 


加 4 po 
= /ITI) a fy eo 
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4 让 
-3 右 1=1 且 m=0， (3.145) 
0， 否则 . 
代 回 (3.92) 得 磁 球 内 项 磁 标 势 
gm)(r) = 全 rcosg 一 生 =. (3.146 ) 
磁 球 内 磁场 强度 就 是 
HX(r) = $m (r) = 地 (3.147) 
由 (3.66) 得 磁 球 内 磁感应 强度 
% 一 AoECT+ M ) 一 uoM. (3.148) 


有 心 人 立刻 会 发 现 , 这 里 磁场 强度 光 与 磁 化 强度 M 方 问 相 反 , 与 磁感应 强度 多 的 
方向 也 相反 . 如 果 坚 持 用 关系 (3.65) 和 (1.24) 则 "磁化 率 " 

Xm 三 一 了， (3.149 ) 
而 磁 导 率 ” 

4 三 一 210. (3.150) 
诬 入 一 步 的 考察 会 了 解 这 里 与 $3.4 所 考虑 情形 的 区 别 .在 这 里 是 已 磁化 的 介质 
产生 磁场 ,而 $ 3.4 考虑 的 是 磁场 对 介质 的 磁化 . (3.149) 和 (3.150) 右 边 的 负 号 反 
映 了 这 种 相反 的 因果 关系 .图 3-6 定 性 表现 出 磁 球 内 与 多 方 和 品 相 反 的 原因 . 


GE 


xX 
Xx 
3 轮 | 
yyM \t 
1 十 
> + 
MM/ 人 


(a) ”磁化 球 内 磁场 强度 矢量 (b) 磁化 球 内 磁感应 强度 
与 磁化 强度 天 量 方 同 相反 矢量 与 磁化 强度 矢量 方向 相同 


图 3-6 ”磁化 球 内 及 与 光 反 向 的 图 示 
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图 3-6(a) 表 明 等 效 磁 荷 分 布 在 磁 球 表面 M 所 指 方向 的 首尾 两 侧 , M 所 指 一 侧 等 
效 磁 荷 取 正 号 ,相反 一 侧 取 负 号 . 磁场 强度 光 以 等 效 磁 荷 为 源 , 恒 从 正 磁 荷 出 发 到 
负 磁 荷 终结 . 这 就 使 它 在 磁 球 内 与 磁化 强度 M 反 向 ,而 在 磁 球 外 离开 球 表面 处 与 
M 成 锐角 .磁感应 强度 多 散 度 为 零 ,是 无 源 的 . 沿 它 所 指 方向 联 成 的 线 , 即 磁力 线 ， 
既 无 出 发 点 也 无 终点 ,成 为 闭合 回路 .在 磁 球 外 磁化 强度 为 零 , 它 与 磁场 强度 % 同 
向 ,从 外 侧 靠 近 磁 球 表面 时 方向 朝 球 内 磁化 强度 M 的 方向 靠拢 .球面 点 既 不 是 它 
的 始点 也 不 是 它 的 终点 ,进入 磁 球 后 多 的 方向 与 M 只 能 成 锐角 从 而 与 磁场 强度 光 
反 向 . 

由 于 磁化 强度 M 为 常 矢量 , 按 (3.64) 球 内 束缚 电流 分 布 为 零 ,束缚 电流 分 布 
在 磁 球 表面 . 按 (3.71) 表 面 束缚 电流 面 密度 为 

1 = M xn = Msinbp，， (3.151) 

go 为 表面 点 p 方向 的 单位 矢量 .图 3-6(b) 分 别 用 点 与 又 表示 垂直 纸 面向 上 与 向 
下 的 束缚 电流 . 它 绕 M 右 旋 ,因而 产生 的 磁感应 强度 在 磁 球 内 与 M 的 方向 一 致 


$3.8 分 区 均匀 线性 磁 介 质 中 的 静 磁 标 努 方法 ， 
均匀 球 这 在 外 磁场 中 的 磁性 , 磁 屏 项 效应 


线性 磁 物 态 方 程 (1.24) 成 立 的 介质 称 线性 磁 介 质 . 分 区 均 色 线性 磁 介 质 含 知 
干 区 域 , 每 一 区 域 中 磁 导 率 / 为 常数 . 若 无 外 电流 ,项 磁场 强度 满足 无 旋 条 件 
VX 光 = 0， 
因而 可 引进 静 磁 标 势 %m'(r) ,使 
XR(r) =—- vr). 
在 (1.24) 两 边 取 散 度 ,由 于 方程 (1.71) ,在 y 为 常数 的 每 一 区 域 中 V:%=0. 将 上 
式 代 入 得 
v2$™ = 0， (3.152) 
静 磁 标 势 因 无 源 而 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 由 一 模 一 样 的 讨论 知 ,两 介质 区 界面 上 边 条 
件 (3.83) 依 然 成 立 , 静 磁 标 势 是 连续 的 .将 (1.71) 两 边 在 界面 上 图 2-2 所 示 扁 盒 中 
体积 分 ,在 盒 高 8>0 和 盒 底 面积 As 一 0 的 极限 下 得 


Gin= By n, (3.153) 
用 1 和 有 :分别 为 界面 两 侧 的 磁感应 强度 ,m 为 界面 单位 法 矢 . 由 于 
$=— Vv gm)， (3.154) 
上 式 又 可 表 为 
(m) (m) 
pl a = /ia 3. (3.155) 


ps 和 $4 ,i=1,2, 分 别 为 界面 第 i 侧 的 磁 导 率 和 静 磁 标 势 .二 -为 沿 界 面 法 向 的 梯 
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度 .在 界面 边 条 件 (3. 83) 和 (3.155) 以 及 无 穷 远 处 边 条 件 下 求解 拉 普 拉 斯 方程 
(3.152) 是 一 个 明确 的 数学 问题 .由 此 可 解 得 介质 中 的 磁场 分 布 . 

设 在 磁 导 率 为 的 均匀 介质 中 放 一 半径 为 a 的 球 .此 球 有 两 层 , 中心 部 分 是 
一 半径 为 a 磁 导 率 为 的 均匀 介质 球 ,外 包 一 内 径 为 a 外 径 为 a 磁 导 率 为 1 的 
均匀 介质 球 壳 . 球 外 加 一 均匀 恒定 磁场 级 0, 问 它 在 此 分 区 均匀 磁 介 质 中 诱导 出 的 
磁场 分 布 . 

以 外 磁场 磁感应 强度 及 0 的 方 问 为 极 轴 取 球 坐 标 . 外 磁场 标 势 遂 为 


gm)(r) -- 细 。 -=_ Wsg. (3.156) 
6 4 


它 显然 满足 拉 普 拉 斯 方程 (3.152) .如果 磁 导 率 为 y 的 均匀 介质 充满 整个 空间 ,这 
就 是 实际 的 解 , 静 磁场 即 为 均匀 磁场 银 0. 现在 其 中 放 了 一 个 双 层 球 ,增加 了 边 条 
件 ,导致 对 (3.156) 的 修正 .由 于 球 的 大 小 有 限 , 离 球 越 远 处 修正 应 越 小 ,无 穷 远 处 
修正 应 趋 于 零 . (3.156) 为 静 磁 标 势 在 无 穷 远 处 的 渐 近 形式 . (2.41) 和 (2.43) 表 明 


00s0 = 三 =A/ TYio(0p). (3.157) 


$2.7 处 理 静 电势 的 经 验 提 示 我 们 , 具 此 角 变 化 因子 的 外 场 诱 导出 的 场 的 角 变 化 
因子 仍 由 此 式 表示 . (2.173) 和 (2.175) 则 告诉 我 们 , 具 此 角 变 化 因子 的 拉 普 拉 斯 方 


程 解 的 一 般 形式 为 
(Cior + Cio’ 二 访 oos6， 
在 球 外 介质 中 的 静 磁 标 势 因 受 渐 近 形式 (3.156) 的 限制 ,修正 后 应 为 
gm(r) + Agm(r) = (~ r+ 名)eos0， (3.158) 


b 为 一 待定 积分 常数 .在 球 内 的 球 心 部 分 ra 处 ,由 于 没有 磁 荷 静 磁 标 势 不 应 有 
奇 点 ,因而 只 能 是 


$ Wr) = 07cosg = bz, (3.159) 
b 为 男 一 积分 常数 .在 a 三 r 二 a 的 球 寺 内 静 磁 标 势 可 一 般 地 为 
gm(r) = (81r + 名 joose (3.160) 


b; 和 0 也 是 积分 常数 .在 球 壳 外 表面 > = a 处 对 势 (3.158) 和 (3.160) 加 边 条 件 
(3.83) 得 


-名 68- pat 名， (3.161) 
a a 
加 边 条 件 (3.155) 得 
4 2p1b 
用- 人 = pb1 — (3.162) 
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在 球 壳 内 表面 >= a 处 对 势 (3.159) 和 (3.160) 加 边 条 件 (3.83) 得 


ba’ = bia’ + -人 ， (3.163) 
加 边 条 件 (3.155 ) 得 
，， 2u10 
Lb = AiO1 一 3 (3.164) 


〈3.161) 一 (3.164) 是 四 个 未 知 数 5、b1、bs 和 4 的 四 个 联 立 线性 非 齐 次 方程 ,可 整 
理 为 


wb-pab- pnb = a’ 
2ub + pia sb1— 21u1b =— Wma’ 
HAO 人 1 HLH102 (3.165) 
a bit b» -~a“b = 0 
nia bi1— 21102— ua 3b’ = 0. 
这 个 方程 组 的 系数 行列 式 为 
py -pa -yp 0 
p12 10 -2pm 0 
0 0 1 一 Q 3 


0 pi1Q 一 2AHA1i 一 pa 
=pa’ [2a (pi -pp -pp) -a pt+2p)2u + py )]. (3.166) 
按 线性 代数 的 标准 方法 得 它 的 解 


、 


Ma” -pa -yp 0 
,21|- a’? pa” -2p 0 
D 0 a 1 —a’” 
0 pa -2p -pa® 


Ma’ a pr- putp) -a (pi-p)2p+ py) 


Tp a ran) pte) -2a pp 1 
py ma” -yp 0 
1|12/ -Wa -2 0 
?1 DD 0 0 1 —a” 
0 0 -2u1 一 AQ 
=— 3%a’ Zp tp 


a (prt+2p)2p tp) -2a (pp pp ) 
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/ 


-3%ala3 一 一 名 一 一 一 一 一 一 (3.168 
Wa a a (pt+2p)2 ty) -2a pa -pp -py) \ ) 


0 pa” -2pi 0 


=— 9%a’ 二 一 
a (pi1+2p)2p1 + AD) -2a (pi pp pp) 
将 这 些 积分 常数 代 和 人 (3.158) 一 (3.160) 即 得 各 区 域 的 静 磁 标 势 .将 所 得 静 磁 标 势 
取 梯 度 ,可 按 (3.75) 和 (3.154) 分 别 得 各 区 的 磁场 强度 % 和 磁感应 强度 多 . 
在 线性 关系 (1.24) 成 立 且 y 为 常数 的 均匀 介质 中 由 VY: 多 =0 导致 V:%=0. 而 
在 无 自由 电流 分 布 的 条 件 下 又 由 Vx%=0 导致 Vx 级 =0.X% 和 多 都 既 无 散 又 无 旋 . 
这 使 磁化 强度 


(3.169) 


M= 和 -x= (二 -地 j= (£1)x (3.170) 
/0 Lo kK HA0 
在 无 自由 电流 分 布 的 均匀 介质 中 既 无 散 又 无 旋 : 
V.M = 0， vxM=0. (3.171) 


由 (3.64) 和 (3.74) 知 ,这 种 介质 中 既 无 束缚 电流 也 无 等 效 磁 人 荷 .然而 在 两 均匀 介质 
的 界面 上 情形 则 不 同 .(3.70) 表 明 , 若 界面 两 侧 磁化 强度 沿 界面 的 分 量 不 同 便 会 在 
界面 上 导致 非 零 束 缚 面 电流 密度 . 边 条 件 (3.83) 保 证 界面 两 侧 磁 场 强度 交 沿 界面 
的 分 量 相等 . 由 (3.170) 的 最 后 等 式 知 ,界面 两 侧 磁 导 率 jy 不 同 的 两 种 介质 中 磁化 
强度 M 沿 界面 的 分 量 必 不 同 ,从 而 必 有 束缚 电流 沿 界 面 分 布 . 正 是 这 种 束缚 面 电 
流 改变 了 原来 均匀 介质 中 的 磁场 分 布 .这 同一 物理 内 容 也 可 用 等 效 磁 荷 概念 来 表 
达 .(3.80) 表 明 , 奢 界面 两 侧 磁 化 强度 沿 界面 法 向 的 分 量 不 同 就 会 在 界面 上 导致 非 
零 等 效 磁 荷 面 密度 . 边 条 件 (3.155) 保 证 界面 两 侧 磁 感应 强度 绍 的 法 向 分 量 相等 . 
由 (3.170) 的 第 二 等 式 知 ,界面 两 侧 磁 导 率 jy 不 同 的 两 种 介质 中 磁化 强度 M 的 法 
问 分 量 必 不 同 , 从 而 必 有 等 效 磁 荷 沿 界面 分 布 . 正 是 界面 上 的 这 种 等 效 磁 荷 改变 了 
原先 均匀 介质 中 的 磁场 分 布 . 

(3.170) 表 明 M 的 法 向 分 量 正比 于 % 的 法 向 分 量 . 在 前 面 讨论 的 例子 中 的 两 
个 界面 为 球 壳 两 侧 的 两 个 球面 ,它们 的 法 向 即 是 球 的 径 向 .因此 界面 两 侧 M 的 法 
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向 分 量 以 及 按 (3.80) 计 算 的 等 效 磁 荷 面 密度 cm) 均 可 由 势 (3.158) 一 (3.160) 的 径 
向 微分 在 + =a 和 x=a 的 界面 上 取 值 后 线性 组 合 而 得 .所 得 结果 的 角 分 布 均 由 因 


子 cosg = 径 Yo(bp) 表 征 ,可 见 等 效 磁 荷 在 两 个 界面 上 都 作 偶 极 分 布 .由 于 4 
立体 角 积 分 


| Yo(ep)da = 0， 


每 个 界面 上 的 总 等 效 磁 茶 分别 为 零 . 由 (3.90) 一 (3.93) 知 偶 极 磁 荷 分 布 对 外 产生 
一 偶 极 磁场 ,对 内 产生 一 均匀 磁场 .(3.158) 中 


Agm(r) = cos 
r 


表示 的 球 外 磁场 修正 即 是 球 壳 两 侧 表面 上 偶 极 磁 荷 分 布 产 生 的 偶 极 磁场 .(3.159) 
表示 的 球 内 均匀 磁场 则 由 外 磁场 与 球 过 两 侧 偶 极 磁 荷 分 布 对 内 产生 的 均匀 磁场 合 
成 .(3.160) 第 一 项 表示 的 球 过 内 均匀 磁场 由 球 壳 外 侧 磁 荷 分 布 产 生 , 第 二 项 表示 
的 球 壳 内 偶 极 磁场 则 由 球 壳 内 侧 磁 人 荷 分 布 产 生 . 

固定 球 壳 两 侧 介 质 的 磁 导 率 wk 和 yj , 令 球 壳 磁 导 率 pi 一 co .在 此 极限 下 6b1、 
b> 和。 均 趋 于 零 . 这 使 球 壳 外 表面 以 内 的 整个 球体 中 静 磁 标 势 均 为 零 ,作为 其 负 
梯度 的 磁场 强度 自然 也 趋 于 零 . 这 类 似 于 封闭 导体 面 的 屏蔽 效应 ,使 静电 场 不 能 进 
入 封闭 导体 外 表面 包围 的 空间 .高 磁 导 率 介 质 阻止 磁场 进入 它 所 包围 的 空间 , 称 为 
磁 屏 蔽 效应 .在 球 壳 内 侧 , 即 xr <a 的 球 心 部 分 , 磁 导 率 /是 固定 的 ,光一 0 导致 
8 = 2M%->0. 这 一 区 域 的 磁场 确实 为 零 ,被 高 磁 导 率 的 球 壳 屏 蔽 掉 了 .然而 在 球 元 
内 部 , 即 在 <“< ><a 的 区 域 ,虽然 光 ->0 但 磁 导 率 /1 一 oo ,磁感应 强度 = 
未 必 趋 于 零 .实际 上 在 这 一 区 域 中 

B= R=— VY ($i™), (3.172) 

而 


a3—a 27 


3 /3 
lim (Aigm Cr) ) =— 3 (r+ £3 jcosb， (3.173) 
LI1™™ 


图 3-7 ”磁力 线 向 高 磁 导 率 球 壳 集中 
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此 二 式 表 明 , 球 这 内 的 磁感应 | 


习 场 的 磁感应 强度 为 外 加 均匀 场 的 -3_ 万 售 . 球 这 内 磁感应 强度 的 增高 与 球 心 部 


分 磁感应 强度 趋 于 零 相 对 照 ， 表现 出 磁力 线 向 高 磁 导 率 球 过 的 集中 . 图 3-7 形象 地 
表示 了 这 一 点 . 


习 题 二 


1. 无 限 长 薄 导 体 圆 简 上 有 和 轴 向 电流 均匀 分 布 ,电流 强度 为 1. 简 内 充满 磁 导 率 为 Ai 的 均匀 
介质 , 简 外 均匀 介质 的 磁 导 率 为 wz . 求 空间 任 一 点 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 . 

2. 设 上 题 圆 简 中 心 轴 上 还 有 一 条 无 限 长 细 导 线 , 有 强度 为 了 的 电流 通过 , 求 空间 任 一 点 的 
磁场 强度 和 磁感应 强度 . 这 里 取 导 线 中 的 电流 方向 为 轴 的 正 向 ,T 恒 正 .着 了 与 了 同 向 则 取 正 
号 , 反 向 则 取 负 号 . 

3. 两 条 平行 细 导 线 相距 为 / ,分 别 有 电 流 I 和 了 在 其 中 流动 , 求 每 条 导线 上 单位 长 度 受 的 
力 . 

4. 设 在 第 2 题 所 述 环境 中 再 加 一 无 限 长 沿 轴 向 的 细 导 线 , 其 中 电流 强度 为 了 , 求 此 导线 上 
单位 长 度 受 的 力 . 

5. 试 计 算 第 2 题 所 设 情形 中 磁化 强度 和 束缚 电流 的 分 布 . 

6. 试 证 介质 中 能 定义 磁化 强度 的 充分 兼 必 要 条 件 是 束缚 电荷 密度 分 布 不 随时 间 变 化 . 

7. 一 均匀 荷 电 总 电荷 为 g 的 薄 球 过 绕 过 球 心 的 一 条 固定 轴 人 匀速 转 动 . 求 它 的 磁 侦 极 矩 以 
及 它 产生 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 的 空间 分 布 .将 它 与 均匀 磁化 球 比 较 . 

8. 由 细 导 线 绕 制 成 一 圆柱 形 线圈 ,圆柱 半径 为 a ,长 为 ,线圈 单 位 长 度 有 nn 臣 . 求 强度 为 了 
的 电流 通过 线圈 时 圆柱 中 心 轴 上 的 磁感应 强度 和 磁场 强度 . 

9. 求 半 径 为 a 长 为 ! 沿 轴 癌 均匀 磁化 的 圆柱 形 永 久 磁 棒 在 圆柱 轴 上 的 磁感应 强度 和 磁场 
强度 . 

10. 求 外 径 为 a 内 径 为 a 的 均匀 磁化 球 过 的 束缚 电流 分 布 、 等 效 磁 茶 分布 .磁场 强度 和 磁 

应 强度 的 空间 分 布 . 

11. 将 一 半径 为 a 磁 导 率 为 1 的 均匀 介质 球 放 入 磁 导 率 为 4 的 均匀 介质 内 的 任意 外 磁场 
中 , 求 静 磁 标 势 的 空间 分 布 . 

12. 计算 $3.8 所 论 球 壳 内 外 两 侧 介质 中 及 球 壳 内 的 磁化 强度 、 球 壳 内 外 表面 上 的 束缚 电 
流 密度 和 等 效 磁 荷 密度 .讨论 它们 在 pi~~co 条 件 下 的 极限 .证 明 在 此 极限 下 球 壳 内 表面 上 的 等 
效 磁 荷 密度 趋 于 零 , 磁 屏 蔽 效应 完全 来 自 它 的 外 表面 的 等 效 磁 荷 . 

13. 磁 导 率 分 别 为 wa 和 jz 的 两 半 无 穷 大 均匀 介质 以 无 穷 大 平面 为 界 .在 磁 导 率 为 Ai 的 
一 侧 距 界面 为 a 处 有 一 磁 偶 极 子 .K. 求 静 磁 标 势 的 空间 分 布 . 

14. 模仿 § 2.4 对 静电 作用 势 的 多 极 展 开 将 静 磁 作用 势 (3.110) 作 多 极 展开 . 

15. 将 均匀 磁化 棱 的 横 截面 缩小 至 零 , 磁 棱 便 成 为 一 根 磁 针 , 它 的 磁性 质 可 由 两 端的 等 效 
点 磁 荷 代表 . 试 证 

(1) 点 磁 荷 g 地 在 以 它 为 原点 的 径 矢 为 > 处 产生 的 磁场 强度 为 


NX(r) = 


270， (3. 174 ) 
了 
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ro== 二 为 径 向 单位 矢量 ; 


(2)r 处 的 点 磁 荷 g 中 受 的 磁力 为 
和 tm(r) = gm 3p(r); (3.175) 
(3) 点 磁 荷 gq 中 和 dg“ 叫 相 互 作用 力 的 方向 在 它们 的 联 线 上 ,代数 值 为 
(m) ~ ’(m) 
Fam = 1 2 一 9 一， (3.176) 


4rpmo > 
r 为 它们 之 间 的 距离 ,此 值 为 正 表 斥 力 , 此 值 为 负 表 引 力 . 
可 见 等 效 点 磁 荷 间 的 相互 作用 力 符 合 库 仑 定律 ,也 是 同性 相 斥 异性 相 引 的 距离 平方 反比 
力 . 
16. 试 推导 距离 为 x 的 两 个 磁 偶 极 子 .KU1 和 .Ks 的 相互 作用 力 和 力矩 的 表达 式 . 
17. 模仿 (3.131) 的 推导 ,证 明 旋 度 的 球 坐 标 表示 式 
__1 1asin6A。 346 
Vx4= (eg a0 Dop jo 
1/ 1 9A, ar4。 9arAe 3A, 
Tr ( 赴 ap 9r je + (3 - 0 -jw (3.177) 
推导 (3.131) 的 思想 也 可 用 来 求 矢 量 散 度 的 曲线 坐标 表示 式 . 用 无 穷 小 等 坐标 面包 围 一 点 . 
按 高 斯 定理 ,矢量 在 该 点 的 散 度 等 于 矢量 在 这 个 无 穷 小 封闭 曲面 上 的 面积 分 除 以 它 所 包围 的 微 
分 体积 .以 球 坐 标 为 例 (参见 图 3-8). 矢 量 4 在 相距 dr 的 两 个 等 > 面 上 的 面积 分 为 
A4-(r+dr,0,p)(r+dr)2singdgdo - 4A(r,0,p)r singd0dp 


ar*A 
= 元 “sin0drd0dop， 


图 3-8 球 坐 标 与 球 坐 标 染 


在 相距 db 的 两 个 等 9 面 上 的 面积 分 为 
Ag(r,0+ d0,9)rsin(0 + d0)drdp — 4o(r,0,p)rsin0drdp 
- 2 Er rdrdbde， 


在 相距 dy 的 两 个 等 g 面 上 的 面积 分 为 
114 ， 


An(r,0,p+dp)rdrd0 — A,(r,0,9)rdrd0 


9A 
= rdrdgdy， 
被 包围 的 体积 为 r*sin96drd90dqp. 可见 
_ 19rA,, 1 1asinb4s ?9 | 
YA4= 广 - 开 + 50 “+ 下， (3.178) 
特别 地 ,一 标量 函数 亚 (7r) 的 梯度 为 
_9¥ .1 ov 1 oY¥ 
VV= arrot 7 5000 十 rsimB jp90. (3. 179 ) 


梯度 的 散 度 便 是 拉 普 拉 斯 算 符 ,将 此 式 代 入 上 式 便 得 


| _139/29),1[ 1 9/.,a | 
V 和 了 =V.VT= 点 六 (7 2 二 | 二 5 36(sing 5 )+ = jp2 | (3.180) 


这 可 作为 拉 普 拉 斯 算 符 的 球 坐 标 表示 式 (2.170) 和 (2.171) 的 几何 证 明 . 
18. 试用 这 种 几何 方法 证 明 散 度 的 柱 坐 标 表 示 式 


”11a 9A 9A, 
V.A= 0 (+ 事 )+ 如 (3. 181) 
和 拉 普 拉 斯 算 符 的 柱 坐 标 表示 式 
1 9 9 1 93 92 
Vi= a pap! pi apt 92 (3.182) 
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第 四 章 “电磁场 的 动力 学 ,电磁 波 的 发 射 与 吸收 


$4.1 给 定 电 符 电流 分 布 条 件 下 电磁 场 的 动力 学 ， 
拉 格 明日 量 ,规范 不 变性 与 洛 伦 效 不 变性 

电动 力学 研究 电磁 场 与 电荷 电流 组 成 的 系统 的 动力 学 .在 经 典 物理 范围 内 , 电 
荷 电流 在 电磁 场 作 用 下 的 运动 由 经 典 力学 研究 ,而 电磁 场 在 电荷 电流 作用 下 的 运 
动 由 经 典 场 论 研 究 .实际 上 这 两 方面 自然 是 联系 在 一 起 的 .只 是 在 研究 中 有 时 侧重 
这 方面 ,有 时 侧重 那 方面 .本 节 讨 论 给 定 电荷 电流 分 布 条 件 下 电磁 场 的 动力 学 .上 
两 章 所 论 静 电学 和 静 磁 学 可 视 为 电磁 场 的 静 力 学 ,是 动力 学 在 不 随时 间 变 化 条 件 
下 的 特例 .在 对 电磁 场 的 动力 学 有 所 了 解 后 再 俯视 静电 学 和 静 磁 学 会 有 更 深 的 认 
识 . 动 力学 自然 有 它 超出 静 力学 的 内 容 . 对 电磁 场 而 言 ,这 主要 是 电磁 波 的 激发 . 传 
播 和 吸收 . 

在 线性 均匀 介质 中 电磁 场 的 动力 学 方程 即 是 麦克 斯 韦 方 程 (1.75) 一 (1.78). 
将 电磁 场 用 (1.96) 定 义 的 矢 势 A(r,t) 和 (1.99) 定 义 的 标 势 %r,t) 表 达 ,动力 学 
方程 则 为 (1.102) 和 (1.103). 采 用 电磁 势 表达 电磁 场 的 好 处 在 于 可 利用 规范 不 变 
性 对 不 同 问题 采用 不 同 规范 以 使 动力 学 方程 取 最 简明 的 形式 .由 于 真空 电动 力学 
为 基本 理论 ,本 节 讨 论 真空 中 电磁 场 的 动力 学 .这 意味 着 介 电 常数 取 定 为 “0, 磁 导 
率 取 定 为 po ,光速 取 定 为 c. 作 为 代价 ,电荷 密度 o(r,z) 必 须 包 含 束 缚 电荷 密度 ， 
电流 密度 j(r ,zt) 也 必须 包含 束缚 电流 密度 .这 样 得 到 的 结果 仍 可 移 用 于 线性 均匀 
介质 中 的 电磁 场 ,只 要 将 6、yo 和 cc 分别 改 为 e、p 和 ,将 束缚 电荷 电流 分 别 排除 
于 pl(r,t) 和 j(r,z) 之 外 即 可 . 

经 典 力 学 的 动力 学 方程 可 由 一 拉 格 朗 日 量 按 哈密 顿 原理 导出 . 拉 格 朗 日 量 通 
常 为 广义 坐标 和 广义 速度 的 函数 , 它 对 时 间 的 积分 得 作用 量 . 哈密 顿 原理 称 ,实际 
的 轨道 方程 , 即 广义 坐标 随时 间 的 实际 变化 ,在 固定 始末 时 刻 和 始末 广义 坐标 的 条 
件 下 使 作用 量 取 极 值 .由 此 导出 的 运动 方程 即 拉 格 朗 日 方程 .哈密 顿 原理 在 经 典 力 
学 中 是 普遍 适用 的 ,可 用 于 粒子 系 力学 也 可 用 于 连续 介质 力学 ,如 弹性 力学 和 流体 
力学 等 .在 连续 介质 力学 中 广义 坐标 常 取 为 其 中 各 点 的 位 移 .由 于 其 中 的 点 有 无 穷 
多 , 它 的 广义 坐标 便 有 无 穷 多 ,是 无 穷 多 自由 度 系统 . 拉 格 朗 日 量 为 空间 各 点 的 拉 


格 朗 日 量 密度 的 体积 分 .电磁 场 的 动力 学 与 连续 介质 的 动力 学 颇 为 类 似 ,例如 都 有 
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波动 解 等 .这 诱 使 人 们 尝试 寻找 它 的 拉 格 朗 日 量 ,从 中 演绎 出 全 部 动力 学 .采用 电 
磁 势 表示 电磁 场 ,自然 会 尝试 取 空间 各 点 的 矢 势 4 和 标 势 $ 作为 广义 坐标 ,它们 
对 时 间 的 微 商 便 是 广义 速度 . 至 于 拉 格 朗 日 量 与 这 些 广 义 坐 标 和 广义 速度 的 关系 
则 应 由 给 出 正确 的 运动 方程 (1.102) 和 (1. 103) 来 确定 .这 倒 不 一 定 要 从 运动 方程 
倒 推 ,而 且 倒 推 也 不 一 定 是 有 效 的 办 法 .有 些 原则 可 帮助 寻找 拉 格 朗 日 量 ,这 主要 
是 一 些 对 称 性 考虑 .例如 动力 学 应 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 ,也 应 在 规范 变换 下 不 变 . 
下 面 将 看 到 这 已 足以 确定 电磁 场 的 拉 格 朗 日 量 . 

运动 方程 是 由 作用 量 取 极 值 决定 的 .在 一 种 变换 下 作用 量 的 不 变性 可 保证 运 
动 方程 在 该 变换 下 的 不 变性 .作用 量 是 拉 格 朗 日 量 的 时 间 积 分 , 拉 格 朗 日 量 又 是 拉 
格 朗 日 量 密度 的 空间 积分 ,因此 作用 量 是 拉 格 朗 日 量 密度 的 四 维 时 空 积 分 .以 S 
表 作 用 量 ,L 表 拉 格 朗 日 量 ,2& 表 拉 格 朗 日 量 密度 ,它们 之 间 的 关系 是 


Ss = |Lat = |*dz， (4.1) 


其 中 积分 元 dz 三 dx"dx'dzx”dzx” .考虑 全 空间 电磁 场 的 整个 时 间 进 程 , 这 个 积分 
的 区 域 为 整个 四 维 时空 . 洛 伦 效 变换 将 整个 四 维 时空 变 为 整个 四 维 时 空 ,积分 区 域 
在 洛 伦 效 变换 下 不 变 . 从 洛 伦 效 变 换 (1.147) 解 出 它 的 逆 变 换 


7 7， ~ (4.2) 


与 (1.147) 相 比 这 只 是 将 z、y、z 和 + 上 与 zy 、z 和 z 交换 了 位 置 ,并 将 v 换 成 了 
- 习 . 可 见 洛 伦 效 变换 是 相互 的 ,S 系 相 对 S 系 以 速度 v 沿 zz 方 癌 运 动 即 S 系 相对 
S' 系 以 速度 一 v 沿 xz 方向 运动 .这 便 是 从 S 系 到 S 系 的 洛 伦 兹 变换 .两 边 差分 得 


(4.3) 


设 在 S 系 看 某 过 程 发 生 于 空间 一 固定 点 ,因而 自始至终 Az =0, 时 间 经 历 Azto, 因 
而 At = Ato. 按 洛 伦 兹 变换 (4.3) 的 末 式 ,此 过 程 在 S 系 中 看 经 历时 间 为 
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， (4.4) 


比 Ato 长 . 即 在 静止 坐标 系 中 看 运动 物体 的 时 间 进 程 慢 了 ,时 间 间 隔 变 大 了 ,这 便 
SO 羽 一 方面 ,(1.182) 表 明 运 动物 体 的 体积 作 洛 伦 效 收缩 , 且 收 缩 


率 /1- 本 与 时 间 膨胀 率 -一 二 一 恰 互 为 倒数 .这 使 四 维 时 空 体 积 
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AtY = Ato%h (4.5) 
在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 .可 见 作 用 量 表达 式 (4.1) 中 的 积分 元 dz 也 是 洛 伦 兹 变换 
中 的 不 变量 .作用 量 在 洛 伦 效 变换 下 的 不 变性 取决 于 拉 格 朗 日 量 密度 4 在 该 变换 
下 的 不 变性 .2 应 为 一 标量 . 此 外 ,积分 区 域 和 积分 元 均 与 电磁 势 无 关 , 自然 在 规范 
变换 中 不 变 . 作 用 量 的 规范 不 变性 也 取决 于 拉 格 朗 日 量 密度 2 的 规范 变换 性 质 . 
一 般 说 来 ,标量 可 由 张 量 组 成 . 由 电磁 势 组 成 的 最 简单 的 规范 不 变 张 量 就 是 
(1.197) 定 义 的 二 阶 反 对 称 张 量 (FF ), 由 它 组 成 的 最 简单 的 标量 则 是 
FrF, = fT PF, (4.6) 
这 里 重新 采用 了 爱 因 斯 坦 求 和 约定 . 运动 方程 (1.102) 和 (1. 103) 右 边 有 电荷 密度 
o 和 电流 密度 7 ,它们 也 应 出 现在 拉 格 朗 日 量 密度 中 . 在 运动 方程 中 它们 以 线性 项 
出 现 , 在 拉 格 明日 量 密度 中 就 应 和 电磁 势 相 乘 .这 样 构成 的 最 简单 的 标量 为 
A = Th = Aj = AI (4.7) 
其 中 四 维 电磁 势 (A* ) 或 (A,) 由 (1.194) 或 (1.196) 定 义 , 电 荷 电 流 密度 四 矢量 (jr) 
由 (1.189) 定 义 .这 个 标量 并 非 规 范 变 换 中 的 不 变量 .规范 变换 (1.104) 和 (1. 107) 
表 成 四 维 形式 就 是 


A, = A, + 9.. (4.8) 
它 将 标量 (4.7) 变 为 
Ai = A + 1*90y. (4.9) 
用 (1.191) 可 将 连续 性 方程 (1. 31) 表 为 
9,j* = 0. (4.10) 
可 见 标量 (4.7) 在 规范 变换 中 多 出 的 一 项 
fj’90p = 9u.( 0) — yor = 9,( yr) (4.11) 


为 四 矢量 的 四 散 度 , 它 的 四 维 时 空 积分 可 按 四 维 高 斯 定理 化 为 包围 此 四 维 时 空 的 
三 维 超 曲 面 上 的 积分 .作用 量 取 极 值 即 要 求 它 的 变 分 为 零 : 
6S = 0. (4.12) 
在 经 典 力学 的 哈密 顿 原理 中 变 分 是 在 固定 始末 时 刻 和 始末 时 刻 的 广义 坐标 的 前 提 
下 进行 的 .因此 在 拉 格 朗 日 量 上 加 一 时 间 的 全 微 商 不 改变 变 分 的 结果 ,因为 这 一 项 
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的 时 间 积 分 只 与 始末 时 刻 有 关 而 不 参与 变 分 .这 一 点 向 经 典 场 论 的 推广 便 是 :哈密 
顿 原理 (4.12) 中 变 分 应 在 固定 包围 所 论 四 维 时 空 的 三 维 超 表面 和 表面 上 作为 广义 
坐标 的 场 值 的 前 提 下 进行 .因此 在 拉 格 朗 日 量 密度 上 加 一 四 矢量 的 四 散 度 不 改变 
变 分 的 结果 ,因为 这 一 项 的 四 维 时 空 积分 只 与 超 表面 有 关 而 不 参与 变 分 .可 见 标量 
(4.7) 虽 不 是 规范 变换 不 变量 ,将 它 加 入 拉 格 朗 日 量 密度 按 哈密 顿 原理 导出 的 贡献 
仍 在 规范 变换 中 不 变 .尝试 将 标量 (4.6) 和 (4.7) 线 性 组 合 起 来 作为 电磁 场 在 给 定 
电荷 电流 分 布 条 件 下 的 拉 格 朗 日 量 密度 . 为 此 要 引进 两 个 组 合 系数 .在 拉 格 朗 日 量 
密度 上 乘 一 任意 常数 显然 不 改变 作用 量 的 极 值 条 件 ,从 而 不 改变 导出 的 运动 方程 . 
可 见 只 有 这 两 项 重 加 系数 的 比 是 重要 的 .容易 看 到 ,改变 电荷 符号 的 定义 可 改变 这 
个 比值 的 符号 ,改变 单位 制 可 改变 这 个 比 的 绝对 值 .总 之 ,这 个 比 也 可 随意 给 定 , 这 
只 相当 于 改变 电荷 符号 的 定义 和 改变 单位 制 .于 是 拉 格 朗 日 量 密度 便 完全 定 了 下 
来 .将 它 写 为 


1 . 
= 40F Fe + A,y’, (4.13) 


- 了 为 亚 加 系数 比 .下 面 将 看 到 由 此 导出 的 恰 为 熟知 的 标准 单位 制 中 的 真空 电 


磁场 动力 学 ,yo 为 真空 磁 导 率 .将 (4.13) 代 入 (4.1) 即 得 电磁 场 的 作用 量 . 
以 A(z ,zx ,Xx ,XT ) 二 (r,t),p=0,1,2,3, 为 t 时 刻 r 点 电磁 场 的 广义 
坐标 .这 些 广 义 坐 标的 变 分 导致 作用 量 的 变 分 
ss =| rr 39,A) + jdAy dz 


=|(- JOP + jj3Ad'z. (4.14) 


第 一 等 号 处 用 了 F* 和 下 ,的 定义 ,并 用 它们 的 反对 称 性 合并 了 含 5(9,A, ) 的 四 项 ; 
第 二 等 号 处 交换 了 对 A, 的 变 分 和 微分 ,然后 作 了 部 分 积分 , 积 得 的 三 维 超 表面 积 
分 由 于 被 积 函数 中 的 因子 5A, = 0 而 为 零 .在 超 表 面包 围 的 四 维 时 空 内 部 各 点 上 
3A, 不 受 任 何 限制 .为 使 (4.14) 表 示 的 作用 量变 分 为 零 必须 且 只 须 它 右边 被 积 函 
数 中 与 5A, 相 乘 的 因子 为 零 .由 此 得 
aFw = pi ， 六 = 0,1,2,3. 

这 正 是 电磁 场 运动 方程 的 四 维 形式 (1.221). 用 (1. 189),(1. 197), (1. 196 )， 
(1.175) 和 (1.88) 可 将 它 写 成 三 维 形式 

V+ -2 (4.15) 


1 0A 1 _9 ， 
Vx(Yx4)+ 点 5 入 =- 占 了 35+pof (4.16) 


这 就 是 运动 方程 (1.102) 和 (1.103) 在 真空 中 的 形式 . 拉 格 朗 日 量 密度 (4.13) 导 致 
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正确 的 运动 方程 ,也 就 证 实 了 它 自身 的 正确 性 . 
(4.15) 不 含 乡 对 时 间 的 微 商 ,实际 上 不 能 算 动力 学 方程 .将 它 表 成 泊 松 方程 
的 形式 


V 2 一 一 é(r,t), 
é(r, ) = + (4.17) 
从 中 可 解 出 
$(r,t) = 下 | ED yy, (4.18) 


它 由 同时 刻 的 p 和 人 表 出 ,其 中 o 是 给 定 的 ,只 有 是 动力 学 变量 .将 此 解 代入 
(4.16) 右 边 .这 样 消去 $ 后 ,(4.16) 只 是 矢 势 A(r,z) 的 方程 ,其 中 4 对 时 间 的 微 
商 最 高 为 二 阶 ,方程 是 对 一 定时 刻 t 成 立 的 .将 这 个 方程 作为 电磁 场 的 运动 方程,t 
时 刻 的 广义 坐标 便 只 有 空间 各 点 的 矢 势 4 (r, :) ,方程 可 看 成 广义 加 速度 


-405 的 表达 式 .被 消去 的 标 势 $(7,+) 可 按 (4.18) 和 (4.17) 由 广义 速度 


?4 如 表达 . 即 方程 组 (4.15) 和 (4.16) 中 $(7,z) 是 “多 余 的 自由 度 ”. 在 消去 了 


标 势 $ 的 动力 学 中 还 有 和 多余 的 自由 度 . 由 于 理论 的 规范 不 变性 ,由 它 的 一 个 解 经 
规范 变换 可 得 它 的 男 一 解 , 且 这 个 解 与 原来 的 解 对 应 同一 种 实际 情况 .由 于 有 无 穷 
多 种 规范 变换 ,理论 便 有 无 穷 多 数学 上 不 同 的 解 对 应 同一 个 物理 实在 .这 便 是 多 余 
自由 度 的 表现 .要 消除 这 些 多 余 自由 度 须 为 理论 选择 一 种 规范 . 


$ 4.2 库仑 规范 , 纵 场 与 横 场 的 分 离 , 场 方程 的 傅 里 叶 分 解 
用 (1.201),(1.200),(1.196),(1.189) 和 (1.88) 可 将 电磁 场 的 拉 格 朗 日 量 密 
度 (4.13) 写 成 三 维 形式 
人 可 
= 方 (8.9- 光 .下 ) -各 + 4 (4.19) 
其 中 &@ 与 旬 仍 按 (1.100) 和 (1.96) 由 $8$ 和 A 表 出 ,而 9 = co 8 ,= 记名 .在 此 式 中 
分 别 用 ¢ 和 代替 ko 和 jo 便 得 到 一 般 线性 介质 中 电磁 场 的 拉 格 朗 日 量 密度 
=3(6:9- XB)-$otA.:j 
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代 和 人 (4.1) ,计算 这 样 得 到 的 作用 量 S 由 标 势 变 分 8 引起 的 变 分 5S. 要求 此 变 分 
为 零 便 得 麦克 斯 韦 方 程 (1.70) 一 (1.73) 中 的 (1.70). 要 求 矢 势 变 分 54 引起 的 作 
用 量变 分 SS =0 便 得 其 中 的 (1.73). 至 于 麦克 斯 韦 方 程 中 的 (1.71) 和 (1.72) 早 已 
由 定义 (1.96) 和 (1.100) 保 证 .对 静态 均匀 介质 ,¢ 与 1 都 和 时 空 坐标 无 关 ,(1.70) 
和 (1.73) 就 分 别 成 为 (1.102) 和 (1.103). 


取 库 仑 规范 
V.A=0, (4.21) 
(1.102) 和 (1.103) 变 为 
Vz2 =— 2£ (4.22) 
《 
v4 一 古人 =- wj (4.23) 


这 就 是 (1.124) 和 (1.133) ,其 中 x 和 j, 分 别 由 (1.87) 和 (1.129) 定 义 .(1.130) 表 
明 
V.j,=0, (4.24) 
因而 j, 称 为 横 电 流 密 度 矢 量 ,是 电流 密度 矢量 j 的 横 分 量 . 标 势 $ 与 电荷 密度 p 
的 关系 (4.22) 与 静电 势 与 电荷 密度 的 关系 (2.3) 是 一 模 一 样 的 泊 松 方程 ,利用 格林 
函数 (2.28) 可 得 一 模 一 样 的 解 
$(r,1) = | 元 全 dy (4.25) 
TCE | 六 一 7| 
它 与 静电 势 解 (2.30) 的 差别 只 在 于 电荷 密度 p 可 随时 间 变 化 ,相应 的 标 势 便 也 随 
时 间 变 化 . (4.25) 将 一 时 刻 的 标 势 与 同时 刻 的 电荷 密度 分 布 联系 起 来 ,是 一 种 瞬时 
关系 .这 种 瞬时 关系 与 下 面 将 得 到 的 波动 方程 解 与 源 之 间 的 推迟 或 超前 关系 形成 


对 照 .由 于 库仑 规范 条 件 (4.21) ,电场 强度 的 表达 式 (1.100) 可 视 为 分 解 
@= ,+@,. (4.26) 
其 中 
6@,=_v$ (4.27) 
无 旋 ,为 纵 电 场 ; 
2,=- 字 (4.28) 


无 散 ,为 横 电 场 .磁场 (1.96) 自 然 无 散 , 是 横 场 .电磁 场 便 分 解 成 了 纵 场 与 横 场 两 部 
分 . 纵 场 只 含 纵 电场 (4.27) , 横 场 则 含 横 电场 (4.28) 和 磁场 (1.96). 将 分 解 (4.26) 


和 (1.128) 代 入 (4.20) 右 边 得 
2= Ci +A.j,+ cece,.@,+ 了 El- go + 4 .大 (4.29) 


后 四 项 与 纵 场 或 纵 电 流 密 度 矢 量 有 关 . 用 (1.131),(4.27),(4.22),(4.28),(4.21) 
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和 (4.25) 得 这 几 项 对 拉 格 朗 日 量 的 贡献 , 即 它们 的 体积 分 为 
| 81 81+ 5 87— 加 +A ja 


= [vg+t Eg) (0) -p+ (4 var 


-ez A 
plr,t)p(r ,t) 


=-- | 十 gpdy= 一 二 
2 oe dn lr-r | 


在 第 二 等 号 处 作 了 部 分 积分 , 积 得 的 无 穷 远 处 表面 积分 被 置 等 .无 穷 远 处 表面 积分 
置 零 称 为 周期 边 条 件 , 它 比 将 场 量 本 身 在 无 穷 远 处 的 值 置 零 的 边 条 件 广 泛 . 它 包 括 
无 穷 远 处 场 量 本 身 为 零 的 情形 ,也 包括 无 穷 远 处 场 量 本 身 虽 非 零 却 由 于 作 周 期 变 
化 表面 积分 为 零 的 情形 .在 讨论 电磁 波 运动 的 问题 中 会 出 现 后 一 种 情形 .由 (4.29) 
和 (4.30) 得 库仑 规范 中 电磁 场 的 拉 格 明日 量 


[eu 
=[[3(ce?- tg ) ajar- 村 | emer ,ty 


2 4rc | 六 一 六 | 


-六 [ (经 ) -二 (Vx A72]+ 4 天 |d- 二 | pr, tplr ,0) pay”. 


2 ot 4nc|r—r | 


+ Epvig+gptes vy. Ajdr 


dy dy . (4.30) 


(4.31) 
现在 广义 坐标 只 剩 下 空间 各 点 的 矢 势 4(r,z), 且 是 加 了 规范 条 件 (4.21) 的 .在 固 
定 四 维 时 空 超 表面 上 广义 坐标 A(r ,i) 取 值 的 条 件 下 计算 它 所 包围 的 四 维 时 空中 
广义 坐标 变 分 64 (r,t) 引 起 的 作用 量变 分 


05 -|5Ldt = |3¢ dy dt 


攻 奖 : 沁 


1 
< 和 一 (YXA) (YX84)+ 大 84]dydt (4.32) 


=||i-« 5- VX (YXA)| .5Adydt， 
末 一 等 号 处 作 了 部 分 积分 , 积 得 的 三 维 超 表面 积分 由 于 超 表面 上 A 固定 ,84 =0， 
而 为 零 . 在 四 维 时空 内 部 变 分 64 也 不 是 任意 的 .规范 条 件 (4.21) 要 求 


v.84 =0 (4.33) 
用 84, 表示 符合 此 条 件 的 变 分 ,哈密 顿 原理 可 表 为 
J[i -eS -Lvx(vxA)]. hdd =0 (4.34) 


考虑 广义 坐标 的 任意 变 分 54 , 它 不 一 定 符合 条 件 (4.33) ,一 般 地 有 
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V .34 = 6， (4.35) 
& 不 一 定 是 零 . 解 泊 松 方程 
Vn = 一 人， (4.36) 
今 
04, = 6A +V7， (4.37) 
它 显 然 符 合 条 件 (4.33) , 即 
V.8A,=V.8A+V’y=0. 
将 这 样 定义 的 34, 代入 (4.34), 由 于 该 式 左边 积分 号 下 的 方 括号 是 一 无 散 和 天 量 ， 
经 部 分 积分 得 


| [5 3 -Tvx (9xA)] .yydyd 


-3 
FA 1 (4.38) 
=- |7v- Eb Cg -vx (Vx A) |aydt = 0， 
因而 得 
[[- ea- Vx (VxA)]: dAd/dt = 0 (4.39) 


此 式 中 84 已 是 任意 变 分 ,因而 成 立 的 充分 兼 必要 条 件 是 被 积 函 数 中 与 54 相 乘 
的 方 括号 为 零 ,这 便 得 到 电磁 场 的 运动 方程 (4.23). 
作 传 里 叶 变 换 


A(r,t) = |alk, peikrdk; (4.40) 


(2z)” 
其 中 je "为 一 平面 波 ,k= (k; ,k,,k; ) 为 波 矢量 , 它 的 方向 即 平面 波 的 传播 方 
问 ; 积 分 元 
dk = dk,dk,dk;, (4.41) 

积分 区 域 为 实 矢量 变化 的 整个 空间 ;gq (k ,zi) 表 示 波 矢量 为 的 平面 波 在 t 时 刻 
的 波幅 , 它 的 方向 即 该 时 刻 这 个 平面 波 的 偏振 方向 .zt 时 刻 g(k,z) 由 (4.40) 表 出 
A(r,t), 又 可 经 它 的 逆 变 换 

q (kst) = |erAlr,t)dy (4.42) 
算得 . g (Kk,z) 与 A(r,z) 同 样 好 地 表 出 电磁 场 ,是 电磁 场 的 男 一 套 广 义 坐 标 . 
(4.40) 和 (4.42) 是 这 两 套 广义 坐标 间 的 变换 关系 .在 (4.40) 两 边 取 散 度 得 


V.A=- ms)k: g(k,t)errdk. (4.43) 
库仑 规范 条 件 (4. 21) 便 表现 为 横 波 条 件 
k*. gq(k,t) =0, (4.44) 


即 偏振 方向 恒 垂 直 于 波 的 传播 方向 .对 每 一 平面 波 作 一 直线 正 交 坐标 染 , 它 的 互相 
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垂直 的 三 条 轴 上 的 单位 矢量 el es 和 e3 中 ,es 沿 传播 方向 ,el 和 es 在 垂直 于 大 
的 平面 内 .用 它们 来 表示 波幅 矢量 ， 


q(k,tz) 一 2 qi(k,t)e. (4.45) 
对 它 加 横 波 条 件 (4.44) 得 kg3(k,z)=0, 即 
qa(k,t) = 0. (4.46) 


将 库仑 规范 条 件 (4.21) 当 作对 电磁 场 这 个 动力 学 系统 的 约束 . 这 组 约束 不 含 广义 
速度 < 人 ,因而 是 完整 约束 . 横 波 条 件 (4. 44) 或 (4. 46) 分 别 是 这 组 约束 用 广义 坐标 


g(K,z) 或 (qi(K,t)，q2(K,z)，93(Kt)) 的 表示 式 .9q3(K,z) 钙 固定 为 零 , 已 无 目 
由 度 ,或 者 说 是 多 余 自 由 度 . 消去 此 多 余 自 由 度 后 剩 下 的 广义 坐标 gq1(k,z) 和 
q2(k,z) 已 不 再 受 约束 .将 


q(k,t) = 2 qk, t)e; = gi(k,t)er + qa(k,t)e (4.47) 


代入 (4.40) 后 再 将 所 得 A(r ,2 代 回 (4. 31) 右 边 . 同时 作 机 电流 密度 矢量 的 全 时 
叶 展开 


ji(r,t) = (27 | i, t)e:e*t''dk, (4.48) 
并 代 回 (4.31) 的 右边 ,其 中 
Ji(k,z) = | kre ejlr,t)dy, i = 1,2. (4.49) 
利用 函数 的 才 达 式 (证 明 见 附录 _) 
“ 1 这 天 一 天 ) .7 
3(k — kK’) = ss) Keray (4.50) 


得 
|( 佐 ) dyY = (2 | fe] ae’) > itk, 1)G:(k’,t)e(k).: er (Kk) eet)ray 


= dt] de > Gi(k,t) Gk’,t)e(k) . er(k’)SKk + Kk’) 


= Dk kst)e( kK): er(— kK). (4.51) 

其 中 
gi(k,t) = (4.52) 
e;(k) 表 示 波 矢量 为 的 平面 波 沿 i 方向 的 单位 偏振 天 量 . 进一步 的 计算 需要 
ei;(k) 和 ei (一 Kk) 的 关系 ,为 此 先 定 义 e;:(k) 与 ex (K) 的 关系 .对 一 定 的 平面 波 ， 


两 个 独立 的 偏振 方向 可 定义 为 互相 正 交 的 .这 通常 表示 为 
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9qi;( 天 ,zt) 
9t 7 


1 ， 若 ; = i， 
ei(k). ei(k) = 6 = 0, 若 ;7 i,71 三 1,2. (4.53) 

称 按 几何 方式 定义 的 矢量 , 即 有 大 小 有 方向 的 量 ,为 实 矢量 .两 个 实 矢 量 VI 和 Vy， 
用 实数 c; 和 a, 为 系数 琵 加 起 来 得 到 的 

V=aVit+aV, (4.54) 
仍 是 一 个 有 大 小 有 方向 的 量 ,因而 仍 是 实 矢量 ,有 简单 的 几何 含义 .然而 从 代数 上 
讲 可 以 用 复数 c; 和 c2 为 系数 将 矢量 V1 和 VV, 赤 加 起 来 ,这 样 得 到 的 是 一 复 矢 量 

V = ciVitc Vy, (4.55) 
或 称 为 定义 在 复数 域 上 的 矢量 .这 种 以 代数 方式 定义 的 复 天 量 就 不 能 简单 地 称 为 
有 大 小 有 方向 的 量 , 它 有 更 丰富 的 含义 .有 直接 物理 意义 的 矢量 ,如 8 .多 、A、… 等 ， 
当然 都 是 实 矢量 ,就 像 有 直接 物理 意义 的 数 都 是 实数 一 样 .但 在 数学 演绎 中 引进 复 
数 和 复 矢 量 常常 是 很 方便 的 .在 傅 里 叶 展 开 (4.40) 和 (4.48) 中 已 引进 了 平面 波 的 
复 表示 e*“". 现 在 引进 复 单位 偏振 矢量 el 和 ez. 正 交 关系 (4.53) 可 推广 为 

x 1 ， 看 i= ii， ， ./ 
e; (天 ) ，ei(K) = 6 = 0, 若 ; i,i1 = 1,2. (4.56) 

在 e;(k) 为 实 矢量 时 此 式 还 原 为 (4.53). -大 与 上 同 在 一 条 直线 上 ,垂直 -大 的 平 
面 就 是 垂直 于 大 的 平面 . e;( 一 k) 可 用 ei1(k) 和 es(k) 展 开 . 就 令 

e(—k) = e; (Kk). (4.57) 
有 

ei (一 下) ei(— Kk)= e(k). er?(k)= ei (k). ei(k) 

1, 若 i = i， 
0， 行 天 1i， 
表明 这 样 定义 的 偏振 矢量 e1 (一 k) 和 es( 一) 也 是 一 组 正 交 的 单位 偏振 矢量 . 
(4.57) 与 (4.56) 或 (4.58) 定 义 了 e,;(k) 和 ei( 一 kk) 的 关系 


= 0 = i ,i = 1,2, (4.58) 


e:(k) ° ei (— k) = e: (Kk) ° er (Kk) = O07i. (4.59) 
代 回 (4.51) 得 
34 
|( 闫 j= DA 1)G(— kt)dk. (4.60) 
类 似 地 有 
| , , 
wx A)’dY=— ys) et) ee 2 kt) gk ,t)(k x e,(k)) 
(及 er Ck) eray 
= 7025] > i(kst)gr (= kt Ck x elk)) (EX 全 (一 天) 
由 于 
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(Kk Xe(k)): (Kk Xe(— Kk))= k: Le(k)x (kx er(—k)))] 
= k’e(k). eis(k) = k*6i, 
jx 4ar= lss)| Deak, tg kt) gh. (4.61) 
还 有 
|4 .jidy 生 ek > gi(k,t) jr(k’ ,te(k): er (kK) ear 
= | Dai kek) eh) 


= | Dk ks), (4.62) 
将 (4.60) 一 (4.62) 代 入 (4.31) 得 电磁 场 的 拉 格 朗 日 量 


1 eer. 。/ 2 2 
C=] (ELGG ke) -akst) a kt)] 本 
+ gk ji kt) | -|| Sd, 
其 中 
w 三 uk (4.64) 


为 具 波 天 的 平面 电磁 波 的 角 频率 , 波 速 x 由 (1.87) 定 义 .广义 坐标 L q;( 一 k,z)] 
的 变更 引起 的 作用 量 的 变 分 为 


SS =|aLd: 


= 27 cE [qi(k,t)dgi(— k,t) 一 wiqi(k,t)dg(— k,z)] 
+ ji(k,t)dg(— k,z)} 
__1 3, 2 
= de D1 edilkst) + ?gi(k,t)] 
+ ji(k,t)| dg(— k,z). (4.65) 
在 第 三 等 号 处 作 了 部 分 积分 , 积 出 部 分 由 于 始末 时 刻 广 义 坐 标 变 分 为 零 而 为 零 .由 


于 qi( 一 k,t) 的 变 分 不 受 任何 限制 ,电磁 场 的 运动 方程 按 哈密 顿 原理 (4. 12) 可 表 
示 为 


ji(k,t) + wgqi(k,t) = (人 (4.66) 
在 这 一 形式 里 各 自由 度 ( 由 k 与 i 表示 ) 的 运动 方程 分 离 了 变量 ,每 一 自由 度 都 在 
强迫 力 j:(k,+) 作 用 下 作 强 迫 振 动 强迫 振动 方程 (4.66) 有 解析 解 .将 它 的 解 代 
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回 (4.40), 利 用 (4.48) 可 验证 这 样 得 到 的 矢 势 A(r,:) 满 足 波 方程 (4.23). 实际 上 
将 傅 里 叶 展 开 式 (4.40) 和 (4.48) 代 入 波 方程 (4.23) 便 可 直接 得 到 傅 里 叶 系数 的 方 
程 (4.66). 

在 实际 问题 中 要 求 的 是 波 方程 (4.23) 的 特 解 ,其 中 A(r,z) 是 实 的 且 满 足 一 
定 边 条 件 .(4.23) 的 通 解 恒 可 表 为 它 的 任 一 特 解 和 它 的 齐 次 方程 


V24 -一 二 2 =0 (4.67) 
wu 


的 通 解 的 线性 组 合 .所 要 求 的 (4.23) 的 那个 特 解 可 表 为 随意 求 得 的 它 的 一 个 特 解 
与 特别 挑选 的 (4.67) 的 一 个 特 解 的 线性 组 合 ,一 切 条 件 均 加 在 (4.67) 的 这 个 特 解 
上 .例如 要 求 它 抵消 掉 (4.23) 原 来 特 解 中 的 虚 部 并 使 到 加 所 得 满足 给 定 的 边 条 件 . 
由 于 j, 是 实 的 , 若 (4.23) 原 来 的 特 解 是 复 的 ， 

A= Ai+iA,, 
A1 和 和, 均 为 实 矢量 ,代入 (4.23) 并 要 求 左 右 两 边 的 实 部 和 虚 部 分 别 相 等 ,得 


(4.68) 


V’*A, — 


虚 部 A, 满足 齐 次 方程 (4.67) ,因此 可 由 其 特 解 抵消 . 至 于 边 条 件 , 将 (4. 23) 原 来 
特 解 在 边界 上 的 值 和 微 商 从 边 条 件 中 扣除 后 便 得 齐 次 方程 (4.67) 的 解 的 边 条 件 . 

这 一 切 自然 都 可 在 广义 坐标 系 [q;(k,z)] 中 实现 . 现 要 求 的 是 (4.66) 的 一 个 
特 解 , 它 要 使 4 为 实 矢 量 且 满足 给 定 的 边 条 件 . (4.66) 的 通 解 也 可 表 为 它 的 任 一 
特 解 与 它 的 齐 次 方程 

qi(k,t)+ wgqi(k,t)=0 (4.69) 

的 通 解 的 线性 组 合 . 所 要 求 的 (4.66) 的 那个 特 解 便 可 表 为 随意 求 得 的 它 的 一 个 特 
解 与 特别 挑选 的 (4.69) 的 一 个 特 解 的 线性 组 合 .一 切 条 件 均 加 在 (4.69) 的 这 个 特 
解 上 .将 (4.47) 代 和 人 (4.40) 后 在 两 边 取 复 共 生 得 


A*(r,t) 0 qr (Kk,t)e: (k)e dk 


a De (kst)e:(— Kk)e rp 


~ (27)3 

-| > q* (— Kk,t)e,(k)er'"dk. (4.70) 
A(r,i) 为 实 天 量 意 即 A* (r,t)= A(r,z), 由 此 式 知 

qi (Kk,t) = q;(— Kk,t). (4.71) 


同 理 ,j, 为 实 和 拓 量 要 求 
ji (Kk,t) = ji(—k,z). (4.72) 
*。 127 。 


此 式 保证 (4.66) 有 满足 实 条 件 (4.71) 的 解 .将 此 二 式 代 和 (4.63) 得 
- ee EE — wgq? (k,t)g(k,z)] 


(4.73) 
+ jt (kst) gi(k,t)| dk 一 村 | A Dor ,ayay” 
4nc | 六 一 六 | 
$4.3 ”电磁场 的 哈密 顿 量 与 电磁 能 量 
作 广 义 坐 标 变 换 
Ek,t) = Tak t). (4.74) 
相应 的 广义 速度 为 
E(kst) = 二 (人 (4.75) 
拉 格 朗 日 量 (4.63) 用 它们 表 出 为 
L = SIEGE DE ks) 2h) kt)] 
(4.76) 
+ (ED kt)| dk | A yay’, 
4nc | 太一 | 
其 中 
i(k,t) = CD ~ (4.77) 


在 每 一 固定 时 刻 将 E(k,zt) 和 &,(k,z) 当 作 彼 此 独立 的 变量 .由 变 分 5&,(k,zt) 引 起 
L 的 变 分 


2 
SL = | Dé ,86 (kg. (4.78) 
因此 得 变 分 商 
二 (人 一 (一 k,t). (4.79) 
同 理 可 得 
OL Ek) + kt) (4.80) 
Se (Ki) Ww Si; 9 《; 9 。 。 


运动 方程 (4.66) 可 用 这 套 坐 标 表 为 
E(k) + oIE(Kt) = Lk,t). (4.81) 
《 


将 天 换 成 -大 ,利用 (4.79) 和 (4.80) 可 将 此 式 表 为 
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dd 6L 86L | 
dt BE(Kst) BER) = 0 (4.82) 


这 是 以 连续 变量 作 坐 标 标号 的 拉 格 朗 日 方程 .定义 


(kt) = EE (4.83) 
为 与 广义 坐标 必 (K, 引 正则 共 叔 的 广义 动量 . (4.79) 表 明 
mk,t) = eé(—k,t). (4.84) 
构造 哈密 顿 量 
H 一 | DEC nk tk L 
并 将 其 中 的 广义 速度 & 按 (4.84) 用 六 消去 ,得 
H= [zwdt t)7:(—k, 让 + w E(k,t)E(— k,z) 
(4.85) 
~ &(kst)a(— kt) | kt+ $| er gyay 
4nc | 六 一 六 | 
显然 有 
SH 1 
Sn:(k,t) 一 ek,t), 
ERT = ko 和 (一 天 ti) 一 (一 大) 
由 (4.84) (4.81) 和 此 二 式 知 
。 dH 
E(k,t) = ym ni(k,t) Sy (4.86) 


这 正 是 电磁 场 的 哈密 顿 正则 方程 .一 个 电磁 场 量 可 以 通过 与 广义 坐标 和 广义 动 
量 的 关系 与 时 间 有 关 , 也 可 直接 与 时 间 有 关 .不 通过 广义 坐标 和 广义 动量 而 与 时 间 
直接 有 关 称 显 含 时 间 . 这 种 与 时 间 的 显 含 关系 用 偏 微 商人 7 表示. 于 是 场 量 下 对 时 
间 的 全 微 商 为 


._ dF 
“二 da + | > [se Sk, ,D+ hk t) | Ek 
aF [< 8F 6H 6F 8H 
of | > [sas £) Sn(k,t) dn(k,t) 85 (大 ， sk dk. 
定义 
_fN[ or SF: cl SF >， 
[Pipl = | > 80 mle) mC) BOR) [dk (4.87) 


为 两 个 场 量 FF 和 开 的 泊 松 括号 ,上 式 可 表 为 
- +[F,H]. (4.88) 
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按 定 义 (4.87) ,一 个 量 与 自己 的 泊 松 括号 显然 为 零 .可 见 LH,Hj]=0， 


,9H 
H = 37 (4.89) 


哈密 顿 量 只 通过 显 含 途径 与 时 间 有 关 , 不 显 含 时 间 的 哈密 顿 量 守 恒 ,而 这 种 守恒 的 
哈密 顿 量 便 称 为 系统 的 能 量 . (4. 85) 表 明 , 电 磁场 的 哈密 顿 量 只 在 电荷 密度 o 和 
电流 密度 j 与 时 间 有 关 的 条 件 下 显 含 时 间 . 在 电荷 密度 po 和 电流 密度 j 均 不 随时 
间 变 化 的 情形 中 电磁 场 的 哈密 顿 量 成 为 守恒 能 量 .这 就 是 电磁 能 , 它 包括 电磁 场 能 
和 电磁 场 与 电 奏 电流 分 布 的 作用 能 .如 果 电 荷 电 流 分 布 随时 间 变 化 ,就 不 存在 单独 
守恒 的 电磁 能 .在 此 情况 下 要 考虑 电荷 电流 分 布 随 时 间 变 化 的 动力 学 ,建立 包括 电 
磁场 和 电荷 电流 在 内 的 总 动力 学 系统 的 哈密 顿 量 .在 这 个 总 系统 为 保守 系 , 喻 密 顿 
量 不 显 含 时 间 的 条 件 下 ,总 系统 的 哈密 顿 量 成 为 它 的 守恒 能 
设 电荷 电流 分 布 不 随时 间 变 化 ,哈密 顿 量 (4.85) 成 为 守 恒 电 磁 能 


EF -> mk mn- Kk,zt)+ Fw (kt)s(- k,) 
-E(kst)a(— Kk) | dk+ 3 je dd (4.90) 
用 (4.84)、(4.74)、(4.75) 和 (4.77) 可 将 此 式 表 为 
£ -> S[k k,t) + wgqi(k,t)gqi(— k,t)] 
-g(t)j(— Kk) dp + 二 | P(r)olr) yyay. (4.91) 


4n¢c|r—r | 
再 用 (4.47)、(4.42)、(4.40)、(4.49)、(4.64) 和 (4.61) 又 可 将 它 表 为 
E -| | <( 关 ) + (Vx 4)2 |- A jdy 
+ 二 | Dot) wa (4.92) 


4rec |r 


(1.126) 表 明 库 仑 规范 下 静止 电荷 分 布 产生 的 标 势 不 随 时 间 变 化 , 按 (1.131) 在 此 
条 件 之 下 纵 电 流 密度 j=0, 按 (1. 128) 
了 = 了. (4.93 ) 
将 此 式 与 (4.28)、(1.96)、(1.47) 一 起 代入 上 式 得 
FE = 二 | (@， “D+ XR.)dY— |a 。 jdY 
| pr)p(r ) pyay’, (4.94) 
4nc | 六 一 7 | 

其 中 9,=6 ;为 横 电 位 移 矢 量 . 此 式 中 的 末 项 


1 (r)p( -1 
El= | dydy = 二 | Cr)o(r)dy 
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-- 卫 [edr)v3#(r)dy= 二 [ev $day 


= 广 | 81 DdY (4.95) 

为 纵 场 能 量 ,其 中 9 二 ce6 为 纵 电 位 移 和 拓 量 .此 式 第 三 等 号 处 将 部 分 积分 积 得 的 无 
穷 远 处 表面 积分 置 零 隐 含 了 电荷 只 分 布 于 有 限 区 域 的 假定 .而 

|e: @1dY = | 弹 . vdy=-| 2 Aygy=0 (4.96) 


第 二 等 号 处 将 部 分 积分 积 得 的 无 穷 远 处 表面 积分 置 零 则 是 由 于 周期 性 边 条 件 .由 
此 又 可 得 


|e: ody=|(e. 941lg.9+2c8.6)dy 


=|(e. 9 .+ 6. 9)dY (4.97) 
由 此 式 和 (4.95) 可 将 (4.94) 改 写 为 
E=3|(6.9+%. 8)d/- |A jd (4.98) 


它 表明 电磁 能 包括 电磁 场 能 , 即 右边 第 一 项 ,和 电磁 矢 势 与 电流 密度 的 相互 作用 
能 , 即 右边 第 二 项 .值得 注意 的 是 电场 能 少 | 8. 9dy 中 已 含 电 场 与 电荷 的 作用 能 ， 
这 就 是 其 中 的 纵 场 能 (4.95) .在 静电 问题 中 4 与 时 间 无 关 ,6 ,=0, 纵 场 能 El 就 是 
静电 能 .这 正 是 §2.4 讨论 静电 能 和 静电 作用 的 出 发 点 .而 磁场 能 才 | ze. gdy 却 不 
是 磁 能 的 全 部 ,在 它 之 外 还 有 磁 作 用 能 - | 4. jdY. 在 静 磁 条 件 下 可 用 (3.1) 第 二 
式 将 此 二 项 合并 为 磁 能 

En =$| z. gay- |A .jay 


= 并 x. gdy- |A ‘Vx Kd 
. = 二 | By- |(v x A). Xd/ 


=- 了 |%: BdY. (4.99) 

与 磁场 能 恰 反 号 .第 二 等 号 处 将 部 分 积分 积 得 的 无 穷 远 处 表面 积分 置 零 隐 舍 了 产 
生 磁场 的 电流 只 分 布 在 有 限 区 域 的 假定 . 此 式 也 可 表 为 

|4 .7ay= | .say (4.100) 


E, =-— 二 |4 .jdY (4.101) 
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有 了 此 式 便 可 模仿 $2.4 推导 静电 作用 能 的 办 法 推导 静 磁 作用 能 . 设 有 两 个 彼此 
分 开 的 电流 密度 分 布 j1(r) 和 js(r), 它 们 分 别 产 生 矢 势 A1(r) 和 A2(r). 对 由 它 
们 组 成 的 总 系统 而 言 , 电 流 密度 矢量 和 矢 势 分 别 为 


Cr) = ji(r) + jo(r), 
! "1 (4.102) 
A(r) = Ai(r) + A,(r). 
有 磁 能 
FE, 一 一 |4 。 jdY = Ei 十 EF, 十 V,，, (4. 103) 
1 ， 1 ， 
Ei 一 一 a 。 71dY， FE, 一 一 二 | 4。 。 J2dY (4.104) 
1 ， 1 ， 
V =-— 寺 | 4， 。 72dyY 一 二 | 4。 。 JidY. (4.105) 


从 总 磁 能 E, 中 扣除 两 个 电流 分 布 各 自 的 磁 能 El 和 E, 后 剩 下 的 V 便 是 两 个 电 
流 分 布 的 相互 作用 磁 能 .利用 (3.21) 并 作 两 次 部 分 积分 ,将 积 出 的 无 穷 远 处 表面 积 
分 置 零 后 得 


| 4 ° J2dY = 一 二 4， 。 VdY = 一 二 | Ca) ° Adf 


-| .47dY (4.106) 
可 见 
V =- |4i jodf=— | * 42dY (4.107) 
为 简化 书写 , 略 去 下 标 1 和 2, 将 此 式 表 为 
V =--|; . AdY. (4.108) 


只 要 将 它 理解 为 一 个 电流 密度 分 布 j 与 男 一 个 电流 分 布 产生 的 静 磁 矢 势 A 的 作 
用 能 即 可 .对 j 而 言 4 表示 的 是 外 磁场 . 若 j 分 布 在 一 无 穷 小 区 域内 ,形成 一 电流 
强度 为 了 的 电流 圈 , 则 

V=-IhA.d=-1|g.ds =-g.h, (4.109) 


其 中 
AM= Is (4.110) 
为 电流 分 布 的 磁 偶 极 矩 ,s 为 电流 包围 的 无 穷 小 面积 矢量 . (4.109) 正 是 (3.54). 
这 三 节 的 分 析 展 示 了 电磁 场 的 动力 学 与 力学 系统 的 动力 学 的 一 致 .这 种 一 致 
表现 了 自然 规律 的 统一 与 和 谐 , 使 人 们 可 以 从 一 统一 的 高 度 俯视 各 具体 领域 的 具 
体 规律 与 现象 ,并 可 借用 一 个 领域 已 发 展 成 熟 的 方法 处 理 男 一 领域 中 的 问题 . 
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$4.4 广义 洛 伦 兹 规范 ,波动 方程 与 交 姆 霍 兹 “方程 ， 
格林 孙 数 ,推迟 势 与 超前 势 ,电磁 波 辐射 


称 条 件 (1.108) 规 定 的 规范 为 广义 洛 伦 兹 规范 ,其 中 电磁 场 的 动力 学 表现 为 波 
动 方 程 


vy =- 0， (4.111) 
V24 - 古 S =- (4.112) 
这 就 是 (1.109) 和 (1.110), 总 共有 四 个 分 量 方程 .它们 显然 是 彼此 独立 的 ,可 分 别 
求解 .用 罗 (7,t) 表 未 知 函 数 ($, 和 4) 中 的 任 一 分 量 ,(7,:) 表 源 |, 才 | 中 的 相应 
分 量 ,这 四 个 分 量 方程 可 统一 写 为 
vilr,t) — So = S(r,1). (4.113) 
这 便 是 波动 方程 的 一 般 形 式 . 为 解 此 方程 先 作 傅 里 叶 分 解 
vr,t) = 下 | eey(o,r)dw， (4.114) 
a(r,t) = 寺 | ee(osr)do (4.115) 
代入 (4.21) 得 
站 ew[vY(w,7) + ky(w,r)ldw = 一 LT| ee(w,r)do, 
(4.116) 
其 中 
k= . (4.117) 
由 于 对 不 同 w,e- 忆 作为 + 的 函数 彼此 线性 无 关 ,对 每 一 角 频 率 w 上 式 都 给 出 
Vy(r)+ ky(r) =— é(r). (4.118) 


在 此 式 中 w 既 一 定 就 没有 必要 标明 它 是 y 和 & 的 一 个 自 变 量 . (4.118) 是 非 齐 次 
交 姆 霍 效 方程 ,在 这 里 它 是 具有 一 定 频率 的 波 方程 ,Jy(r) 为 未 知 场 函 数 ,&(r ) 为 给 
定 源 函数 . 为 解 此 方程 先 求 它 的 格林 函数 g(r 一 x ), 即 解 点 源 的 交 姆 霍 效 方程 

Voy(r —r)+hk’g(r—r)=-6(r-r’). (4.119) 
由 于 平移 对 称 ,实际 只 需 解 r=0 的 情形 , 即 解 原点 处 点 源 的 交 姆 霍 效 方程 
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V 多 (r)+R2g(r) =— 6(r). (4.120) 
由 泊 松 方程 的 格林 也 数 (2.28) 可 猜测 此 处 的 格林 函数 .例如 可 猜测 


+tikr 
g(r) = 4 (4.121) 
按 莱 布 尼 医 0 规则 
v2 二 e+ikr Vv2 1 十 2(V etw) 。 (Va)+ 1 VY Zetikr (4 122) 
477 4nr 4nr 47nr 7 
其 中 
etiz V2 = etira(r) =— d(r), (4.123) 
. etikr 
2(V etir) . ?i )= 2ik 全 (4.124) 
1 2 +ikr _ 1 。 | 。 +ikr £_ 
7 ve (+ ik)e r 冶 
-12s +2 和 5 (4.125 
= 一 A 4 ik 4 . ) 
可 见 
4rr (六 一 4T77 ” 


(4.121) 和 定义 的 g(r) 确 实 是 (4. 120) 的 解 .这样 便 找 到 了 非 齐 次 北 姆 霍 效 方程 
(4.118) 的 两 个 线性 独立 的 格林 也 数 


eiklr—r | 
g+(r—-r)= 村 17 二 7 (4.127 ) 
和 
@- 记 Ir~r | 
g- (rr ) = rT (4.128) 
它们 都 满足 (4.119), 即 
Vigr (r—r)+hkgr(r-r)=- (rr). (4.129) 
方程 (4.118) 便 也 有 两 个 线性 独立 的 解 
js (r) = | ir ri (4.130) 
p(n) = | ie er) dy (4.131) 


对 的 体积 分 遍及 源 E(x ) 非 零 的 空间 .将 V+ CA 114) 右 边 的 y(w,r) 并 
将 其 中 的 E(r) 重 新 写 为 E(w,r), 用 (4.115) 和 (4.117) 得 


一 | | -iw(t-le—r1) / 
0 一 2 村 Tr 二 产 门 -。 “or )do 
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-| rir-rl qd (4.132) 


它 满足 波动 方程 (4.113) , 即 
1 a, (r,) 
2 


vv, (r,£) — -2 了 3 = SS(r,t). (4.133) 


在 这 个 解 中 点 上 时 刻 的 场 值 与 点: -上 "时刻 的 源 值 相 联系 ,表明 源 的 读 


号 以 速度 w 从 点 传 到 7 点 .结果 的 时 刻 比 原因 的 时 刻 迟 了 一 段 时 间 世 二 一 ,这 
个 解 亚 ; (r,t) 因 而 称 为 波动 方程 (4.113) 的 推迟 解 .在 这 里 号 确实 表示 波源 ,是 
形成 波 的 原因 ,而 波 亚 的 出 现 则 是 结果 .将 Jy_(r) 代 入 (4.114) 右 边 的 y(w,r) 并 
将 其 中 的 &(7) 重 新 写 为 E(w,r), 用 (4.115) 和 (4.117) 得 


1 dr Liv (+i , 
Ww- (r,1) = 江 | 4T | 六 一 产 | (" " )s(o,r )do 


-| 4r | Fr 
它 也 满足 波动 方程 (4. 113), 即 
1 FV (r,t) 
2 


Vy_ (划一 了 322 =— ES(r,t). (4.135) 


在 这 个 解 中 点 + 时 刻 的 场 值 与 点: =++ 上 一 时刻 的 “ 源 " 值 相 联 系 .1 > 
表示 较 早 的 场 与 较 晚 的 “ 源 " 相 联系 ,可 见 场 是 因 ,“ 源 "是 果 , 场 讯号 以 速度 w 从 7 
点 传 到 “ 源 "所 在 的 点.“ 源 "在 这 里 是 场 的 吸收 体 而 不 是 发 射 体 ,可 以 理解 为 负 
源 .这 就 是 在 这 个 源 字 上 加 引号 的 缘故 .这 一 因果 联系 中 场 既 在 先 ,更 - (r,z) 便 称 
为 波动 方程 (4.113) 的 超前 解 .超前 解 表示 波 的 吸收 过 程 . 固定 波源 分 布 及 其 随时 
间 变 化 的 条 件 下 ,波动 方程 的 超前 解 表示 达到 给 定 吸 收效 果 所 需要 的 波 场 分 布 及 
其 随时 间 的 变化 . 实际 中 提 的 不 是 这 种 问题 ,超前 解 便 派 不 上 用 场 .相反 ,推迟 解 表 
示 给 定 波源 产生 的 波 场 , 正 是 实际 中 要 解决 的 问题. 推迟 解 便 常 被 用 到 ， 
回 到 电磁 场 问题. 波动 方程 (4.111)、(4.112) 的 推迟 解 为 


dyY. (4.134) 


/ | 六 
plr',t— 


yl 
tr = | 一 (4.136) 


j{ r,t- | 7 一- 
A(r,t) = | 1 (4.137) 


Ir-r | 
称 为 推迟 势 .由 于 经 常用 的 就 是 推迟 势 , 下 标 + ' 已 省 去 .(4.111)、(4.112) 还 有 超 
前 解 
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Le 十- 一 ) ， 
p_(r, £) = | (4.138) 


| 六 一 产 | 


A + 一 ) 
A (r, t) = pr (4.139) 


[六 一 六 | 

称 为 超前 势 ,不 过 很 少 用 到 . 用 分 部 积分 可 愉 连 续 性 方程 (1 31) 和 关系 (1.87) 证 
明 ,无 论 推迟 势 (4.136)、(4.137) 还 是 超前 势 (4.138)、(4. 139) ,都 满足 广义 洛 伦 效 
规范 条 件 (1.108). 考 虑 一 个 原先 没有 电磁 场 的 空间 .由 于 自然 或 人 为 的 原因 在 其 
中 激发 起 随时 间 变 化 的 电荷 电流 分 布 . 按 (4.136) 和 (4.137) ,在 这 个 电 符 电流 分 布 
的 周围 会 产生 随时 间 变 化 的 标 势 %(r,z) 和 矢 势 4(r,zi), 从 而 按 (1.100) 和 
(1.96) 产 生 电 场 和 磁场 .这 电磁 场 还 会 向 四 周 以 速度 x 扩展 .由 》$1.4 的 分 析 知 ， 
在 脱离 电荷 电流 分 布 这 个 源 后 ,电磁 场 自身 将 以 波 的 形式 传播 . 以 速度 x 癌 四 周 
扩展 的 乃 是 电荷 电流 分 布 这 个 源 发 射 的 电磁 波 .这 就 是 电磁 波 的 辐射 .人 们 总 在 离 
波源 很 远 的 地 方 考察 电磁 波 .考察 的 位 置 与 波源 的 距离 比 波源 本 二 的 尺度 大 得 多 ， 
可 视 为 无 穷 远 .或 者 说 波源 在 考察 处 看 来 可 视 为 一 无 穷 小 区 域 , 乃 致 可 当 作 点 源 . 
这 使 (4.136) 和 (4.137) 右 边 被 积 函 数 非 零 的 区 域 中 ”< 入, 从 而 


4 4 4 
1r 一 天 1=Vr+r2-2rr=> 
4 
人 7 一 fr0。7 Nr, 


其 中 ro 二 二 为 r 方向 的 单位 矢量 . (4.136) 和 (4.137) 分 别 成 为 


$(r,t) = 下 or 一) (4.141) 
A(r,t) = |j[r’ ,tT 一 jdy， (4.142) 
4nr & 


它们 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 以 波源 为 心 作 一 半径 一 co 的 球面 .定义 单位 时 间 流 出 此 
球面 的 电磁 波 能 量 为 单位 时 间 波 源 辐射 的 电磁 波 能 量 . 它 应 等 于 (1.233) 和 定义 的 坡 
印 亭 矢量 $S 在 此 球面 上 的 面积 分 

J= s+.ds = 中 S .rods， (4.143) 
称 为 辐射 强度 . ~ 一 co 的 球 表面 积 以 x* 的 方式 趋 于 无 穷 ,(1.233) 表 明 只 有 6 和 光 


中 二 的 一 次 宕 项 对 .45 有 非 零 贡献 ,二 的 任何 高 次 寡 项 对 5 的 贡献 为 零 . 另 一 方面 ， 
按 (1.100) 
@(r,t) = r,t) + r,t), (4.144) 


5 -_ 34A 


97 ， (4.145) 
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6@,=— Yo$. (4.146) 
在 无 穷 远 处 ,到 二 的 一 次 守 


Er,i) = 一 -0 jrj (4.147) 


4Tcz7- 

汽 径 向 .由 (1.233) 知 它 对 $S 的 贡献 必 垂 直 于 径 向 ,因而 按 (4.143) 对 .4 的 贡献 为 
零 .于 是 

上 = 中 si ds, (4.148) 

Si1 = G1XX. (4.149) 
Si 只 与 天 势 A 有 关 , 因 而 只 与 电流 密度 矢量 j 有 关 . 

设 电流 密度 矢量 作 角 频率 为 w 的 简 谐 振动 ， 
j(r,t) = j(r)e'™ 二 7 大 (r)ece. (4.150) 

为 节省 符号 ,将 一 个 量 和 它 的 时 间 健 里 叶 展 开 系 数 用 同一 符号 表示 .相应 地 将 矢 势 
写 为 


A(r,t) = A(r)e +A’*(r)e”. (4.151) 
将 此 二 式 分 别 代 入 (4.112) 两 边 , 得 非 齐 次 交 姆 霍 效 方程 
VA(r)+k*A(r) =- yi(r), (4.152) 
k 仍 由 (4.117) 定 义 .用 推迟 格林 了 荫 数 (4.127) 得 推迟 解 
A(r)= yr 人 jr )dY (4.153) 
由 (4.140) 知 它 在 无 穷 远 处 的 渐 近 形式 
A(r) = EO ej(r) dy, (4.154) 
其 中 
k = kro. (4.155) 
将 与 矢 势 4 相关 的 电场 强度 和 磁场 强度 分 别 写 为 
@1(r,t) 一 CEi(r)ew + @7(r)e”, (4.156) 
Kr,t) = Kr) +HR(r)er. (4.157) 
由 (4.145)、(1.96) 和 (4.154) 分 别 得 无 穷 远 处 
G(r) = iwA(r) = i 妈 守 J (4.158) 
Xr) = vxA(r) -ir xg, (4.159) 
其 中 
J= |ewrj(r)ay (4.160) 
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为 Jr) 的 空间 傅 里 叶 分 解 系数 .将 (4.1$6) 和 (4.1$7) 代 回 (4. 149) ,再 将 所 得 S$ 
代 回 (4.148) 得 


7= 中 [ei(r) X3(r)] .dse “+ 中 [etr) xR*(r)] .ds 


+ pLerCr) x Rr)] .ds+ 中 [ef(r) x Rr)] .dsezio， 
(4.161) 
积分 在 以 源 为 心 的 无 穷 大 球 表面 上 进行 .此 式 右边 首 末 两 项 含 随 时 间 简 谐 变化 的 
因子 ,时间 平均 为 零 . 时 间 平 均 辆 射 强度 遂 为 
J = . [@(r) XHR(r)+@r(r) XH(r)] :ds 


= PG (ro Xf) x(roxA] ds 


= hb [2 “Sro—- (Fro)g” 一 ro)5 rods 


-人 056- ro dn, (4.162 ) 
其 中 用 到 ds = xr*dQ ,dQ 为 立体 角 元 ,最 右边 要 做 的 是 一 个 4r 立体 角 积 分 .为 做 
出 这 个 积分 要 知道 4 与 方位 角 的 关系 , 它 表现 在 (4. 160) 积 分 号 下 的 大 中, 按 
(4.155), 它 与 ro 有 关 . 


34.5 电 偶 极 辐射 , 磁 偶 极 辐射 , 电 四 极 辐 射 ， 


电磁 辐射 的 多 极 分 类 
(4.156) 和 (4.157) 表 明 电磁 波 的 频率 就 是 波源 振动 的 频率 
y= 7， (4.163) 
它 的 波长 为 
A = 世 = A = 4 全. (4.164) 


(4.160) 右 边 积 分 的 区 域 实际 只 是 j(r) 显 著 不 为 零 的 区 域 , 即 波源 所 占 的 空间 .和 若 
此 区 域 的 尺度 ao 比 波长 小 得 多 ， 


a0 之 A， (4.165) 
则 在 积分 区 域内 
|Ik:.r|< kao < kA = 2x. 
在 长 波 极 限 下 


Aao 一 0， (4.166) 


积分 区 域内 便 可 置 e “=1, 从 而 有 
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A= Jira (4.167) 
按 (1.183) 
JiCr,t)dy=|p(r,t) v (r,t)dY= | vdg 


=|idg = 号 | rd = 一 呈 | edv = 二 9 ， . (4.168) 
其 中 dg 圭 pdY 为 电荷 元 ,wv 为 一 固定 电荷 元 的 速度 ,r 则 为 此 电 奏 元 的 径 和 拓 量 . 末 
一 等 号 处 用 了 电 偶 极 矩 多 的 定义 (2.47). 在 电荷 电 流 系统 作 简 谐振 动 的 情况 下 电 
偶 极 矩 也 作 简 谐振 动 ， 
PB(1) = Pw)e + (ww)e", (4.169) 
PB(1) = ivP(w)e i + iv *(w)e”. (4.170) 
将 (4.150) 和 此 式 分 别 代 到 (4.168) 两 边 得 


Jide 十 | *(r)dYyew =— iw(w)e +iw’*(w)e™. 


可 见 
7)ay= -iog(w)， (4.171) 
代入 (4.167) ,再 将 所 得 的 8 代入 (4.162) 得 
f= | FP(w) |* -19(w). ro I*]dQ. (4.172) 
将 复 矢 量 分 解 为 实 部 和 虚 部 的 至 加 ， 
9(o) = FI + i,,， (4.173) 
| 与 9, 为 实 和 失 量 .显然 
1 9(w0) 1 = (vw). (wv) = BI+ FS, (4.174) 
| B(w) .ro 上 = Bi ro t+ i ro | = (BI ro) + (Py ro)’; 
(4.175) 
由 于 多 (w) 只 与 波源 有 关 而 与 所 考察 的 方向 ro 无 关 
| [8(o) 12d2 = 4x 1 9(w) 1’, (4.176) 
| (8. )2d0 = | "a | 2gsingdb = 4 8? 
于 1 no 一 0 9 1 COS sin 3 1 ， 
(4.177) 
| (98 ro) dQ = Tg3 
4n 
| 9(w) .ril2d0 = 1 gv) 12， (4.178) 
因此 
- ww4 CO le 
了 = 19( 了 w) |? = | (wm) 1*. (4.179) 
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长 波 极限 下 时 间 平 均 辐 射 强度 由 电磁 波源 电 偶 极 和 矩 振 动 的 伍 里 叶 分 量 决定 .这 种 
辐射 因而 称 为 电 偶 极 辐射 . 在 真空 中 (4.179) 成 为 
f= Me | g(w) 12， (4.180) 
3¢0c 
将 (4.173) 代 入 (4.169) 得 
P(t1) = 2 Prcos(wt) + 2 PF, sin( wt), (4.181) 
表明 电 偶 极 矩 在 98; 与 9, 组 成 的 平面 内 变化 ,这 个 平面 称 为 波源 的 偏振 平面 . 蔡 多 1 
与 9, 共 线 , 必 可 将 它们 表 为 


91 = Po sin 6, 9, = Po cos9 ， (4.182) 
90 为 常 实 天 量 ,6 为 实 和 常数 .代入 (4.181) 
FB(1) = 2 Posin(wt 二 9)， (4.183) 


电 偶 极 矩 沿 一 直线 方向 作 简 谐 振动 , 称 为 线 偏 振 . 若 多 1 与 ,不 共 线 ,多 ,党 反 时 针 
方向 与 9; 的 夹 角 B80,7#, 则 可 在 波源 偏振 平面 内 任 取 互相 垂直 的 两 个 方向 作 z 
轴 和 y 轴 ,y 轴 沿 反 时 针 方 向 与 x 轴 夹 角 90". 用 a 表示 多 1 与 z 轴 的 夹 角 , 电 偶 极 
和 矩 (4.181) 在 此 二 轴 上 的 投影 分 别 为 
9.() = 2R eosacos(wt) + 2Deos(a + B)sin( wt), | 
(4.184) 
P(t) = 2Rsinacos( wt) + 29sin(a + PB)sin( wt). 
定义 
a cos61 二 2 人 Ncosa,， asin$] 三 — 2cos(a + p), 
psin0> 三 2 绥 Sina ， becos6, = 2%sin(a + B), | (4.185) 
可 将 (4.184) 表 为 
P(t) = acos(wt + 61), | 
(4.186 ) 


F(z) = bsin(wt + 6,). 


由 (4. 185) 解 得 
多 cos(a + B) 级 sina 


(4.187) 
tand! = tand,, (4.188 ) 


| sin2a) in) 
sinl2(a +p6)] sin(2a)cos(28) + cos(2a)sin(2p8) 


___ tanQa) 
sin(28) + cos(28)tan(2a) 


sin(2 


___ sin(28) 
tnt2a) = ( 夯 / 侈 )? + cos(28) 


(4.189) 
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此 式 规定 了 a ,从 而 规定 了 z 轴 相 对 多 1 的 取向 . 按 此 规定 取 z 轴 可 使 (4.188) 成 
立 , 在 0 二 6, 一 61<2x 的 区 间 内 给 出 相 角 关系 6, = 561 或 6,=61+x.(4.186) 因 而 
可 写成 
F(t1) = acos(wt + 51), 
| (4.190) 


F(t) = bsin(wt + 61). 


在 6,=61+x 的 情形 中 ,此 式 的 5 与 (4.186) 的 5 反 号 .改变 计时 的 起 点 ,将 ++ 呈 
改 记 为 1, 此 式 又 可 改写 为 

P(t) = acos(wt), P(t) = bsin(wt). (4.191) 
这 表明 可 重新 将 多 ! 和 多 ,定义 成 互相 垂直 的 矢量 , 令 它 们 分 别 沿 按 上 述 规定 选取 
的 zx 轴 和 >y 轴 , 同 时 保持 (4.181) 成 立 . 电 偶 极 矩 的 傅 里 叶 分量 也 可 用 这 样 重 新 定 
义 的 实 矢量 9 1 与 9, 按 (4.173) 表 达 . 或 者 说 它 按 (4.173) 表 达 的 实 部 | 和 虚 部 
9 可 取 为 互相 垂直 的 两 个 实 矢 量 . 对 互相 垂直 的 9, 和 儿 , (4.181) 表 示 的 电 偶 极 算 
矢量 的 末端 描绘 出 一 个 半 轴 分 别 为 2 和 2 多 的 椭圆 ,从 多 | 方向 转 90' 到 多 , 方 
向 ,再 转 270" 回 到 | 方向 .这 种 电 偶 极 振动 称 为 椭圆 偏振 .对 色 = 钨 的 情形 则 为 
圆 偏振 , 若 多 与 9, 中 有 一 个 为 零 则 为 线 偏振 .以 下 恒 将 (4.173) 中 的 多 1 与 9, 取 成 
互相 垂直 的 矢量 ,其 中 一 个 可 以 为 零 . 这 便 是 最 普遍 的 情形 . 

由 (4.156) 一 (4.159),(4.167),(4.171) 和 (4.173) 得 电 偶 极 辐射 中 


@1(r) = tw (gi+ i9,) , (4.192) 
X%(r) = 他 2 x (9 + i ), (4.193) 
@1(r,t) = be [gcos(kr — ot) - Pasin(kr - wt)]) (4.194) 
NX(r,t) = 知 二 [(ro x 91 )oos(kr — at) — (ro X F, )sin(kr — oxt )]. 

(4.195) 


它们 表示 的 是 球面 波 .但 在 无 穷 远 处 看 ,在 尺度 与 趋 于 无 穷 大 的 x 相 比 可 以 忽略 
的 范围 内 ,可 将 它们 当 作 沿 径 向 传播 的 平面 波 .由 $1.4 知 ,脱离 波源 自由 传播 的 
平面 波 为 槛 波 , 电 场 强度 与 磁场 强度 均 垂 直 于 传播 方向 .在 这 里 意 即 只 有 垂直 于 径 
回 的 电场 强度 与 磁场 强度 才能 沿 径 向 传播 . (4.193) 和 (4.195) 表 示 的 磁场 强度 已 
垂直 于 径 回 .(4.192) 和 (4.194) 表 示 的 电场 强度 中 垂直 径 向 的 部 分 为 


60r) = [Pi ro(ro:gi)+i[ga-ro(ro Fa)]|, (4.196) 


BE; (rt) -学 工 [[9;- ro(ro * 1 ) Jeos(kr — wt) 


— [9,— ro(ro “ 9) ) Jsin(kr — wt)|, (4.197) 
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下 标 上 表示 这 是 垂直 径 向 的 横 电 场 .(4.195) 和 (4.197) 表 示 了 无 穷 远 处 沿 径 向 传 
播 的 电磁 波 的 偏振 情况 .在 空间 一 点 看 ,电场 强度 和 磁场 强度 均 作 椭圆 偏振 ,在 特 
殊 情 形 中 可 虹 化 为 圆 偏振 或 线 偏 振 . 
无 穷 远 处 沿 径 癌 传播 的 电磁 波 单位 时 间 内 向 dQ 立体 角 发 出 的 能 量 为 
dF= [@1 (r,t) XHR(r,t)) : ror’dQ. 
将 (4.194) 和 (4.195) 代 入 此 式 后 在 一 周期 中 作 时 间 平 均 . 由 


27 
| "cs(ur — wt )sin(kr — wt )dt = 0,， 


2 2x 
2 ， cos (kr — wt)dt = 二 |， cos: Edé = 广 ， 
2 Li 
| sin’ (kr — wt)dt = 二 sin’ £dé = py 
以 及 (4.174) 和 (4.175) 得 时 间 平 均 微分 强度 


cl 98(o) | -1 P(w): ro lldn. (4.198) 


它 表示 电 侦 极 辐 射 中 电磁 波 能 量 发 射 随 方向 的 变化 .与 (4.172) 比 较 知 它 的 4x 立 
体 角 积分 就 是 时 间 平 均 辐射 强度 (4.179). 
将 (4.160) 被 积 函 数 中 的 指数 因子 展 成 kr 的 震级 数 ， 
er=1-ik.r-— (kr) 十 … 十 Cr +…， (4.199) 


取 到 零 次 宕 ,e “1, 便 导致 (4.167) 及 其 以 下 的 电 偶 极 近似 ,直到 上 段 的 末尾 . 
在 波源 扩 度 ao 与 波长 4 相 比 虽 小 却 不 可 和 忽略,k*r 便 不 可 忽略 ,要 考虑 (4.199) 
右边 的 非 零 次 医 项 . 设 取 到 一 次 寡 , 则 (4.160) 定 义 的 多 中 除 (4.167) 右 边 的 积分 外 
还 要 考虑 一 项 


££ i|k “rj(r)dY 


? 


d 万 二 


=— ke |r) tj rayt | (rr) = jCr)r) ad. (4.200) 


用 电流 密度 矢量 j(r ,z ) 代 蔡 它 的 时 间 健 里 叶 分 解 系数 j(r), 并 用 (1.183), 类 似 
(4.168) 的 推导 得 


| mr +j(rt)r)d/=| (rm (r,t) + vo (r,t)r)p(r,t)dy 
-| + Fr)dg = 4 | rda 
=£ |rmody= 20， (4.201) 


末 一 等 号 处 用 了 电 四 极 矩 的 定义 (2.49). 类 似 的 推导 还 得 到 
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3k . | rr -jj(r,t)r)dy= 方 k x |j(r,t) Xxrdy 


=— kxNM, (4.202) 
末 一 等 号 处 用 了 磁 偶 极 矩 的 定义 (3.32) .一 个 作 简 谐振 动 的 电荷 电流 分 布 , 它 的 磁 
偶 极 矩 和 电 四 极 矩 必 也 作 简 谐振 动 , 即 有 


M(t1) = MM(w)e + NM’*(w)e”, (4.203) 
Q(t1) = QO(w)e '™ + OQ*(w)e”, (4.204) 
O(1) =— iwQ(w)e i +iw0Q * (w)ei*. (4.205) 


将 (4.150) 和 此 三 式 分 别 代 入 (4.201) 和 (4.202) 的 两 边 ,注意 时 间 上 的 函数 e “ 
与 e“ 彼 此 线性 独立 ,比较 e “的 系数 得 


| GC) + jr d= 2iw0Q (w), (4.206) 
ke Cr) jr) d= kx Mo). (4.207) 

代入 (4.200) 得 
A1=- wk QO(w)+ik XAM(w). (4.208) 


将 此 式 代 入 (4.158)、(4.159) 和 (4.162) 右 边 的 4 中 会 得 到 对 发 射 到 无 穷 远 处 的 电 
磁 波 的 电场 强度 、 磁 场 强 度 和 辐射 强度 的 两 项 贡献 及 它们 之 间 的 干涉 .其 中 与 电 四 
极 矩 @ 有 关 的 贡献 称 为 电 四 极 辐射 ,与 磁 偶 极 矩 有 关 的 贡献 称 为 磁 侦 极 辐射 . 
例如 磁 偶 极 辐射 在 无 穷 远 处 的 电场 强度 和 磁场 强度 的 时 间 傅 里 叶 分 解 系数 分 别 为 


El(r) = BR ro x Mw), (4. 209) 
Xr) = 3 [Ao) -ro(ro Mw))], (4.210) 
推导 中 用 了 (4.155) 和 (4.117). 作 分 解 
Mw) = M+ i (4.211) 
.1 和 .Vs， 为 实 拓 量 . 代 入 (4.203) 得 
M(t) = 2 Micos(wt) + 2 Msin( wt). (4.212) 


模仿 (4.181) 一 (4.191) 的 讨论 知 ,可 令 AM1 与 MN; 彼 此 垂直 . (4.212) 表 示 的 便 是 半 
轴 分 别 为 2 如 和 2. 妈 的 椭圆 偏振 .在 .Wh=. 妈 的 情形 中 为 圆 偏振 ,在 如 和 . 妨 中 有 一 
个 为 零 的 条 件 下 为 线 偏振 .将 (4.211) 代 入 (4.209) 和 (4.210) ,再 将 得 到 的 8 7) 
和 Yr) 分 别 代 入 (4.156) 和 (4.157) 右 边 的 61(r) 和 2(r) ,得 磁 偶 极 辐射 在 无 
穷 远 处 的 电场 强度 和 磁场 强度 


Elr =— [rox Mi)eos(kr — wt) — (ro x ha)sin(kr — ot)]) 
(4.213). 
Xr,t) = wr- [M1 ro(ro ° M1 ) Jcos(kr — wt) 


ru 7 
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— [Ms— ro(ro. AM,) Jsin(kr — wt)!. (4.214) 
由 此 可 了 人 解 磁 偶 极 辐射 在 各 处 的 偏振 情况 . 若 电 偶 极 矩 和 电 四 极 和 矩 丝 为 零 , 则 到 
Kr 的 一 次 医 只 有 磁 偶 极 辐射 ,可 单独 求 它 的 辐射 强度 . 无穷 远 处 沿 径 向 在 dQ 立 
体 角 内 磁 偶 极 辐射 的 微分 强度 , 即 单位 时 间 内 辐射 到 dQ 立体 角 的 电磁 波 能 量 为 
dgtm = [@ (r,t) x HN, .ror2d0. (4.215) 
将 (4.213) 和 (4.214) 代 入 并 对 时 间 平 均 ,类 似 (4.198) 的 推导 得 磁 偶 极 辐 射 的 时 间 
平均 微分 强度 


dm = 本 Zp [| (wo) 12 1 Mw) .rol2d0. (4.216) 


它 表 示 出 磁 偶 极 辐射 能 量 随 方向 的 变化 .将 它 在 4r 立体 角 积 分 ,由 类 似 (4.173) 一 
(4.178) 的 关系 得 磁 偶 极 辐射 的 时 间 平 均 辐 射 强度 


£m) = Le | A(w) 12 = le | AM(w) 1“, (4.217) 
即 经 一 周期 平均 的 单位 时 间 内 磁 偶 极 辐射 能 量 . 它 与 电 偶 极 辐射 强度 的 表达 式 
(4.179) 相 似 ， 只 是 用 将 换 了 一 ,用 A (wo ) 蔡 换 了 9(o). 在 真空 中 此 式 成 为 


£ (m) = le tg | MU(w) 12. (4.218) 
依 此 类 推 ,可 考虑 展开 式 (4. oj kr 的 任 一 次 帘 的 贡献 ,并 将 这 些 贡 献 表 

成 各 种 电 多 极 矩 和 磁 多 极 矩 简 谐振 动 发 出 的 电磁 波 .一 个 数学 展开 式 转 化 成 了 对 

电磁 辐射 按 电 、 磁 多 极 矩 不 同 的 振动 模式 的 分 类 .这 便 是 电磁 辐射 的 多 极 分 类 . 


$4.6 运动 带电 粒子 的 辐射 , 李 纳 - 维 谢 尔 " 势 


$ 1.6 曾 用 洛 伦 兹 变换 讨论 过 匀速 运动 带电 粒子 的 电磁 场 . 本 市 讨论 任意 运 

动 带 电 粒 子 的 电磁 场 . 设 带电 粒子 可 视 为 质点 ,电荷 为 g ,轨道 方程 为 €(1). 它 的 
运动 在 空间 形成 的 电荷 电流 密度 分 别 为 

po(r,t) = gd(r — €(1)), (4.219) 

j(r,t) = gd(r — €(1)) v (i), (4.220) 


其 中 vw (z) 圭 & (1) 为 粒子 的 速度 .将 此 二 式 代 人 (4.136) 和 (4.137) 得 带电 粒子 产 
生 的 标 势 和 矢 势 


(4.221) 


— 4 
#7) = | 


DD Lienard-Wiechert. 
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. (4.222) 


A(r,t) = | 
积分 号 下 的 8 函数 使 积分 可 解析 地 做 出 .为 此 作 变 换 
6=r -t-te ), (4.223) 
对 一 定 的 > 和 z 以 及 一 定 的 函数 上 (z) ,这 是 一 个 从 变量 ~ 到 变量 6 的 变换 .在 此 变 
换 下 积分 元 的 变换 为 
old en 
其 中 > 和 2 分 别 为 r 和 6 的 第 i 分 量 ， 


d51d52d53， (4.224) 


9(Z1,Z2，Z3 ) 9z2 9zZz2 9Z2 
| 2 二 2 4.225 
9( C1, C2, C3) 0581 098 96 


azd dxf az4 

395 35 3955 
为 变换 的 雅 可 比 % 行 列 式 .被 积 函数 中 的 因子 6(6) 将 其 他 因子 中 的 x 锁定 在 使 
6 =0 的 位 置 上 ,从 而 满足 方程 


"= 人) (4.226) 


就 用 ~ 表示 此 方程 的 根 .带电 粒子 在 它 所 表示 的 位 置 上 发 出 的 电磁 波 1 时 刻 恰 到 
达观 察 位 置 >. 设想 一 球面 , 球 心 在 r 处 ,半径 由 无 穷 大 以 速度 x 减 小 ,上 时 刻 变 成 
零 ,球面 缩 成 > 处 的 一 点 .在 缩小 的 过 程 中 球面 在 某 处 与 带电 粒子 相遇 ,相遇 处 的 
径 矢 即 方程 (4.226) 的 根 ~ . 按 相 对 论 ,粒子 速度 必 小 于 真空 中 的 光速 c ,本 节 设 它 
也 小 于 介质 中 的 光速 “. 粒子 与 球面 相遇 后 必 留 在 球 外 , 且 不 可 能 赶 上 以 速度 v 
向 r 处 聚集 的 球面 .粒子 只 能 与 球面 相遇 一 次 ,(4.226) 便 只 有 一 个 根 .这 便 证 明了 
(4.226) 根 的 惟一 性 .经 变换 (4. 223) ,并 将 被 锁定 的 诸 因 子 提 到 积分 号 外 后 
(4.221) 和 (4.222) 分 别 成 为 


A(T1, 72, 73) 8 
hr) = Re) Br et dt, (4.227) 


9(Zz1 ”之 2? 3 ) 


A(r,t) = av, a(¢) EEC) dk， (4.228) 


其 中 为 粒子 在 处 ( 即 在 t 二 + -上 二 时刻) 的 速度 ,dt 二 d&1d$zd5s， 
及 =r-r.. (4.229) 


DD Jacohi. 
.145 ， 


微分 (4.223) 并 将 ~ 锁定 为 (4.226) 的 根 , 得 
996 ,Xi 


dxi Or uR”’ 


其 中 XX: 为 R 的 i 分量 .于 是 


(4.230) 


”三 
9(Z1，Z， ,Z3 ) 0Zz1 9zZ2 : 97z3 


=1- 卫 及 - 1- 2E， (4.231) 
其 中 vr 为 v 在 R 方向 的 投影 .由 于 恒等式 
9( x1 ,XT2 ,73) 9( C1, C2, C3) _ 
9( 1, C2, C3) a(x1,T2,T3) | (4.232) 
， ， ， ，、_1 
2 = (1 -2 >0 (4.233) 
再 由 


Ja = 1 


$(r,t) = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 人 (4.234) 
cl] male i 


A(r,t) =—— 一 各 一 一 . (4.235) 
4rR'l1 -2 4r(R’ 一 忆 RK 

这 便 是 运动 带电 质点 的 标 势 和 矢 势 , 称 李 纳 - 维 谢 尔 势 .以 上 数学 推导 是 严格 而 简 

洁 的 ,只 是 未 能 显示 雅 可 比 行列 式 (4.233) 代 表 的 物理 内 容 . 为 显示 物理 内 容 , 下 面 
对 李 纳 - 维 谢 尔 势 男 作 一 形象 的 推导 . 

先 设 带电 粒子 并 非 一 点 ,在 空间 中 占 一 小 体积 ,然后 令 它 趋 于 一 点 ,体积 趋 于 

零 . 在 它 趋 于 一 点 之 前 设 它 占据 的 小 体积 中 电荷 密度 为 常数 ,运动 速度 也 处 处 相 
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同 .将 这 样 的 电荷 电流 密度 代入 (4.136) 和 (4.137) ,被 积 函数 不 再 含 $- 函数 ,是 规 
则 的 .将 积分 变量 由 x 变换 为 - R = -rr, 并 采用 球 坐 标 ,积分 元 成 为 

df = R“*dR’dQ’, (4.236) 
dQ 为 一 R' 方 疝 的 立体 角 元 . R' = |r 一 + | 是 以 径 矢 为 r 的 点 作 心 的 球面 半径 .每 
一 半径 R 对 应 一 时 刻 
= 有 = (4.237) 
半径 为 R 的 球面 上 的 任 一 点 在 t 时 刻 发 出 的 电磁 波 在 tz 时 刻 到 达 球 心 r 点 .对 一 
定 的 > 和 z, 此 式 给 出 的 函数 关系 

R’(1)= u(t—1’) (4.238) 
表示 的 就 是 前 述 半径 以 匀速 x 缩短 的 球面 收缩 过 程 .可 以 把 (4.136) 和 (4.137) 中 
的 径 回 积分 过 程 与 形象 的 球面 收缩 过 程 相 联系 .在 球面 按 (4.238) 随 的 增长 而 
收缩 , 扫 过 整个 空间 的 过 程 中 ,只 有 与 粒子 相交 的 那 段 时 间 ,或 者 说 只 有 与 粒子 重 
登 的 空间 区 域 , 才 对 积分 有 贡献 . 设 粒子 尺度 很 小 ,球面 扫 过 粒子 的 时 间 Az 很 短 ， 
在 此 时 间 中 xr 、R “和 w “的 变化 与 它们 自身 相 比 均 可 忽略 ,(4.136) 和 (4.137) 可 分 
别 表 为 


4 


1 , R’' \j2 ip 1 
$(r,t) = rab ,t -全 民 dR’dQ”， 
, , (4.239) 
Al(r,t) = fo(r', - 全 人 2dR'da0 
设 粒子 沿 径 加 一 尺 的 长 度 为 ,平均 横 堆 面积 为 ; ,电荷 密度 为 po ,电荷 为 
q = posl. (4.240) 


球面 扫 过 粒子 的 过 程 中 ,粒子 沿 R 方向 运动 了 vRAt ;因而 实际 扫 过 的 电荷 密度 
为 oo ,平均 横 截 面积 为 * 的 径 癌 长 度 为 

AR = uAt = 1 + vrRAt. 
由 此 人 解 得 


(4.241) 


AR' = 人 = 一 一 一. (4.242) 


这 使 (4.239) 成 为 


1 1 
9 一 / L ‘ 一 
$lr t) 4xeR O05 | D0 


7 
A(r,t) = 一 一 全 一 一 一 一 . 
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令 粒 子 趋 于 一 点 ,体积 趋 于 零 ,此 二 式 成 为 严格 的 , 便 是 李 纳 - 维 谢 尔 势 (4.234) 和 
(4.235). 这 一 推导 显示 出 雅 可 比 行列 式 (4.233) 表 示 的 是 一 种 推迟 效应 .电磁 讯号 
以 有 限 速 度 x 传播 , 扫 过 带电 粒子 需要 一 段 时 间 ,在 这 段 时 间 中 粒子 也 在 运动 , 致 
使 它 所 扫 过 的 电荷 电流 密度 非 零 的 区 域 不 同 于 粒子 在 一 定时 刻 占 据 的 区 域 .这 便 
导致 了 修正 因子 (1 - 到] 

按 (1.100) 和 (1.96) 求 电场 强度 和 磁感应 强度 需 计 算 标 势 与 矢 势 对 坐标 和 时 
间 的 微 商 . 李 纳 - 维 谢 尔 势 (4.234) 和 (4.235) 与 r 和 z 的 关系 隐 含 在 R 和 w “中 . 按 
(4.229)R' 除 直 接 与 + 有 关外 还 通过 x 的 表达 式 (4.226) 与 r 和 上 有 关 .r 与 + 和 z 
的 关系 通过 它 的 目 变 量 : ,zt 按 (4.237) 直 接 与 1 有 关 , 且 通过 R 又 和 7 与 上 上 有关. 
v 与 r 和 + 的 关系 也 是 通过 它 的 自 变 量 : .这 些 关 系 错 综 复 杂 , 要 小 心 处 理 , 却 不 
难 理 清楚 .由 (4.229) 和 (4.226) 得 


oR -R .3R -有 .or -下 .et)2 一 - ， 9 
at Ra R 39 R at OR at 
由 (4.237) 则 得 
9t _1_ 19Fk 
9t u ot 
两 式 联 立 得 
= , (4.243) 
1 UR’ 
1 -一 ~ 
uw 
gt - L ， (4.244 ) 
上 UR’ 
1 -- 一 一 
uw 
还 得 到 
9R _ 9r po 了 
3 = a7 = 5 (t) 5 = oR (4.245) 
uw 
对 坐标 微 商 则 得 
_R RR , _ER 
v1: =-vR 
uw 
两 式 联 立 得 
vR =— ££, (4.246) 
R’ 一半 .RR 
uw 
,Ek 
Vt = RR (4.247) 
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还 得 到 张 量 


rT_v ,i Rv 
VR =I-(Vi)v = T+ Rj RR’ (4.248) 
其 中 工 为 (1.213) 和 定义 的 么 张 量 . 引 进 符号 
5 三民 一 卫 -人 (4.249) 
由 (4.243) 一 (4.248) 得 
as _ 3aR VD La (DZ Gd Rl 
= (eR -v7) 寺 各 = (lz R -ER’ +e— R']3， 
(4.250) 
/ 。 /2 
Vs =VR' -2 - (2 R -也 )7z 
1 uw 1 
a” , R” v2 ， 中 
一 十 一 一 
(1 2 2 jy u 
/2 “ 。 2 / / 
=(1- 王 + 上 a 了 (4.251) 
1 uw 4 uw 
其 中 
a 三 a(t ) 三 v(t) = E(t) (4.252) 
为 带电 粒子 在 t 时 刻 的 加 速度 . 由 此 又 得 
/ /2 ”，, 2 ‘ 
y$=_ I ys qR (1 -一 +24 + 了 22， 
4nes” 4nes’ u u 4nesu 
9A _paa 3t Jqv as 
9t 4rs 9t 4rs2 9i 
pqR 1 ， 2 aa.R’\ ygRa 
3 (RT 2 
4rs u 4rs 
于 是 得 电场 强度 
_ 24 
6=-V$ -3 
/2 / / / / / 
ga _v Rov R ,; kpv , 
= (1 3 (及 + 志 x [(R jx . (4.253) 
用 类 似 方法 算得 张 量 
oA _ J4(V t')a pq(Vs)v 
4ns 4ns” 


__ pqRea’ ug 0- 入 + 下) vv’ 
4ns*u 4ns” u” 2 


这 个 张 量 的 反对 称 部 分 即 4 的 旋 度 , 故 有 


/2 2。 2 
8-vVxA-- (1- + jR xm 名 Rxa 
Ts 


x@. 

这 便 是 运动 点 电荷 的 磁感应 强度 . 

没 攻 电 入 子 作 等 二 线 运动 速度 为 不 变 拓 量 。 ,加 速度 a =0. 它 在 i 时 刻 的 
径 天 量 便 是 


1R 
CR (4.254) 


ro 和 =r +v(t—-t). (4.255) 
t 时 刻 从 粒子 所 在 位 置 ro 指向 观测 位 置 x 的 径 矢 为 
R=r-ro=R-v(i-t)=R -7R. (4.256) 
由 此 得 
R? = R2 人 1- 瑟 )- 2 到 ZR 
配方 得 
Rr + 《2 = 上 -| (4.257) 
由 此 解 得 


(4.260) 
定义 矢量 
"三 R+(7Y-1) 人 加 .RR,， (4.261) 
UV 
其 中 
y=-— 1 (4.262) 
| 葬 
nu 
它 的 长 度 
r=Vr r=, RI+ 《区 人 (Ry - = ys. (4.263) 
由 (4.253),(4.256),(4.262) 和 (4.263) 得 等 速 直 线 运动 带电 粒子 的 电场 强度 为 
0 _R. (4.264) 


4ner’’ 
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再 由 (4.254),(4.258),(4.259),(4.264) 和 (4.261) 得 等 速 直 线 运动 带电 粒子 的 磁 
感应 强度 
9 Lv Xr (4.265) 

在 真空 中 《= 0,p= Hp, =c, 此 二 式 恰 为 (1.215) 和 (1.216). 如 前 所 述 ,该 二 式 
具有 超 距 作用 的 形式 .现在 清楚 地 看 到 这 种 超 距 形式 实际 上 是 电磁 讯号 以 有 限 速 
度 v 逐 点 传递 的 结果 . 

电场 强度 (4.264) 沿 径 回 ,表明 带电 粒子 作 等 速 直 线 运 动 时 是 没有 电磁 能 量 向 
外 发 射 的 , 即 没 有 电磁 辐射 . 设 刀 时 刻 带 电 粒 子 作 加 速 运动 ,ea 0. 设 此 时 vw =0， 
s 二 RR' ,在 真空 中 | 

aR 上 

4rcR2 KR “37.2 


RxX(R xa’), (4.266) 


$= — dR x[R' XxX(R xa’)]|. (4.267) 
4neR 4423 
此 时 刻 带电 粒子 的 辐射 强度 , 即 单位 时 间 内 辐射 到 无 穷 远 处 的 能 量 为 


-| (ex $). 号 2R'2d0; 
2 ”\2 
-ja 
2 /2 


= Gr (4.268) 


此 式 称 为 拉 莫 尔 了 公式 . 
考虑 带电 粒子 速度 和 加 速度 均 非 零 的 一 般 情形 . 它 的 电场 强度 由 (4.253) 表 


示 . 此 式 右边 花 括 号 内 有 两 项 .其 中 第 一 项 与 括号 前 因子 的 积 在 无 穷 远 处 按 { 及 
的 方式 趋 于 零 ;第 二 项 与 括号 前 因子 的 积 在 无 穷 远 处 按 十 ;的 方式 趋 于 零 .将 此 电 
场 强度 代入 (4.254) 右 边 ,得 到 的 磁感应 强度 也 含 两 项 ,在 无 穷 远 处 分 别 按 [ 训 上 
和 已 的 方式 趋 于 零 .用 它们 按 (1.233) 计 算 坡 印 亭 矢量 共 得 四 项 ， 一 项 按 (去 ) ， 


两 项 按 | 六 和 一 项 按 | 六 站 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 带电 粒子 + 时刻 在 x 处 发 出 的 


电磁 波 t 时 刻 到 达 以 ~ 点 为 球 心 尺 为 半径 的 球面 .以 ~ 为 顶点 的 d2 立体 角 在 此 
球面 上 划 出 一 块 面积 尺 “d0 . 坡 印 亭 矢 量 的 径 向 分 量 与 此 面积 的 积 即 单位 时 间 内 


DD Larmor. 
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沿 此 立体 角 流 出 球面 的 电磁 能 量 .可 见 其 中 与 (如 >】 成 正比 的 那 项 和 与 (去) 成 
正比 的 那 两 项 对 流出 球面 的 电磁 能 的 贡献 分 别 以 (去 】 和 去 :的 方式 随 R' 一 在 


无 穷 远 处 趋 于 零 .只 有 与 { 志 】 成 正比 的 那 一 项 对 流向 无 穷 远 处 的 电磁 能 有 非 堆 
贡献 .这 项 可 表 为 


S$, = 62X 2 (4.269) 
其 中 
_ 4 , ,_Rovo , 
8, = ER x (a - )* a |， (4.270) 
1 R- 
%, = wR x @,. (4.271) 


这 再 次 表明 只 有 加 速度 非 零 的 带电 粒子 能 将 电磁 能 量 辐 射 到 无 穷 远 ,而 辐射 电磁 
场 必 是 横 场 ,电场 强度 和 磁感应 强度 均 垂直 于 辐射 方向 R .将 (4.270) 与 (4.271) 
代入 (4.269) ,由 于 6， | 尺 得 


S, = 多 站 (4.272) 
考虑 带电 粒子 在 1 时刻 到 :+ dt 时刻 之 间 di“ 时 间 中 的 辐射 . :时 刻 粒子 在 r 处， 
发 出 的 辐射 经 时 间 上 在 t=:'+ 时 刻 到 达 半 径 为 R' 的 球面 上 各 点 . t'+ dz" 时刻 
粒子 在 r+v “dz 处 ,向 球面 上 及 “点 发 出 的 辐射 经 时 间 二 (R' - vdz”) 在 时 刻 
ft + dt 十 二 (R’ — vR'dt )= t+ (1 一 2 jdz 

到 达 .注意 ! dz 时 间 中 粒子 发 出 的 辐射 通过 R' 处 球面 的 时 间 不 是 dt 而 是 
(1- 到 )dz ,与 R' 相 对 于 o “的 取向 有 关 . t 时 刻 单位 时 间 内 粒子 向 R' 方 向 d0。 
立体 角 辐 射 的 电磁 能 量 , 即 微分 辐射 强度 遂 为 

df= S，. (1 _ 2 |R2d0’ - 直人 2 (1 _ 2 JR2a0” (4.273) 
若 粒 子 纵向 加 速 , 即 a /wv ,(4.270) 成 为 


gq / 了 ’ 
@, = RXxX(R’ Xx . 4.274 
2 = (及 a’) (4.274) 
代入 上 式 得 
2 rr\2 
qd 1 和 2 ’ 。 R / 
dx- 一 [a (a 7 |ao- (4.275) 


ven (下 
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取 wv “的 方向 为 极 轴 ,0 表示 尺 与 o 的 夹 角 ,由 于 ea //v 此 式 成 为 


2 2 2 门 / 
= 一 sinbdb dg， (4.276) 
(4n)° eu (1 一 coSO 


9 为 站 ; 绕 极 轴 v “的 方位 角 . 作 4n 立体 角 积分 得 单位 时 间 辐 射 的 电磁 能 , 即 辐射 
强度 


2 2 nT > 7 
f= | | 一 二 2 人 sinb'dlb 
r) ex JJ 0 0 (1 | 
u 
2 
3 (4.277) 


若 粒子 的 加 速度 和 速度 不 在 一 个 方 回 上 , 则 可 以 互相 垂直 的 三 个 非 零 癌 量 
(v Xa)xv’, v Xa 和 vw 
所 指 方 癌 为 轴 建 立正 交 坐 标 系 ,并 以 v “为 极 轴 建立 球面 坐标 9 和 gp ,0 为 R' 与 v“ 
的 交角 , w 则 为 R 在 垂直 于 w 的 平面 上 的 投影 与 (vw x a ) xm 的 夹 角 .将 
(4.270) 代 入 (4.273), 算 出 矢量 积 和 矢量 平方 ,得 
g” 1 


(4r)2 eu? (1 ge) 


a?2+ (ve 


j= 人- 三) 人 (人 
Cy 
2 /2 ,RY ”，, / .RE 2 及 / 

a (+ Rr | ala vv )[v’ “RR” j(e Rj a0 (4.278) 
由 于 a“*(v Xa )=0 和 

/, (vv Xa)xv _ /2 ) 
4 (vxa)xv | Ne? (a vy 

得 


2 / +\2 
a Re 一 Q ， 7 COsO” +A/ a”— (a 2 sin0 cosp ， (4.279) 


将 此 式 和 v= 二 o> = vcosb' 代 和 (4.278) ,得 微分 强度 随 方位 角 0 和 9 变化 
的 显 式 .将 它 在 4x 立体 角 内 积分 ,经 整理 后 得 任意 运动 带电 粒子 的 辐射 强度 


gq 1 To 1 ， 

6reca3 pt” wt ~a |， (4.280) 

称 为 李 纳 公式 .对 a /wv “的 情形 ,此 式 成 为 (4.277) ,因此 也 正确 表达 了 纵 回 加 速 

带电 粒子 的 辐射 强度 .对 vw“=0 的 情形 它 还 原 为 拉 莫 尔 公 式 (4.268). 对 横 回 加 速 
。， 133 ， 


市 电 粒 子 ,v“ 上 a ,此 式 给 出 
2 /2 
J= Le. 
6neu’ (1 _ 三 ) 


(4.281) 


34.7 介质 中 超 光 速 融 电 粒子 的 电磁 冲击 波 ， 
切 连 科 夫 辐射 ,色散 现象 与 谱 分 解 


1934 年 切 连 科 夫 发 现 液 体 在 7 射线 照射 下 会 发 光 . 实 验 进 一 步 表 明 这 种 发 光 
现象 是 一 种 次 级 效应 :7 射线 先 撞 击 液体 中 的 电子 ,使 之 高 速 运动 ,高 速 运动 的 电 
子 再 引起 液体 发 光 . 1936 年 切 连 科 夫 又 发 现 了 这 种 光 的 最 特征 的 性 质 , 即 它 的 方 
向 性 .这 种 光 只 朝 与 人 射 7 射线 成 一 定 角 的 方向 发 射 .1937 年 塔 姆 与 弗 朗 克 % 据 此 
得 出 结论 :这 是 速度 超过 介质 中 光速 的 电子 引起 的 电磁 冲击 波 .从 此 ,一 切 速 度 超 
过 介质 中 光速 的 带电 粒子 引起 的 电磁 冲击 波 称 为 切 连 科 夫 辐射 . 这 一 成 果 获 1958 
年 诺 贝 尔 奖 . 

上 节 关 于 运动 带电 粒子 电磁 场 的 讨论 ,包括 (4.234), (4.235), (4. 253) 和 
(4.254) 诸 式 的 推导 中 ,只 有 一 处 对 粒子 速度 作 了 假定 , 即 (4.226) 的 根 x 惟一 性 
的 证 明 中 假设 了 粒子 速度 的 大 小 小 于 介质 中 的 光速 . 奇 v >w 则 满足 (4.226) 
的 径 和 撩 可 以 不 止 一 个 .在 以 r 点 为 心 的 球面 半径 R’ 以 匀速 缩短 ,球面 从 无 穷 
大 缩 到 r 点 的 过 程 中 ,一 个 速度 v> x 的 粒子 可 以 从 球 外 赶 上 缩小 的 球面 并 穿 人 
球 内 ,然后 又 被 最 终 缩 为 一 点 的 球面 排 到 球 外 . 粒子 每 与 球面 相遇 一 次 ,相遇 点 的 
径 天 ~ 就 是 (4.226) 的 一 个 根 .可 见 此 条 件 下 这 种 根 不 惟一 . 奇 虽 粒子 速度 v> vw， 
但 它 沿 R 的 分 量 zR<x, 则 当 它 在 球 外 时 仍 赶不上 缩小 的 球面 ,(4.226) 便 没有 
根 . (4.226) 的 每 一 个 根 对 电磁 热 (4.234),(4.235) 和 电磁 场 (4.253),(4.254) 的 贡 
献 都 是 独立 的 ,并 具有 相同 的 形式 .对 给 定时 刻 : 和 给 定 空 间 点 r, 若 (4.226) 无 
根 , 则 该 时 刻 该 点 的 电磁 势 和 电磁 场 便 都 是 零 . 知 有 一 个 根 则 恰 得 (4. 234 )， 
(4.235) ,(4.2S3) 和 (4.254) 诸 式 . 行 有 几 个 根 则 每 个 根 均 在 这 四 式 中 贡献 一 项 ,每 
项 形式 一 样 ,只 是 其 中 的 R'、v“、a 和 s 要 在 各 自 对 应 的 根 处 取 值 .一 个 等 速 直 线 
运动 的 带电 粒子 ,或 者 与 上 述 收 缩 球 面 不 相遇 ,或 者 相遇 两 次 .两 次 相遇 只 是 位 置 
不 同 .一 次 由 球 外 穿 人 球 内 ,位 置 由 径 矢 r; 表示 ; 另 一 次 由 球 内 穿 出 球 外 ,位 置 由 
径 矢 r。 表示 .两 次 相遇 的 速度 v :=m: = wvw 相同 ,加 速度 a; = av =0 同 为 零 . 粒 子 
速度 超过 介质 中 光速 x 的 特点 在 第 一 次 与 球面 的 相遇 中 表现 出 来 .此 次 相遇 粒子 
要 从 球 外 穿 人 球 内 , 它 的 速度 o 与 相对 径 矢 
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R=r-r; (4.282) 


必 成 锐角 0: .因此 VR’ = “Re = vcos0! >0. 由 于 wv>w, 必 有 锐角 0. 使 


vcos0. = 4， (4.283) 


在 与 粒子 运动 方向 夹 角 为 bt = & 的 方向 上 1- 一 :=0, 从 而 s =0. 这 使 电磁 场 强 
的 表达 式 (4.253) 和 (4.254) 中 分 母 为 零 . 由 于 ai =0, 电 场 强度 表达 式 (4.253) 花 
括号 内 第 二 项 的 贡献 成 了 不 定型 .磁感应 强度 (4.254) 的 相应 项 也 成 为 不 定型 .上 
节 曾 论证 (4.253) 花 括号 内 第 一 项 对 辐射 强度 的 贡献 为 零 .现在 与 它 相 乘 的 因子 中 
出 现 了 零 分 母 , 它 对 辐射 强度 的 贡献 也 成 为 不 定型 .对 速度 超过 介质 中 光速 的 带电 
粒子 ,上 节 关 于 它 在 等 速 直 线 运动 条 件 下 不 辐射 的 结论 遂 不 能 成 立 .为 了 得 到 确定 
的 结论 , 须 另 现 方 法 将 不 定型 定 下 来 . 
将 粒子 等 速 直线 运动 的 方向 取 作 z 方向 , 它 在 起 始 时 刻 上 =0 的 位 置 取 为 坐 
标 原 点 .将 它 当 作 质 点 ,电荷 密度 分 布 为 
ozyy,zt) = 9q8(z)8(y)S(z — vt), (4.284) 
电流 密度 分 布 为 
j(z,y,2,t) = Vo(r,y,2,t) = qvd(r)d(y)d(z— vt), (4.285) 
q 为 粒子 电荷 ,vw = vzo 为 粒子 速度 ,zo 为 = 方向 的 单位 矢量 .广义 洛 伦 效 规范 下 
的 电磁 势 方程 (4.120) 具 体 化 为 


v4 59 = 全 8(z)8(y)8(z - wt), (4.286) 

u € 
VU -- 有 3 和 =— pgoS(Zz)S(y)S(z 一 vt). (4.287) 

只 要 从 (4.286) 解 出 标 势 $, 便 可 由 

A = vp = 29 (4.288) 

得 到 满足 (4.287) 的 矢 势 . 作 傅 里 叶 展 开 
8(z— wi) = 二 da (4.289) 
8(z yz,t) = = $1 (zsy) ks) dk,, (4.290) 

代入 (4.286) 得 
V1 + kp = 一 二 8(z)3(y)， (4.291) 
《 


其 中 
k, = AR — ks, (4.292) 
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& 仍 由 (4.124) 和 定义 ,该 式 中 的 角 频 率 现 为 


一 k.v. (4.293) 
(4.291) 已 是 只 含 两 个 自 变 量 x 和 y 的 偏 微分 方程 ,其 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 
92 9 
V *= 3 十 3 (4.294) 


是 二 维 的 . 它 右边 的 非 齐 次 项 只 在 x = y=0 处 非 零 , 其 余地 方 它 是 二 维 齐 次 交 姆 
和 霍 效 方程 
2 四 2 风 


9 ay 


采用 柱 坐标 (3. 112) ,在 垂直 于 z 轴 的 平面 内 就 是 极 坐标 


ki$1 = = 0. (4.295) 


Oo=Vz + 多 ，0= arctan ~ (4.296) 
本 节 其 余部 分 p 为 一 极 坐 标 而 不 表示 电荷 密度 .用 此 式 及 其 道 
Z = pcos0, y= posin0， (4.297) 


可 将 (4.295) 写 成 对 极 坐标 的 人 微分 万 程 
由 于 整个 问题 绕 z 轴 的 对 称 性 ,#1 应 与 9 无 关 而 只 是 。 的 函数 .这 使 此 式 左 边 第 
二 项 为 零 ,成 为 单 变 量 函 数 如 (o) 的 常 微分 方程 


dh ， 工 dg ,2g _- 
do +p dot+ oj = 0. (4.299) 
今 
€ = ko,p, (4.300) 
可 将 它 写 成 
d$ 1 dg _ 
ge te de + $=0. (4.301) 


这 是 零 阶 贝 塞 尔 \ 方 程 .我 们 要 求 的 是 横向 无 穷 远 处 , 即 o 一 co 处 ,向 外 传播 的 波动 
解 . (4.301) 的 汉 克 尔 @ 函 数 解 HM(&) 和 Hb”(&) 有 渐 近 式 


HID(6) ~ Se(*), 
HP (8) /2 oi(e3). 


(4.302) 


D Bessel. 

@ Hankel. 

@” 见 (A3.48) 和 (A3.49). 
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若 将 (4.299) 的 解 取 为 


$1(p) = aHY (k, p), (4. 303) 
a 为 常数 , 则 有 渐 近 形式 
$1(p) 一 4 起 广 s(ee 中) (4.304) 
pr 一 oo pp 
和 奇 取 为 
$1(p) = aHb? (CR p) (4.305) 
则 有 渐 近 形式 
$1(p) 一 a J (4.306) 
A 0 


由 (4.292)、(4.117) 和 (4.293) 知 


v2 
ko = -11k |, (4.307) 


在 v>>u 条 件 下 为 正 实数 ,可 见 (4.304) 和 (4.306) 在 此 条 件 下 均 含 o 的 周期 函数 ， 
(4.303) 和 (4.305) 因 而 是 po 方向 的 波动 解 .对 ,>>0 的 情形 , 按 (4.293)w >0, 时 


间 因 子 e 并 与 (4.304) 的 乘积 含 因子 et*,?-%*). 这 是 以 相 速 六 >0 沿 po 方 回 向 外 传 
p 
播 的 波 .对 .<0 的 情形 , 按 (4.293)w<0, 时 间 因 子 e-“ 与 (4.306) 的 乘积 含 因 子 
e iPe+w) .这 是 以 相 速 - >0 沿 po 方向 向 外 传播 的 波 .因此 , 若 &>0 应 将 
p 


(4.299) 的 解 取 为 (4.303) , 若 已 <0 应 将 (4.299) 的 解 取 为 (4. 305). 为 求 常数 a 
要 用 非 齐 次 方程 (4.291). 将 它 两 边 在 整个 zy 平面 上 积分 ,由 6 函数 的 性 质 得 


| dz| dy(V2$1 + R281) =— (4.308) 
本 本 € 
由 于 除 z=y=0 一 点 外 齐 次 方程 (4.295) 成 立 ,此 式 左 边 可 表 为 
9 
lim | (9 $1 十 kpi)dzrdy 一 il| r, dl 十 2rg2| "$1(p)odp | ， 
其 中 。 为 以 z=y=0 为 心 7 为 半径 的 圆 ,为 它 的 周 线 ,dl 为 圆周 上 的 线 元 .将 
(4.303) 或 (4.305) 代 入 ,用 汉 克 尔 函 数 在 £=0 处 的 性 质 2 
. 2, € .21 € 
HOY (é) exo! -nD Hi (8) ~ iiIn, (4.309) 
得 
» (fm k 
| az| dy(v 2$1 十 ks! 一 土 i 各 lim(2n7 + 十 2rg2| "pIn Se Pqp | 


@ 见 附 录 三 (A3.40)， 
。15S7 。 


二 十 4a1l. 


与 (4.308) 比 较 得 

a =+ 4ei (4.310) 
对 (4.303) 此 式 右 边 取 正 号 ,对 (4. 305) 此 式 右 边 取 人 负 号 .将 (4.303)、(4.305) 和 
(4.309) 代 和 人 (4.290) 得 标 势 


iT fo 0 
$(p,0,2,1) = -| | Pp Wag -| HD pe dk, | 
Te 一 


=y(p,0,z,t) + gy” (p,0,z,t), (4.311) 
pp,0,2,7) = | HD (kop)es dk,, (4.312) 
8rec` 0 


其 中 用 到 Hn(&) 和 H2?(&) 对 实 变 量 & 互 为 复数 共 堪 的 性 质 .将 (4.311) 代 入 
(4.288) 即 得 欲求 的 矢 势 4 ,将 它 表 为 柱 坐 标 分 量 形式 即 是 


A, 一 Ap 一 0， 
A = L$ = Sp+ yp ). (4.313) 
用 (4.302) 得 渐 近 形式 
~ d 2 ~ 1 i +k zat+ 
Jp(o,0,z,t) Bree -| | et 4 ) 4 (4.314) 
在 给 定 9 的 oz 平面 内 这 是 等 相位 线 为 直线 的 波 
eltkp+tkz ot) 
的 全 加 . 它 的 传播 方向 由 波 矢量 
k = kpo + kazo (4.315) 
表示 ,po 和 zo 分 别 为 6 方向 和 z 方向 的 单位 矢量 .用 0. 表示 它 与 粒子 运动 方向 的 
夹 角 , 则 


k> _ Rk> _u 
0 = (4.316) 
u 这 正 是 (4.283) 定 义 的 0.. 那 里 的 讨论 表明 上 节 关 


于 等 速 直 线 运 动 带电 粒子 不 辐射 的 论证 对 速度 超 
过 介质 中 光速 的 粒子 在 9. 方向 上 不 成 立 . 现在 则 
从 正面 论证 了 确 有 电磁 波 朝 此 方向 发 出 .这 便 是 切 
入 。 连 科 夫 辐射 ,0. 称 为 切 连 科 夫 角 . 波 前 直线 与 波 传 
播 方向 垂直 .以 它们 各 作 一 直角 边 ,以 粒子 速度 
图 4-1 切 连 科 夫 角 与 马赫 角 方向 为 斜 边 ,可 作 一 直角 三 角形 (图 4-1) ,6 为 
它 的 一 个 锐角 , 另 一 锐角 a 为 波 前 与 粒子 速度 方向 的 交角 ,显然 有 
。 1S8 。 


sina = <. (4.317) 
v 


此 角 相 当 于 超 音速 质点 在 弹性 介质 中 引起 的 弹性 冲击 波 的 马赫 角 , 此 处 不 妨 仍 
称 为 马赫 角 . 它 与 0. 互 为 余 角 .不 同 9 的 pz 平面 中 的 波 前 直线 组 成 一 以 粒子 运动 
直线 为 轴 ,2a 为 项 角 的 圆锥 面 . 可见 切 连 科 夫 辐射 在 三 维 空间 中 为 一 圆锥 面 波 .这 
就 是 超过 介质 中 光速 的 等 速 直 线 运 动 带电 粒子 的 电磁 冲击 波 . 圆锥 波 阵 面 在 超 音 
速 质点 的 弹性 冲击 波 中 称 为 马赫 面 ,此 处 则 称 为 切 连 科 夫 锥 面 . 像 弹 性 冲击 波 一 
样 ,电磁 冲击 波 也 可 作 直 观 的 几何 图 解 .如 图 4-2, 等 速 直 线 运 动 的 粒子 在 运动 轨 
道 的 每 一 点 都 发 出 一 个 球面 波 .如 果 粒 子 速度 v 大 于 波 速 ,这 些 球面 波 会 彼此 蔡 
加 起 来 ,它们 的 包 络 面 便 是 切 连 科 夫 锥 面 ,或 马赫 面 (图 4-2(a)). 可见 波 只 存在 于 
锥 面 内 侧 . 若 v<w 则 各 点 发 出 的 球面 波 不 重 秋 ( 图 4-2(b) ) ,不 能 形成 冲击 波 . 


人 
~ 


(a) v >u 条 件 下 形成 冲击 波 (b) v <u 条 件 下 不 形成 冲击 波 


图 4-2 冲击 波形 成 机 制 示 意 


用 电磁 势 (4.311) 一 (4.313) 按 (1.100) 和 (1.96) 计 算 电 场 强度 和 磁感应 强度 . 
为 此 要 计算 y 的 偏 微 商 .显然 有 
54 = 0 
a0 ’ 


9y -| (1) (zwt) 有 
az grelo Te (kop)e 和 


0 _ | 1) 这 (z 一 过) 
5 一 Bre ,HH (k,p)e kdk,. 


由 汉 克 尔 函 数 的 递 推 关系 @ 


DD E.Mach. 
@ 见 (A3.21). 
。 1S9 ， 


dé 一 一 HtD (é) 
得 
9g__ qi| pa) 这 (zw) 
a0 | HI (k,p)e kodk,. 
由 此 得 电场 强度 
a(y+p” qi | HI 法 (z 一 地 ) 
bo =— 2 2Re EE], Hi 《ko)e ™ kodk 
__qgif| HG 认 (z—wt) 
8xe [| Hl (ko p)e kodk, 


0 ， 
一 | ae2 (k, 0) kdk, | ， 


9(V+UW) 900 (4.318) 
uz 


bz =— QO at 


-oe 


= (1- 5 55)[ 上 六 HY (REo)eik (z— wk dk 


-| Hy” (k, Perl hdk, | 
由 柱 坐 标 旋 度 公 式 (3. 131) 得 磁感应 强度 
%,=%,.=0 
%, __voay+y ) = 号 6. (4.319) 


2 9p 


以 粒子 运动 轨道 为 轴 , 作 一 半径 为 p 的 无 穷 长 圆柱 面 ,单位 时 间 流 出 此 圆柱 
面 的 电磁 能 为 坡 印 亭 矢量 的 o 分 量 在 此 圆柱 面 上 的 积分 


% =2xp| 5s * podz = 一 20] God 


三 一 2xeop| G6odz 
一 一 2reop| CCd5， (4.320) 
其 中 
一 z 一 vt. (4.321 ) 


(4.318) 又 可 与 为 
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6(p,5) = 7) Fop)aksdk， 
6o(o,5) = 0， (4.322) 
b.(p,5) = 下 | gk,p) etdk,, 
其 中 
人 o)， 车 已 >0， 
-H2(b p)， 车 k. <0， 
2( -号 人 o)， 车 所 >0， 
— HO2 (k, 0)， 若 &s。 < 0. 
另 一 方面 ， 全 时 时 积分 理论 ,(4.322) 中 的 傅 里 叶 系 数 可 表 为 
flkesp) = | eitte,(p,t)dt, 


f(k,,p) = kp (4.323) 


g(k.,0) = (4.324) 


- (4.325) 
g( 有 0) = | ete(p, 5)dt. 


将 (4.322) 的 第 一 式 代 入 (4.320) 再 用 (4.32$) 的 第 二 式 得 
% = 有 gg (k.,0)f(k,0)dk, 


=- | a'(2 ,oj (2 ,pjdw， (4.326 ) 


末 一 等 写 处 用 了 (4.293). 现在 问 超过 介质 中 光速 的 等 速 直线 运动 带电 粒子 单位 时 
间 向 它 运动 轨道 两 侧 辐射 到 无 穷 0 电磁 能 量 是 多 少 . 这 便 是 它 的 辐射 强度 
= lim.%. (4.327) 


必 汉 训 尔 当天 究 远 外 的 源 二 形式 4 302) 和 0 


HD (8) ~ (De(), 


(4.328) 
Hi” (é) Ne 4), 
分 别 代 人 (4.324) 和 (4.323) ,再 将 结果 代 和 人 (4.326) 和 (4.327) 得 
fo 
5= | A 1 2dw > 0， (4.329) 


此 式 表明 超过 介质 中 光速 的 等 速 直线 运动 带电 粒子 确 有 电磁 辐射 ,将 电磁 能 辐射 
到 无 穷 远 .然而 有 一 点 值得 注意 .在 以 上 推导 中 一 直 将 《、p 和 介质 中 的 光速 = 


”附录 三 (A3.48)、(A3.49). 
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V 二 当 作 常 数 . 若 它们 果真 为 常数 刚 (4.329) 给 出 的 贺 身 强度 为 无 穷 大 .这 意味 着 


根本 不 会 有 超过 介质 中 光速 的 等 速 直 线 运动 带电 粒子 ,因为 它 的 速度 哪怕 只 超过 
介质 中 光速 一 点 点 , 那 超 出 部 分 对 应 的 能 量 都 会 在 瞬间 辐射 掉 . 既然 确实 观察 到 了 
超过 介质 中 光速 的 等 速 直线 运动 带电 粒子 及 其 切 连 科 夫 辐 射 ,就 表明 (4.329) 中 的 


¢ 和 ww 并 非常 数 ,而 是 光 频 w 的 函数 .e、w“ 和 介质 中 的 光速 w 与 通过 介质 的 电磁 波 
频率 w 有 关 的 现象 称 为 色散 .色散 现象 对 解释 存在 超过 介质 中 光速 的 等 速 直线 运 
动 带电 粒子 及 其 切 连 科 夫 辐射 是 重要 的 . 

介质 由 原子 、 分子 组 成 ,它们 还 会 在 介质 中 形成 各 式 各 样 的 结构 . 原子、 分子 ， 
以 及 由 它们 形成 的 结构 会 具有 一 系列 特征 频率 . 当 电 磁 波 的 频率 接近 这 些 特征 频 
率 时 便 会 发 生 共振 而 大 大 增强 电磁 波 与 介质 电磁 作用 的 效应 .这 就 使 表征 介质 电 
磁性 质 的 各 种 量 ,包括 《、w 和 ,不 可 避免 地 都 是 电磁 波 频率 w 的 函数 ,表现 出 色 
散 . 从 另 一 方面 看 ,介质 中 会 有 各 种 特征 长 度 . 当 电 磁 波 的 波长 接近 这 些 特征 长 度 
时 也 会 发 生 共振 ,增强 电磁 波 与 介质 的 电磁 作用 效应 .这 同样 使 表征 介质 电磁 性 质 
的 量 与 电磁 波 的 波长 有 关 , 从 而 与 它 的 频率 有 关 . 要 作出 (4.329) 中 的 积分 ,必须 知 
道 函 数 c(w) 和 wu(w) 的 具体 形式 .这 只 有 对 具体 介质 作 具 体 研 究 才 能 获得 .然而 
仍 有 普遍 规律 可 循 .对 频率 其 高 ,波长 其 短 , 比 原子 尺度 1A=10-1l0m 还 短 得 多 的 
电磁 波 , 当 它 通 过 介质 时 不 可 能 与 介质 的 任何 宏观 部 分 作用 ,就 像 在 真空 中 行进 一 
样 ,因而 速度 v = c 为 真空 中 的 光速 . 任何 带电 粒子 不 可 能 超过 这 一 速度 . 这 使 
(4.329) 中 的 积分 上 限 不 应 为 ce ,而 应 为 一 适当 高 频 wo, 它 由 

u(wo0)=v (4.330) 

决定 .辐射 强度 


f= 网 (3 — 1 edo (4.331) 


为 有 限 值 . 

色散 现象 要 求 对 介质 中 不 同 频率 的 电磁 波 分 别处 理 ,这 便 是 谱 分 解 方法 .对 时 
间 的 傅 里 叶 分 解 便 是 谱 分解 ,前 面 已 多 次 用 到 .本 节 用 的 实际 就 是 谱 分 解 方法 . 它 
将 场 量 表示 为 对 &, 的 积分 , 按 (4.293) 就 是 对 w 的 积分 .色散 现象 只 是 要 求 将 原 


来 放 在 积分 号 外 的 常数 <、p 和 作为 w 的 函数 移 到 积分 号 下 参加 积分 . 

上 节 未 作 谱 分 解 ,因而 没有 考虑 色散 现象 .在 了 解 色散 对 切 连 科 夫 辐射 的 重要 
意义 后 ,自然 会 问 它 对 低 于 介质 中 光速 的 等 速 直 线 运动 带电 粒子 不 辐射 的 结论 有 
何 影响 .重复 以 上 讨论 ,只 是 将 条 件 改 为 ua<u.(4.307) 表 明 此 条 件 下 

k, = ix (4.332) 
为 虚数 ,其 中 
”162 ， 


X = 1- 巧 | | (4.333) 
为 正 实数 .这 使 (4.299) 成 为 


2 
3 + 7 EA - y2$1 = 0. (4.334) 
今 
§€= xp (4.335) 
可 将 它 写 成 
2 
9 和 + 二 多 -=0 (4.336) 
这 是 零 阶 变型 贝 塞 尔 方程 , 它 在 ~co 处 有 界 的 解 为 第 二 类 零 阶 变型 由 塞 尔 函 数 中 
Ko(6) = PHN (ié), (4.337) 
实际 就 是 虚 宗 量 ie 的 零 阶 汉 克 和 尔 函 数 .由 (4.302) 第 一 式 知 它 的 渐 近 形式 。 
Ko(6) 一 A/ Re (4.338) 
随 6-~co 而 指数 地 趋 于 零 . (4.334) 在 无 穷 远 处 有 界 的 解 便 是 
go) = aKo( xp), (4.339) 
a 为 和 常数. 它 在 无 穷 远 处 的 渐 近 形式 
1 - 
io) 二 av 至 Fe (4.340) 


自然 也 指数 地 趋 于 零 .常数 a 仍 由 非 齐 次 方程 (4.291) 定 ,只 是 &, 应 换 为 iX .平行 
(4.308) 一 (4.310) 的 推导 得 


a=—. (4.341) 
2Tc 
将 此 式 代 入 (4.339) 再 将 得 到 的 轴 (o) 代 和 人 (4.290) 得 标 势 
_ ~ _g. ik (z—ut 
$(p,0,z,t) = | je Ko XP) )dk,, (4.342) 
将 此 式 代入 (4.288) 并 将 十 放 到 积分 号 下 得 矢 势 的 柱 坐 标 表 示 
A, 一 Ap 一 0， 
hs(p,b,z) = | EEK po) dk (4.343) 


将 标 势 和 矢 势 代入 (1.100) 得 电场 强度 


@ ”附录 三 (A3.7). 
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pK ik (z— Ww) dk,, 


_ 28 24。 __ | 地 忆 1 i (z-w) 
6 = Fe- at % 472 人 Ko(xp) 人 1- 号 )。 dk.; 


将 和 天 势 代 入 (1.96) 后 用 柱 坐 标 旋 度 公式 (3.131) 得 磁感应 强度 


8, = 9 = 0， 
m=- | Kp Wak, (0. 345) 
其 中 
Ki(é€) =- FHIV(ié) (4.346) 
为 第 二 类 一 阶 变型 贝 塞 尔 函 数 , 推 导 中 用 了 关系 0 
0 - 
— Ki(é), 


它 可 由 (3.337)、(3. 4 各 汉 训 外 郧 数 的 类 似 道 推 关系 得 到 由 (4. 328) 还 得 到 渐 


近 形 式 
KI(E) ~ Ee (4.347) 


它 和 (4.338) 一 起 ,表明 p 一 处 标 势 、 矢 势 、 电 场 强度 和 磁感应 强度 均 指 数 地 趋 于 
零 .单位 时 间 内 流出 以 粒子 运动 轨道 为 轴 半 径 为 o 的 无 穷 长 圆柱 面 的 电磁 能 为 


= 2ro| S. podz = 一 2rp| 6.Hodz,， (4.348) 
其 中 
二 ik (z—vt) 
6 = | 至 2 KI(CXo)e' dR。 (4.349) 
为 磁场 强度 的 0 分 量 . 磁场 强度 的 另 二 分 量 
% = N= 0. (4.350) 


将 (4.344) 的 第 三 式 和 (4.349) 代 人 (4.348) ,模仿 (4.320) 一 (4.326) 的 推导 作 谱 分 
解 , 得 


_ of” gv _ _ 
= 1 - Ko( xp)Ki( xp) (1 kdk, = 0. (4.351) 


末 一 等 号 是 由 于 被 积 函 数 为 , 的 奇 函 数 . 而 这 又 是 由 于 < 和 w 都 只 应 与 w 的 绝对 
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什 有 关 , 因此 只 与 &, 的 绝对 值 有 关 . 在 此 前 提 下 x 也 只 与 & 的 绝对 值 有 关 . 
(4.351) 表 明 没 有 电磁 能 量 向 粒子 运动 轨道 两 侧 辐 射 . 低 于 介质 中 光速 的 等 速 直 线 
运动 带电 粒子 不 辐射 的 结论 在 有 色散 的 介质 中 也 成 立 . 


$ 4.8 ”带电 粒子 的 能 量 动量 四 矢量 ,电磁 质量 与 辐射 
阻尼 力 , 重 整 化 概念 ,电子 的 经 典 半径 


带电 粒子 产生 电磁 场 , 又 受 电磁 场 作 用 .带电 粒子 与 电磁 场 是 相互 作用 的 .由 
于 市 电 粒 子 与 电磁 场 分 属 不 同 自由 度 , 作 用 于 带电 粒子 的 不 仅 有 其 他 带电 粒子 产 
生 的 电磁 场 ( 外 电磁 场 ) ,也 有 这 个 粒子 自己 产生 的 电磁 场 ( 自 电磁 场 ). 为 了 保持 理 
论 的 相对 论 性 , 且 不 致 太 复杂 , 常 将 带电 粒子 设 为 一 个 几何 点 , 称 为 点 粒子 ,在 力学 
中 称 质 点 .迄今 为 止 的 实验 也 表明 ,已 知 的 基本 带电 粒子 如 电子 、 伶 列 ……… 等 确 为 
点 粒子 .然而 (4.253) 和 (4.254) 表 明 , 点 粒子 所 产生 的 电磁 场 在 粒子 所 在 处 成 为 无 
穷 大 , 且 方 向 不 确定 . 即 带电 粒子 所 在 点 为 它 所 产生 的 电磁 场 的 奇 点 .这 便 无 法 直 
接 计 算 自 电磁 场 对 产生 它 的 粒子 的 反作用 .本 节 用 洛 伦 效 不 变性 和 能 量 动量 守 恒 
对 这 种 作用 做 一 些 间接 推测 . 由 于 问题 的 基本 性 ,只 讨论 真空 中 的 情形 .由 (4.253) 
可 见 , 粒 子 产生 的 电磁 场 包 含 两 部 分 .一 部 分 由 其 中 花 括号 内 的 第 一 项 与 前 面 因子 
的 乘积 表示 .这 一 部 分 不 辐射 ,好 像 附 着 在 粒子 上 一 样 , 它 对 粒子 的 作用 应 表现 为 
对 粒子 本 身 性 质 的 修正 .下 面 的 具体 讨论 将 表明 这 部 分 电磁 场 的 能 量 将 按 质 能 关 
系 对 带电 粒子 附加 一 份 质量 , 称 为 电磁 质量 . 另 一 部 分 由 (4.2S3) 花 括号 内 第 二 项 
与 前 面 因 子 的 乘积 表示 .这 是 一 辐射 项 , 它 表示 的 电磁 场 将 从 带电 粒子 带 走 能 量 和 
动量 ,因而 给 带电 粒子 以 反 冲 . 它 对 带电 粒子 的 作用 表现 为 辐射 阻尼 力 . 

采用 四 维 符号 和 爱 因 斯 坦 求 和 约定 .用 之 ,wxw=0,1,2,3 表示 带电 质点 的 时 空 
坐标 , (dxzx ) 为 四 矢量 .由 此 可 组 成 标量 


dr 污 / 一 dvdz, 尘 ,/ 一 mdr de 


=,/ 1- 地 dt， (4.352) 


其 中 = 竺 为 质点 速度 .在 非 相对 论 极 限 v<cc 条 件 下 dr 一 di,r 因此 称 为 原 时 ， 
是 表示 质点 运动 进程 的 洛 伦 兹 不 变 时 间 .用 它 可 定义 四 维 速度 

ur 三 je (4.353) 
它 的 时 间 分 量 

=c = Yc, (4.354) 


其 中 y 由 (1.209) 定 义 ; 空 间 分 量 
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;dz .dzr’ ， 
= 二 = y jf = i1=1,2,3 (4.355) 


在 非 相 对 论 极 限 v<c 条 件 下 趋 于 通常 定义 的 三 维 速度 vi,i=1,2,3. 将 (4.355) 
表 成 三 维 矢 量 形式 即 是 


好 


u = yo . (4.356) 
设 质 点 的 静止 质量 为 m0, 它 是 一 常数 因而 是 标量 .于 是 可 定义 质点 的 四 维 动量 
B= mouw, n= 0,1,2,3, (4.357) 
(前 ) 与 ( 巡 ) 同 为 四 矢量 .四 动量 的 时 间 分 量 
po 一 2020 一 Ymoc 一 了， (4.358) 
其 中 
2 
Eo = 一 一 (4.359) 
1 一 
为 质点 能 量 ; 空 间 分 量 
po = mou = -天 一 (4.360) 
1 — 忆 


则 为 质点 动量 . 以 四 动量 (站 ) 和 四 速度 ( 必 ) 的 直 积 为 基础 可 构造 四 维 张 量 
(办 (xz)), 其 中 的 jw 分 量 定 义 为 

H(z)= | - T(t))cdr, 4,v = 0,1,2,3, (4.361) 
Z 为 四 坐标 (x ) 的 简写 , 全 (7) 为 质点 的 四 维 轨道 方程 , 它 也 是 四 个 函数 ( +*(z)) 
的 简写 ,表示 质点 在 原 时 r 的 四 维 时 空 坐 标 为 z* = ZX?*(T),p=0,1,2,3.(4.361) 
中 与 站 局 相 乘 的 因子 在 洛 伦 效 变换 下 不 变 保 证 了 它 和 定义 的 (和 (zz)) 为 四 维 二 阶 
反 变 张 量 .而 (4.357) 则 表明 这 是 一 对 称 张 量 ， 

H(z) = HR(L). (4.362) 

由 (4.361) 和 (4.353) 得 


H(z) -| 省 旺 - dz (ry — T(t))cdr 
下 dz 84(z — T(t))cdt 
= 太守 S28(r - 产 (z))， (4.363) 


四 维 3 函数 中 的 时 间 8 函数 因子 对 时 间 :的 积分 将 右边 确 、< SE- 和 +t 的 时 刻 都 固 


定 在 左边 自 变 量 (x*) 中 时 间 分 量 z = ct 规定 的 时 刻 , 7 (4) 为 质点 的 三 维 轴 省 方 
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程 ,表示 上 时 刻 质点 径 天 量 为 r= 产 (t). 由 于 


po gr = to 

WO(z) 为 带电 粒子 t 时 刻 在 r 处 的 能 量 密度 ;而 
0 

ph = = cpb 


则 表明 (xz)= 人 (xz) 为 带电 粒子 t 时 刻 在 > 处 的 动量 i 分 量 密度 的 c 倍 .与 电磁 
场 能 量 动量 张 量 的 含义 (1.245) 和 (1.246) 比 较 知 ,可 将 (I(xz)) 认 定 为 质点 的 能 
量 动量 张 量 . 

作为 时 空 坐标 的 函数 ,(4.363) 的 右边 因子 站 和 < 4 二 只 与 时 间 t 有 关 , 只 有 三 
维 $ 因数 与 空间 坐标 > 有 关 . 因此 


>» 加 > 2 本 区 oar- 7 (£)) 


i=1 


二 一 EE 2 Pet 一 产 ()) 


二 一 站 元 Cr 一 产 ()). 


而 
OE = 2 [Mar — (4))] 
= (4) + 的 有 (7 (1)). 
两 式 合并 得 
2 ar FE), p=0,1,2,3, (4.364) 


由 质点 的 相对 论 运动 方程 和 洛 伦 兹 力 公 式 (1.90) 得 


a q(@+ vx%), 


= (+tvXg): v= 8 ZI) ， 
用 电 、 磁 场 强 的 张 量 表示 (1.200) 和 (1.201) ,以 及 点 电荷 的 密度 和 流 密度 的 表示 式 


(1.91) ,可 将 (4.364) 表 为 


= f+, y= 0,1,2,3， (4.365) 


其 中 
ff” 一 Fy,, (4.366) 
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大 =71,=0,1,2,3, 组 成 协 变 电 流 密度 四 矢量 ,而 反 变 电流 密度 四 矢量 ( 产 ) 则 
由 (1.189) 定 义 . 比 较 (4.365) 和 (1.249) 知 ,可 定义 一 四 维 二 阶 对 称 张 量 (@” ) ,其 
中 的 wy 分 量 为 


O” = To + ，py = 0,1,2,3， (4.367) 
具有 守恒 性 质 
了 - 0, p= 0,1,2,3. (4.368) 
这 是 电磁 场 与 带电 粒子 组 成 的 总 系统 的 能 量 动量 张 量 .体积 分 
E, =| endy-=- Er+ Eo (4.369) 
为 系统 的 总 能 量 ， 
Er =| T™ dy = | UdY (4.370) 
为 电磁 场 能 ,积分 限 吕 表示 在 整个 空间 的 积分 ; 
P=1| endy= pr+ po (4.371) 
为 系统 总 动量 的 i 分 量 ， 
pr = 工 | 全 dy= | cay (4.372) 


为 电磁 场 动量 的 i 分 量 . (4.368) 为 能 量 流 密度 和 动量 流 密度 的 连续 性 方程 ,是 系 
统 总 能 量 E, 和 总 动量 P 守恒 的 微分 表示 . 
现在 证 明 守 恒 张 量 的 一 条 重要 性 质 , 它 可 陈述 为 
定理 ”者 张 量 (9”) 具 有 守恒 性 质 (4.368) , 则 体积 分 
Pr =+|eray p = 0,1,2,3, (4.373) 
组 成 一 四 矢量 ,右边 未 标明 积分 限 的 体积 分 遍及 整个 空间 . 
证 将 (4.373) 右 边 的 体积 分 写成 四 维 形式 


Pr = 1 |@%a (nr) dz, (4.374) 
其 中 
_|J1 大 &>0 
0(é€) = 1。 其 E< 0 (4.375) 
为 阶 跃 消 数 ， 
(no,n1,72,73) 一 (1,0,0,0) (4.376) 


为 一 特别 选 定 的 四 矢量 .将 (4.373) 和 (4.374) 当 作 惯 性 系 S 中 的 表达 式 , 作 洛 伦 兹 
变换 将 (4.374) 用 惯性 系 S 中 的 量 表达 得 


Pr = 1|a@ 90( ni dz’, (4.377) 
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其 中 2 二 -< 
9zTY 


1 一 121QA (4.378) 
男 一 方面 , 按 (4.374) 在 S 系 中 有 相应 量 
P = |@9,0( me” )diz”. (4.379) 


可 见 
Pr ap = la [Oa [One®) -6(mzx)]dtz 


二 Tas]o’, | Or [0(nm’r™ ) 一 O(n x )] ldtz” 9 (4. 380) 


最 后 一 步 用 到 条 件 (4.368), 在 S 系 中 它 已 表 现 为 
99 四 =0. 
(4.380) 右 边 在 整个 四 维 时 空中 的 积分 可 化 为 包围 整个 四 维 时 空 的 三 维 超 曲 面 上 
的 积分 .在 这 个 超 曲 面 上 四 个 坐标 z .zz 和 x“ 中 总 有 一 个 为 无 穷 .由 于 在 
一 给 定时 刻 带 电 粒 子 总 在 有 穷 远 处 ,而 电磁 场 传播 的 有 限 速度 c 使 得 在 每 一 给 
定时 刻 带 电 粒 子 产 生 的 电磁 场 也 只 能 传播 到 有 限 远 处 . 按 相 对 论 的 观点 ,这 种 情形 
是 普遍 的 . 即 恒 可 设 在 每 一 给 定时 刻 张 量 (O@* ) 在 无 穷 过 处 为 零 . 另 一 方面 ， 
(1.208) 表 明 在 党 伦 兹 变换 下 2 与 no 同 号 , 即 为 正 .这 使 得 对 空间 每 一 给 定点 
1 一 土 co 时 (4.380) 右 边 的 方 括号 为 零 .总 之 ,在 包围 整个 四 维 时 空 的 三 维 超 曲 面 上 
(4.380) 右 边 的 花 括号 为 零 , 它 在 此 超 曲面 上 的 积分 也 就 是 零 .(4.380) 右 边 为 零 ， 
因此 
Pr = axPY ， (4.381) 
(Pr ) 为 一 四 矢量 .这 就 是 要 证 明 的 .证 毕 
将 此 定理 用 在 (4.367) 定 义 的 总 能 量 动 量 张 量 上 ,(4.373) 定 义 的 四 矢量 就 是 
带电 粒子 和 由 它 产 生 的 电磁 场 组 成 的 总 系统 的 能 量 动量 四 矢量 . (4. 369) 和 
(4.371) 合 起 来 是 
= +, p= 0,1,2,3. (4.382) 
由 于 (Pr*) 和 ( 砍 ) 都 是 四 矢量 ,它们 的 差 (pj#) 也 必 是 一 四 矢量 .可 见 带 电 粒 子 产 生 
的 电磁 场 的 能 量 和 动量 也 组 成 一 四 矢量 . 设 带电 粒子 作 等 速 直 线 运动 , 它 的 电磁 场 


由 (1.215) 和 (1.216) 表 示 . 这 个 电磁 场 在 无 穷 远 处 以 一 的 方式 趋 于 零 ,R 为 与 带 
电 粒子 的 距离 . 按 (1.243) ,此 电磁 场 的 能 量 动量 张 量 (TY) 在 无 穷 远 处 以 4 的 方 


式 趋 于 零 .用 (TY ) 代 蔡 (TY* ) 作 张 量 
Tw = TE+N, nv = 0,1,2,3. (4.383) 
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对 等 速 直线 运动 的 带电 粒子 和 它 的 电磁 场 组 成 的 系统 ,这 就 是 总 能 量 动量 张 量 , 自 
然 有 守重 性 质 


=0, y= 0,1,2,3. (4.384) 


而 (Tf) 在 无 穷 远 处 的 渐 近 性 质保 证 张 量 (2 ) 在 无 穷 远 处 以 于 的 方式 趋 于 零 .这 
足以 保证 每 一 时 刻 表达 式 

了 ur [ba 和 xz — O(nmr™ )] (4.385) 
在 包围 整个 三 维 空间 的 二 维 表面 上 的 积分 为 零 .包围 整个 四 维 时 空 的 三 维 超 表面 
上 的 积分 可 分 解 为 两 部 分 之 和 ,一 部 分 先 在 包围 整个 三 维 空间 的 二 维 表面 上 积分 
后 再 对 时 间 积 分 , 另 一 部 分 则 是 在 1 = + oo 时 的 整个 三 维 空间 上 的 积分 . 表达 式 
(4.385) 的 这 两 部 分 积分 都 是 零 .从 前 述 定 理 的 证 明知 ,这 表明 


pr =1|9"ay kK 二 0,1,2,3, (4.386) 


组 成 一 四 矢量 ,就 是 等 速 直 线 运动 带电 粒子 与 它 周 围 的 电磁 场 组 成 的 系统 的 总 能 
量 动量 四 矢量 .在 粒子 速度 w =0 的 坐标 系 中 , 按 (4.360) 粒 子 动量 po = 0, 按 
(1.216) 它 产生 的 磁场 为 零 , 从 而 按 (1.240) 此 电磁 场 的 动量 密度 为 零 ,动量 也 就 是 
零 . 可 见 w =0 的 粒子 , 它 与 它 周围 的 电磁 场 组 成 的 系统 的 总 动量 了 = 0, 总 能 量 


E = pc = |ymdy= | Toav+ Eo = eary+ moc”, (4.387) 


8 为 静止 带电 粒子 产生 的 电场 强度 ,由 (1.9) 表 达 . 若 粒子 为 一 几何 点 ,此 式 右边 第 
一 项 为 


0 (二 人 一) ”drd0 = - 直 -2d r 


_ 4g lml =o0%, (4.388) 
8xeo -0 7 


积分 是 发 散 的 . 这 是 以 点 粒子 概念 为 基础 的 现代 场 论 的 著名 发 散 困难 在 经 典 场 论 
中 的 一 例 .最 初 人 们 想 用 有 广 延 结构 的 粒子 代 蔡 点 粒子 以 克服 这 一 困难 . 然而 很 忆 
发 现 ,要 维持 理论 的 相对 论 性 ,以 广 延 粒 子 为 基础 的 场 论 都 是 非 线性 的 ,而 非 线性 
理论 至 今 仍 是 数学 难题 .于 是 人 们 转 而 设法 对 无 穷 大 作 数 学 处 理 ,以 期 它们 以 确定 
方式 互相 抵消 ,使 最 后 算出 的 可 观察 量 是 有 限 的 .这 便 是 重 整 化 理论 .经 过 重 整 化 
的 量子 电动 力学 已 成 为 当今 最 精确 的 理论 .经 这 种 理论 分 析 ,迄今 的 实验 表明 所 有 
的 基本 粒子 如 电子 夸克 等 都 可 当 作 点 粒子 ,即将 它们 当 作 点 粒子 的 现代 量子 场 论 
与 实验 完全 符合 . 重 整 化 理论 是 量子 场 论 的 内 容 , 不 过 它 的 基本 思想 也 可 用 来 处 理 
经 典 场 论 中 的 无 穷 大 . 

暂时 不 去 理会 (4.388) 左 边 的 量 是 否 为 无 穷 大 ,只 注意 它 与 粒子 的 动力 学 变量 
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无 关 而 只 与 粒子 的 性 质 g 和 真空 的 性 质 eu 有 关 , 因而 是 粒子 的 常数 ,可 表 为 
mec“ ,其 中 


we 2 (Fe) -drda pa lim 十， (4.389) 
将 静止 带电 粒子 连同 它 周围 的 电磁 场 的 能 量 表 为 
E = me”, (4.390) 
与 (4.387) 比 较 得 
m = me。+ mo. (4.391) 
静止 带电 粒子 连同 它 周围 的 电磁 场 的 能 量 动量 四 矢量 遂 为 
(pp ,pl,p ,p33) = (mc,0,0,0), (4.392) 


在 p 上 加 撤 是 为 了 标明 这 是 在 粒子 静止 的 惯性 系 中 的 量 .用 洛 伦 兹 变换 可 将 此 四 
矢量 变 到 粒子 速度 非 零 的 坐标 系 中 , 称 为 洛 伦 兹 推动 .将 洛 伦 兹 变换 (4.2) 写 成 三 
维和 天 量 形式 即 


(4.393) 
r =r +(Y-D) “yr 十 7 zx". 

将 (zx ,r) 换 成 (p”,p),(zx”,r ) 换 成 (p”,p ), 便 可 实现 从 (p“*) 到 (yp) 的 洛 伦 兹 

变换 .将 (4.392) 表 示 的 (p*) 代 入 ,得 以 速度 vw 作 等 速 直 线 运动 的 带电 粒子 连同 它 


周围 的 电磁 场 的 能 量 和 动量 


19 一 pc 一 , p 一 9 (4.394) 
2 2 
1 — 忆 1 一 DO_ 
c* c* 
表 成 四 动量 则 是 
P= mu, p= 0,1,2,3, (4.395) 


(wr ) 为 (4.353) 定 义 的 粒子 的 四 速度 .将 (4.394) 与 (4.359) 和 (4.360) 比 较 ,或 将 
(4.395) 与 (4.357) 比 较 , 可 见 等 速 直线 运动 带电 粒子 产生 的 电磁 场 对 粒子 的 作用 
可 表 为 将 粒子 "本身 "的 质量 mo 换 成 粒子 连同 它 周围 的 电磁 场 的 质量 m, mo 称 
为 粒子 的 裸 质 量 ,m 可 称 粒子 的 着 装 质 量 , 表 示 它 “ 穿 * 了 由 电磁 场 做 成 的 “衣服 ”. 
由 于 粒子 周围 恒 有 电磁 场 综 绕 ,实测 的 粒子 质量 是 m 而 不 是 mo,m 因而 又 称 粒 
子 的 物理 质量 .现在 让 我 们 记 起 mx 与 mo 的 差 , 即 (4.389) 表 示 的 m。 力 是 一 无 穷 
大 .不 过 这 不 要 紧 ,因为 并 没有 人 去 测 点 粒子 的 m。, 也 没有 人 去 测 点 粒子 的 mo， 
人 们 测量 的 是 粒子 的 物理 质量 mx ,只 要 m 为 有 限 值 就 可 以 了 .为 了 使 mw 有 限 ,也 
由 于 mo 不 是 观察 量 , 不 妨 设 mo 为 负 无 穷 大 ,使 (4.391) 右 边 成 为 两 个 正 无 穷 大 
的 差 , 从 而 成 为 不 定型 . 这 个 不 定型 不 可 能 从 理论 上 确定 而 只 能 由 实测 确定 .将 实 
测 得 到 的 带电 粒子 质量 mx 代入 到 它 的 动力 学 方程 中 便 已 计 及 了 它 周 围 电磁 场 的 
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无 穷 大 能 量 ,在 随后 的 理论 计算 中 便 不 再 计算 这 份 能 量 的 影响 ,这 便 是 带电 粒子 质 
量 的 重 整 化 . 

(4.391) 式 中 带电 粒子 物理 质量 m 与 裸 质 量 mo 的 差 , 即 (4.389) 表 示 的 m。， 
称 为 此 粒子 的 电磁 质量 . 它 可 表 为 


mc? = | CE. 9dW (4.396) 


8 和 为 粒子 静止 时 周围 的 电场 强度 和 电位 移 和 拓 量 .此 式 表明 电磁 质量 乃 是 粒子 
静止 时 周围 电场 能 量 相 应 的 质量 .由 静电 场 的 性 质 (2.1)、(2.2) 和 (2.30), 此 式 可 
变 为 
1 1 
mec? = |(V$) . 9ay= 3|$ pay 
~_1 [eplr ) yay’, (4.397) 
8xew Ilr-—r | 

在 第 二 等 号 处 作 了 部 分 积分 , 积 得 的 无 穷 远 处 表面 积分 为 零 .此 式 表 明 电 磁 质 量 又 


是 粒子 各 部 分 电荷 间 静 电 作 用 能 相应 的 质量 ,或 者 说 是 粒子 电磁 自作 用 能 相应 的 
质量 .对 一 个 有 广 延 结构 的 粒子 , 若 知 道 其 中 的 电荷 密度 p(r ) 便 可 按 (4.397) 算 出 


它 的 电磁 质量 . 例如 对 一 个 半径 为 R 的 均匀 荷 电 的 球 ,电荷 密度 p= dg( 千 Rz] 
为 常数 .由 展开 式 (2.31) 和 勒 让 德 多 项 式 的 积分 性 质 
| PCodt = 20,0 
得 
1 , R fr ,,,, 
| Tr rd dy = (4m22| 中 “dr dr 


R’ 
=2(4x)* 3.5: 
此 球 的 电磁 质量 按 (4.397) 为 


_3_ 4g 
Mme= 4res Re2， (4.398) 
只 在 R 一 0, 整 个 球 缩 为 一 点 时 , 才 有 me 一 co .一 般 说 来 带电 粒子 不 一 定 是 球形 ， 
电荷 密度 也 不 一 定 为 常数 ,电磁 质量 便 不 一 定 如 (4.398) 所 示 , 但 总 可 写 为 


gq” 
me = fre Re (4.399) 
其 中 R 为 一 长 度量 纲 表征 粒子 尺度 的 量 ,7 为 一 量 级 在 10? 上 下 的 常数 . 对 均匀 
带电 球 ,R 为 其 半径 ,7= 忆 .历史 上 洛 伦 兹 等 认为 电子 有 非 零 尺度 因 而 有 有 限 电 


磁 质 量 .他 们 进一步 设 电 子 的 电磁 质量 就 是 它 的 全 部 质量 ,因而 可 实验 量 出 .它们 
将 电子 质量 表 为 
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er 
7， (4.400) 


.一 
4reu7ec 


e 为 基本 电荷 ,电子 电荷 为 一 e,r。 称 为 电子 的 经 典 半径 .由 此 解 得 
e” (4.401) 


| 4neomec” 
在 高 斯 单位 制 中 4xeo= 1 ,此 式 成 为 
r= er 本 (4.402) 


mec 


这 便 是 电子 经 典 半 径 的 常见 公式 .将 (1.1)、(1.7) 和 (1.89) 表 示 的 eeo 和 < 的 值 
以 及 电子 质量 


me = 0.91093897 x 10-”kg (4.403) 
代入 (4.401) 得 电子 的 经 典 半径 
re = 2.8179409 x 10 一 m. (4.404) 


对 任意 运动 的 带电 粒子 , 它 和 它 产生 的 电磁 场 的 总 四 动量 为 由 (4.373) 表 示 的 
(Pr*), 其 中 的 能 量 动量 张 量 (B” ) 由 (4.367) 表 示 .(4.368) 表 明 它 是 守恒 量 ， 


q =0, p=0,1,2,3. (4.405) 
定义 
r=py-P, y= 0,1,2,3. (4.406) 
由 于 ( 太 ) 和 (PP ) 都 是 四 矢量 ,它们 的 差 ( 玩 ) 必 是 四 矢量 .于 是 可 将 (4.405) 表 为 
Sp = ,p= 0,1,2,3， (4.407) 
此 式 的 空间 分 量 
外 = 下 (4.408) 
具有 和 牛顿 方程 的 形式 ,其 中 力 
F =, (4.409) 
时 间 分 量 则 可 表 为 
于 =。 < (4.410) 
由 (4.394) 可 得 
尘 =v. 畔 ， (4.411) 


由 (4.408) 和 (4.410) 便 得 
F.wv= < 9 (4.412) 
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这 表示 (4.407) 中 的 四 个 方程 不 是 独立 的 ,粒子 的 运动 方程 (4. 408) 保 证 了 能 量 方 
程 (4.410). 在 (4.407) 两 边 乘 y 得 


Ep = Qe p= 0,1,2,3, (4.413) 
其 中 
= p= 0,1,2,3， (4.414) 


(4.413) 将 运动 方程 表 成 了 四 维 矢 量 的 形式 ,因而 在 党 伦 兹 变换 下 不 变 ,这 表明 
(4.408) 为 相对 论 的 运动 方程 . 由 定义 (4.386) 和 (4.406) 知 ,( 产 ) 包 含 了 匀速 运动 
粒子 的 电磁 场 对 能 量 动量 的 全 部 贡献 ,( 一 IF ) 必 是 粒子 因 作 加 速 运动 而 对 电磁 场 
能 量 动量 的 修正 .这 部 分 修正 自然 与 粒子 加 速度 有 关 因 而 代表 电磁 辐射 . (4. 409) 
定义 的 下 遂 与 加 速度 对 时 间 的 微 商 4 有 关 , 被 称 为 辐射 阻尼 力 ,表示 电磁 辐射 对 
粒子 的 反作用 .在 一 个 完全 的 运动 方程 中 ,在 (4.408) 右 边 还 应 加 上 外 电磁 场 , 即 没 
有 包含 在 (4.253) 和 (4.254) 中 的 电磁 场 对 带电 粒子 的 作用 力 , 和 粒子 受到 的 非 电 
磁力 . 


$4.9 以 同时 量 表 推 迟 势 ,辐射 阻尼 力 的 非 相对 论 表示 


带电 质点 的 推迟 势 (4.221) 和 (4.222) 是 质点 轨道 方程 5(z) 的 泛 函 ,与 质点 运 
动 的 整个 历史 有 关 . 要 用 质点 在 t 时 刻 的 量 表 出 t 时 刻 的 推迟 势 , 首先 必须 用 它 在 
t 时 刻 的 量 表 出 它 直到 上 时 刻 的 历史 .这 便 是 将 轨道 方程 &(z ) 在 i 时 刻 作 泰勒 展 
开 , 将 它 在 任意 时 刻 的 值 用 它 在 1 时 刻 的 值 E(z) 和 在 t 时 刻 的 各 级 微 商 v (z) = 
E(t) a(t)= E(t) i(t) = 8 (+)、…… 等 表达 .就 电磁 场 的 能 量 动量 四 矢量 及 其 
对 产生 它 的 带电 粒子 运动 的 影响 而 言 ,只 含 粒子 速度 w 和 加 速度 a 的 部 分 可 以 认 
为 已 由 粒子 质量 的 重 整 化 考虑 过 了 ,因而 只 出 现在 运动 方程 (4. 408) 的 左边 .此 方 
程 右边 的 辐射 阻尼 力 应 含 加 速度 a 对 时 间 的 各 次 微 商 .运动 方程 若 果真 含 加 速度 
对 时 间 的 各 次 微 商 ,也 就 没有 意义 了 .因为 这 意味 着 求解 这 种 微分 方程 的 初 条 件 不 
仅 含 质点 的 坐标 和 速度 ,而 且 含 质点 的 加 速度 和 加 速度 对 时 间 的 各 次 微 商 . 而 如 果 
知道 了 任 一 给 定时 刻 质点 的 坐标 .速度 、 加 速度 和 加 速度 对 时 间 的 各 次 微 商 ,质点 
轨道 方程 的 泰勒 展开 即 完 全 确定 ,轨道 方程 完全 确定 因而 不 再 需要 什么 运动 方程 . 
这 一 切 表 明 的 乃 是 带电 粒子 产生 的 电磁 场 有 自己 独立 的 自由 度 ,带电 粒子 及 其 产 
生 的 电磁 场 的 运动 不 能 由 带电 粒子 的 运动 方程 完全 表达 .粒子 的 坐标 、 速 度 、 加 速 
度 , 以 及 加 速度 对 时 间 的 各 次 微 商 等 无 穷 多 初 条 件 定 下 的 也 不 只 是 粒子 的 运动 ,而 
且 也 定 下 了 它 产 生 的 电磁 场 ,其 中 就 包含 了 无 穷 多 的 自由 度 .不 过 如 果 粒 子 轨道 方 
程 &(z ) 对 时 间 的 泰勒 展开 中 只 有 有 限 几 次 竹 项 是 重要 的 ,其 中 只 含 加 速度 对 时 间 
的 有 限 几 次 微 商 , 含 加 速度 对 时 间 更 高 次 微 商 的 高 次 项 很 小 ,可 以 忽略 不 计 , 则 仍 
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可 得 粒子 的 一 个 虽 近 似 却 有 意义 的 运动 方程 .下 面 看 看 辐射 阻尼 力 只 含 加 速度 对 
时 间 的 一 次 微 商 的 情形 . 


以 推迟 时 间 上 二 人 | 为 增 量 ,将 推迟 势 (4.138) 右 边 的 电荷 密度 和 (4.139) 右 


边 的 电流 密度 矢量 在 时 刻 对 时 间作 素 勒 展开 .要 这 一 展开 收敛 快 , 世 二 必须 
足够 小 ,考察 电磁 场 的 位 置 > 必须 足够 靠近 有 电荷 电流 密度 分 布 的 位 置 ,对 一 个 
带电 粒子 产生 的 电磁 场 则 r 必须 足够 靠近 这 个 粒子 .在 考虑 粒子 产生 的 电磁 场 对 
粒子 自身 作用 的 问题 中 这 是 可 以 满足 的 . 在 此 条 件 下 可 将 (4.138) 写 为 

Br,2) =gCrti)T+TgCrt) + po(r,t) + palr,t)+:, (4.415) 
其 中 

po(r,t) = 二 | Ear = 至 一 (4.416) 
|r—r | 4neR 

为 电荷 密度 分 布 在 : 时 的 于 时 取 人 和 在 末 一 等 号 处 代入 了 点 电荷 的 电荷 密度 
分 布 (4.219)， 


只 三 六 一 ro, (4.417) 
ro = €(1) 
为 t 时 刻 带 电 粒 子 所 在 点 的 径 矢 . 
1 1 9p(r ,t) 
pi1(r,z) 一 和 a dV 
-a a ,tdy = 0， (4.418) 


最 后 一 个 等 号 用 到 总 电荷 守恒 
2 / 
#2(r,t) = ve Le 


= 372 2| Ilr—r |po(r,t)dr 


_ gq oR q _/R.,Y_ 0,. 
8reu? 9a? = (R "| RK | (4.419) 
在 第 三 等 号 处 代入 了 点 电荷 的 电荷 密度 (4.219). 


93p(r” 
pa3(r,z) -一直 Ilr-r dy 


-Birr [sp(r’,t)dY 


3p2 
___g -全 =- (3v.a—-R.d4), (4.420) 
24recx” at rer 
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点 电荷 密度 (4.219) 也 是 在 第 三 等 号 处 代 和 人 的 .在 同样 条 件 下 可 将 (4.139) 写 为 


A(r,t) 一 A4AoCri) 二 AICrt) 十 …， (4.421 ) 
其 中 
= jj(r,t) ,Jv 
Ao(r, 1:) = | 了 二 dy 一 47 尺 (4.422 ) 


为 i 电流 守 分 布 产生 的 须 时 稀 妆 "二 “等 号 处 代入 了 上 电荷 的 电流 密度 矢 
量 (4.220). 


9 
Ai(r,t) =- 1 Hr sty - _ 


4 Di 4nu a Ei, Ddy 


= 一 da, (4.423) 
neu 

末 一 等 号 处 除 代 入 了 点 电荷 的 电流 密度 矢量 (4. 220) 外 还 用 了 关系 (1. 87), 要 注 
意 ,表达 式 (4.416) 一 (4.423) 中 ro、R、v 、a 和 a 都 是 考察 电磁 场 的 时 刻 t 的 同时 
量 .计算 到 这 一 级 近似 的 电磁 场 强度 和 它 对 产生 此 电磁 场 的 带电 粒子 本 身 的 作用 
力 , 即 自作 用 力 .如 前 所 述 ,电磁 自作 用 力 中 只 与 粒子 速度 、 加 速度 有 关 的 项 都 可 移 
到 运动 方程 (4.408) 左 边 , 并 认为 已 由 带电 粒子 质量 重 整 化 完全 代表 . 实际 要 计算 
的 只 有 与 加 加 速度 6 或 加 速度 对 时 间 的 更 高 次 微 商 有 关 的 项 .在 标 势 少 到 加 , 矢 
势 A 到 A 和 1, 这 一 级 的 近似 中 这 种 项 只 有 电场 强度 


和 它 对 带电 粒子 的 作用 力 
2 
_ 2/__g ， 
P= 96 = 76 (4.425) 


这 就 是 到 这 一 级 近似 的 辐射 阻尼 力 . 比较 展开 式 (4. 415) 右 边 各 项 的 大 小 .四 一 0 
且 不 计较 ,$ 与 各 之 比 的 量 级 可 用 酉 表示 .这 对 (4. 419) 右 边 方 括号 内 的 前 两 项 
是 显然 的 ,注意 到 质点 横向 加 速度 a ,= 至 ,# 为 该 处 轨道 的 曲率 半径 , 便 可 估计 
第 三 项 的 量 级 Ra :2. 方 括号 内 三 项 的 量 级 同 为 .类似 地 可 由 (4.420) 估 计 
攻 ~ .(4. 415) 可 看 作 是 按 … 的 帘 次 的 展开 .同样 的 分 析 表 明 (4. 421) 为 和 拓 势 


按 一 宕 次 的 展开 . 在 真空 中 这 就 是 按 二 短 次 的 展开 . 在 vc 条 件 下 这 种 展开 能 较 
快 收敛 ,因此 称 非 相 对 论 展开 ,在 其 中 只 取 前 面 少 数 几 项 的 近似 称 非 相 对 论 近 似 . 
(4.425) 为 辐射 阻尼 力 的 非 相 对 论 表 示 . 

计算 辐射 阻尼 力 (4.425) 在 从 zi 到 刀 时 间 中 对 粒子 作 的 功 


2 。 2 2 gd CL 
| 4 aa vdt = 4 34°9 -| —— dt 
t! Onxeu G6neu t] t! Onxeu 
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设 粒 子 只 在 有 限 范 围 内 运动 ,加 速度 的 值 a。 和 速度 的 值 v 都 有 界 , 此 式 右 边 第 一 
项 遂 有 界 . 两 边 除 以 作用 时 间 T 反 已 一 与 并 令 Too ,右边 第 一 项 的 贡献 趋 于 零 ， 


因此 
-车 ad * vdt = 天 Gr 


它 表 明 粒子 反抗 阻尼 力 (4. 425) 输 给 电磁 场 的 功率 的 长 时 间 平均 从 为 七 可 略 条 件 


下 粒子 辐射 功率 (4.268) 的 长 时 间 平 均 . 由 推导 过 程 知 ,(4.268) 表 示 的 并 不 是 粒子 
辐射 瞬间 的 能 量 平衡 ,而 是 辐射 经 无 穷 长 时 间 到 达 无 穷 远 处 后 的 能 量 平 衡 , 它 与 辐 
射 阻尼 力 间 本 来 只 有 平均 关系 .可 以 认为 辐射 阻尼 力 的 非 相 对 论 表 示 (4.425) 与 低 
速 运动 质点 辐射 功率 的 表示 (4.268) 是 自 洽 的 . 


34.10 市 电 粒 子 在 外 力 和 辐射 阻尼 力作 用 下 的 运动 ， 
对 电磁 波 的 吸收 、 辐 射 和 散射 , 谱 线 宽度 
设 质量 为 m 电荷 为 g 的 质点 在 一 恒定 力 场 的 稳定 平衡 点 附近 作 小 幅度 运动 . 
除 此 恒定 力 场 外 质点 还 受 远 处 传 来 的 电磁 波 的 电磁 力 和 自身 的 辐射 阻尼 力 的 作 
用 . 对 平衡 位 置 附近 的 小 幅 运动 可 将 力 场 按 相对 平衡 点 位 移 的 寡 次 展开 . 设 恒定 力 


场 各 问 同 性 . 取 到 展开 式 的 一 次 项 得 弹性 恢复 力 
Fi 一 一 天 7， (4.427) 


质点 径 矢 > 的 原点 取 在 力 场 的 平衡 位 置 , K 为 弹性 模 数 . 设 远 处 来 的 电磁 波 为 
(1.83) 表 示 的 平面 波 , 按 (1.84) 一 (1.86) 其 中 


入 三 /六 = 十， (4.428) 
由 此 式 和 (1.90) 知 ,电磁 波 中 电场 对 质点 的 作用 力 q8 的 量 级 与 磁场 对 质点 作用 
力 gv Xx 多 的 量 级 之 比 为 1:=， v 为 质点 速度 .小 幅 运 动 质 点 速度 必定 也 小 , 设 它 
远 小 于 光速 4, 辽 <1 为 小 量 . 略 去 号 的 一 切 正 震 次 项 ,电磁 波 中 磁场 对 质点 的 作 


用 力 便 被 略 去 ,只 剩 下 电场 的 作用 力 
gqg@ = gq@osin(k . r — wt). 
弹性 力 (4.427) 单 独 作 用 下 质点 作 简 谐振 动 , 角 频率 为 


“0 VE ， (4.429) 
称 为 振子 的 固有 角 频 率 . 设 它 沿 zx 方向 作 一 维 振动 ,振幅 为 zo, 则 能 量 为 这 Kzg = 
二 mw8z3; 另 一 方面 设 它 的 最 大 速度 为 wo, 则 能 量 又 可 表 为 二 moo2. 可见 zo= a 


”177 ， 


2 qa” 


—— dt. (4.426) 
6newu’ 


< 电磁 波 对 质点 作用 的 电磁 力 导 致 质点 的 强迫 振动 ,是 一 种 强迫 力 . 只 当 电磁 
波 的 角 频 率 w 接近 振子 的 固有 角 频 率 wo 时 才 对 质点 运动 有 明显 影响 .在 此 条 件 
下 JJ WO, 

zi< 塘 世 = - 坟 - 六 三 议 - (4.430) 
它 表明 质点 运动 幅度 远 小 于 电磁 波 的 波长 人. 换 名 话说 ,在 电磁 波 对 带电 粒子 有 显 
着 影响 的 情形 中 , 它 的 波长 4 与 粒子 运动 的 幅度 相 比 可 视 为 无 穷 大 ,平面 波 
(1.83) 中 波 矢 量 的 长 度 


2X 1 
k= = (4.431) 
则 可 视 为 零 . 电 磁 波 (1.83) 对 带电 粒子 的 作用 力 遂 为 
F, =— g@osin( wt). (4.432) 


在 弹性 恢复 力 (4.427)、 电 磁力 (4.432) 和 辐射 阻尼 力 (4.425) 的 作用 下 带电 粒子 的 
非 相 对 论 运动 方程 可 写 为 


i+ or -- 蕊 产 =- 了 CEosin(ot)， (4.433) 
CO0 nn 
其 中 
g2wo? 
r= 5 (4.434) 
6nemu 


具 频 率 量 纲 . (4.433) 为 常 系数 线性 非 齐 次 常 微分 方程 , 它 的 通 解 可 表 为 它 的 一 个 
特 解 和 齐 次 方程 


i+ wir-G7=0 (4.435) 
WO 


的 通 解 的 登 . 这 个 方程 的 系数 都 是 实数 ,因此 可 将 解 写 成 复 形式 , 解 得 后 再 取 它 的 
实 部 . 令 

r = ber, (4.436) 
代入 上 式 得 代数 方程 


0Q27+ wj-503=0. 
WO 
经 整理 得 
TO? — wi — ol = 0. (4.437) 


对 普通 介质 ,光速 u 接近 真空 中 的 光速 c. 在 电磁 波 对 带电 粒子 有 显著 作用 的 情形 
中 w 之 wo. 帮 粒子 为 电子 , 则 按 (4.434) 


wo 3 Te 3 (4.438) 


可 见 光波 长 4x10- 一 8x10- mm, 远 大 于 (4.404) 表 示 的 电子 经 典 半 径 . 实 际 上 除 
。 178 ， 


硬 y 射线 外 ,所 有 电磁 波 波长 均 比 电子 经 典 半径 大 得 多 .而 y 射线 已 不 能 用 经 典 电 
动力 学 讨论 . 因此 按 (4.438) ,在 经 典 电动 力学 有 意义 的 一 切 场合 六 <1 为 小 量 .这 


使 得 不 必用 根 式 严格 表 出 (4.437) 的 根 . 若 一 完全 可 略 ,(4.437) 可 略为 02+ w8= 
0, 根 为 


者 将 卫 当 小 量 , 可 将 此 根 作 零 级 近似 代入 (4.437) 的 第 一 项 ,得 一 级 近似 方程 
0 + wo + iwor = 0， (4.440) 


根 为 
_J. 7 . | .1 . .1 
(2 三 土 1V wi tt iwol =+ 1wo 1 二 i =+i[woti 广 ) 


= 十 iuo 一 己 ， (4.441) 


在 第 三 等 号 处 将 根 式 作 了 以 二 为 小 量 的 竺 级 数 展开 , 取 到 一 次 项 .在 此 近似 下 可 以 


r(t) 一 Zerioot- 十 Leo0r -Zt (4.442) 
为 齐 次 方程 (4.435) 的 通 解 , 61 和 6; 为 积分 常 矢量 .此 解 的 两 项 除 简 谐 振动 因子 
外 都 有 一 指数 衰减 因子 ,是 辐射 阻尼 力 引 起 的 .将 非 齐 次 方程 (4.433) 写 成 复 形 式 
得 


7 + wbr -GF =-i4 O00i. (4.443) 
CO0 mm 
此 式 两 边 取 实 部 即 还 原 成 (4.433) ,因此 解 的 实 部 即 (4.433) 的 解 .将 它 的 解 写 为 
r(t) = 6e “， (4.444) 


代入 (4.443), 约 去 简 谐 因 子 e “得 


[wf — wiol]6 =-i @0, 


其 中 
rm = eT. (4.445) 
0 
由 此 得 
“=-i2 一 - (4.446) 


将 此 式 代 回 (4.444) 即 得 (4.443) 的 一 个 特 解 , 它 的 通 解 遂 为 
r(t) = Cie-ivot-Z 十 Zeioot- +i 0 (4.447 ) 
1 OU” 一 CU0 十 1 
设 起 始 时 刻 上 = 0 粒子 是 静止 的 ， 


r(0) = 0， 7(0)= 0. (4.448) 
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将 此 初 条 件 加 在 通 解 (4.447) 上 定 得 积分 常 矢 量 
[于 wy 8 
1 be 2 ( + 直角 wi — wh t+ iwoT™ 


5 让 -3 过 


4wo wof lm o2 — wi tion 
将 它们 代 回 (4.447) 得 到 的 特 解 表示 起 始 时 粒子 静止 ,随后 在 强迫 力 (4.432) 作 用 
下 开始 运动 .起 始 的 静止 被 表示 为 (4.447) 右 边 三 项 互相 抵消 的 结果 .随后 的 运动 
表现 为 两 种 振动 的 释 加 .前 两 项 表示 以 振子 固有 频率 wo 的 振动 ,第 三 项 表示 以 强 
人 迫 力 频 率 w 的 振动 .前 两 项 振动 缓慢 衰减 ,最 后 消失 ,只 剩 下 强迫 力 引 起 的 振动 ， 
即 (4.447) 右 边 的 第 三 项 .如 果 强 迫 力 是 稳定 的 ,最 后 剩 下 的 便 是 一 稳定 的 强迫 振 
动 . 
看 看 这 一 过 程 的 能 量 平衡 .开始 粒子 从 入 射电 磁 波 获取 能 量 , 一 方面 增加 自己 
的 振幅 , 另 一 方面 向 周围 辐射 电磁 波 .在 振幅 达到 饱和 之 前 , 它 以 两 种 频率 振动 , 因 
而 会 发 射 两 种 频率 的 电磁 波 .一 是 振子 的 固有 频率 wo, 这 种 频率 电磁 波 的 辐射 称 
为 振子 吸收 入 射电 磁 波 后 的 辐射 .粒子 从 人 射电 磁 波 获取 能 量 以 增长 自己 的 振幅 
并 发 射 自己 固有 频率 的 电磁 波 的 过 程 称 为 吸收 过 程 .这 过 程 到 它 达 到 饱和 振幅 为 
止 . 男 一 是 人 射电 磁 波 频率 w ,这 种 频率 电磁 波 的 吸收 和 辐射 称 为 振子 对 人 射电 磁 
波 的 散射 ,一直 延续 到 它 达 到 饱和 振幅 之 后 . 达到 饱和 后 (4.447) 右 边 前 两 项 消失 ， 
取 第 三 项 的 实 部 得 粒子 径 矢 
H(t) = snor+6)， (4.450) 


m NN 《5 一 1) 十 (wI ) 


(4.449) 


其 中 
6 = arctan -2 二 (4.451) 
为 强迫 振动 中 的 相位 移 .粒子 速度 为 
v(t) =70) = 0 s(t + 6); (4.452) 
mV (o2 — wi) + (or ) 
能 量 为 
E = 方 mv? + 方 mwbr” 
-7 1 + od (on + 5) |， (4.453) 
在 平均 能 量 
E g (+ w0) 80 (4.454) 


4m[l(w’— oz) 十 (wr )*] 
上 下 涨 落 .这 便 是 振子 达到 饱和 振幅 从 入 射电 磁 波 吸收 的 能 量 . 取 (4.447) 前 两 项 
180 ， 


的 实 部 ,得 径 矢量 


ro) 二 全 和 ei 人 4+ 外 二 如 dor 多， (4.455) 
它 代表 粒子 以 固有 频率 wo 的 动 将 (4. 449) 代 人 此 式 得 相应 的 电 偶 极 闫 到 
Fo0(t) = 二 gro(t) = 二 Po (wo)e lwot + BI( wo)e” i, (4.456) 
其 中 
Po (wo) = 一 | sind 十 (sin 十 和 088 | | 
“0 “0 272 \/ (o 一 oz) + (wr ) 
(4.457) 


由 于 wo, 在 以 角 频 率 wo 振动 一 周期 中 因子 -2: 几乎 是 不 变 的 , (4.456) 表 示 
的 是 一 近似 的 简 谐 偶 极 振动 . 按 (4.179) 它 的 平均 辐射 强度 为 


，2 四 下 2 OU 
了 J (1 + je Jsin 6 十 2) ous 8 十 D 2 
9 12xem’ wu (ww 一 oz) 十 wT “ 
(4.458) 
从 t=0 到 := co, 这 种 振动 共 辐 射出 能 量 


I? 
je r Fg > et (1 + 7 jo Jsin? 6 + (2 ) cos’6 + 7 329) 
0 12xem“u3T (ww 一 of) + o 有 
(4.459) 
它们 自然 都 要 从 人 射电 磁 波 吸收 .于 是 在 达到 饱和 振幅 之 前 带电 粒子 从 人 射电 磁 
波 吸 收 的 能 量 为 此 式 与 (4.454) 表 示 的 能 量 之 和 , 即 


Ca(w)q’® 


oa 


(4.460) 


其 中 
w+ wf (4wé 十 wfiP2)sin2 十 (2woow)” cos28 十 2wé wTsin(26) 2 
C,(w) 三 一 一 tg 
4m 48nem” ui TI 
(4.461) 
为 w 的 缓 变 函 数 .对 w 一 wo 的 人 射电 磁 波 太一 卫 ,(4.460) 可 近似 地 表 为 
Ci (wo)q” 0 


EF, = (0 w+ (2) 


(4.462) 


， Ca(owo) 
其 中 C', (wo)= (2w 10)2 


达到 一 个 很 高 的 峰值 


由 于 卫 很 小 ,在 w= wo 处 粒子 对 人 射电 磁 波 能 量 的 吸收 


”181 : 


4Ca(wo)9g2 61 
Em 一 TR 


称 共振 吸收 ,wo 因而 又 称 共振 频率 . 若 人 射电 磁 波 频率 。 偏离 共振 频率 ,吸收 能 
量 便 显著 下 降 ,形成 一 共振 峰 (图 4-3). 入 射频 率 与 共振 频率 差 | - wo| = 访 处 吸 
收 能 量 降 到 峰值 的 一 半 . 共振 频率 两 侧 吸收 能 量 降 到 峰值 一 半 的 人 射频 率 差 卫 称 
为 共振 峰 的 宽度 ,简称 共振 宽度 .实际 和 人 射电 磁 波 不 会 是 绝对 单 色 的 ,总 有 一 频率 
分 布 谱 . 若 人 射频 谱 没 有 覆盖 共振 频率 wo 便 不 会 有 明显 的 吸收 . 若 人 射频 谱 覆 盖 
了 共振 频率 , 它 通过 由 这 种 带电 振子 组 成 的 物质 后 便 会 在 亮 的 频谱 背景 上 出 现 一 
条 瞳 线 , 称 为 吸收 谱 线 . 这 谱 线 中 心 位 置 在 共振 频率 wo 处 , 线 宽 了 . 由 于 带电 粒子 
恒 受 辐射 阻尼 , 谱 线 恒 有 一 宽度 , 称 自然 宽度 . 


E, 


(4.463) 


0 


图 4-3 ”共振 吸收 


取 (4.447) 右 边 第 三 项 的 实 部 ,得 径 矢 量 


__ 9g60 .. 
ri(t) = a Tn + 6), (4.464) 
相应 的 电 偶 极 振动 为 
D(z) 一 gri(t) 一 PI (wow)e 十 Pr(w)e”, (4.465) 
其 中 
9 (w) = ie gq 80 (4.466) 


2m ~ (ww 一 wz) 十 (oD) 
按 (4.179) ,平均 单位 时 间 它 发 射 的 电磁 波 能 量 为 


_ 4 4 
人 re .40 
男 一 方面 ,(1.83) 表 示 的 入 射 平面 电磁 波 的 坡 印 他 天 量 为 
S =@0X Kosin (Kk. r— wt) 
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= Ex (kX Bo0)sin(k rr 一 ol) 
Aco 
= cusinm(k .rr — wt)ko, (4.468) 


其 中 ko= 卡 为 电磁 波 传播 方向 的 单位 矢量 . 推导 中 在 第 二 等 号 处 用 了 (1. 85) ,第 


三 等 号 处 用 了 (1.86) 和 (1.87). 这 是 一 个 时 间 和 空间 坐标 的 周期 函数 .在 一 周期 内 
平均 ,得 单位 时 间 通 过 与 ko 垂直 的 单位 面积 的 平均 能 量 


S= ca, (4.469) 


由 此 可 定义 带电 振子 对 人 射电 磁 波 的 散射 截面 


= 
“ST 6re m2ust (ww ~ whe) + wT (4.470) 
如 果 被 弹性 恢复 力 (4.427) 束 缚 的 是 一 个 电子 , 它 在 真空 中 对 电磁 波 的 散射 截面 按 
(4.401) 可 表 为 


4 

e (ww 一 1) + wD 
这 在 历史 上 是 一 个 著名 的 散射 截面 公式 . 此 式 含 与 (4.460) 右 边 类 似 的 共振 因子 ， 
在 ww 之 wo 从 而 三 卫 条 件 下 可 近似 表 为 


2 
7 二 2 2 WO 
3 


7 = 2 (4.471) 


(4.472) 


散射 截面 也 在 振子 的 固有 频率 wo 处 有 一 宽 为 T 的 共振 峰 .对 自由 电子 , (4.427) 
右边 的 力 稼 数 氏 =0, 从 而 oo=0. 知 忽略 辐射 阻尼 力 ,(4.433) 左 边 第 三 项 为 零 , 从 
而 了 =0.(4.471) 表 明 在 此 近似 下 目 由 电子 对 电磁 波 的 散射 截面 为 

5 = 37re， (4.473 ) 
这 便 是 著名 的 汤姆 孙 必 散射 截面 公式 . 

设 粒 子 在 1: 二 0 时 静止 于 平衡 位 置 r=0 处 .在 1=0 时 刻 受 一 冲击 力 偏 离 平 稀 
位 置 而 运动 .在 上 >0 时 没有 外 来 电磁 波 对 它 作 用 , 它 在 弹性 力 (4.427) 和 辐射 阻尼 
力 (4.425) 作 用 下 继续 运动 ,并 辐射 电磁 波 . 它 的 运动 方程 为 齐 次 方程 (4.435), 通 
解 为 (4.442) .为 保证 径 矢 为 实 的 ,应 将 它 的 轨道 方程 写 为 

奉 t 二 0， 
r(t) = 1 作 r 
Ce wo 2 eeo 2， 在 上 >0， 
6 为 积分 常 矢量 .将 此 式 右边 展 成 傅 里 叶 积 分 , 乘 以 电荷 g 后 得 电 偶 极 托 


(4.474) 


四 Thomson， 
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9(1)= g(t)=4| g(o)eriedo， (4.475) 
其 中 傅 里 叶 系 数 
g(o) =q| _r(i)aedi = 中 rpDandt 
2 
= qd| 一 一 一 一 + 一 一 一 一 | . 
i(w — oo) — 广 i(w + wo) 一 性 


将 电流 密度 矢量 j、 矢 势 A、(4.146) 定 义 的 8 1 和 磁场 强度 光 都 写成 傅 里 叶 积分 的 
形式 ， 


(4.476) 


jCr,t)= | iw,r)e do, 


A(r,t)= | A(w,r)e do, (4 .477 
81(r,t)= 4) G1(w,r)e de, 


Xr,t)= | p(w,r)e ede, 


其 中 的 依 里 叶 系 数 间 有 关系 (4.153)、(4.154)、(4.158) 一 (4.160), 那 里 j(r)、 
A(r)、@1(r) 和 (rr) 分 别 为 j(w,r)、A(w,r)、81(w,r) 和 RR(w,r) 的 简写 . 
(4.430) 表 明 此 处 偶 极 近似 条 件 成 立 , 可 用 (4.167) 代 替 (4.160). 将 (4.475) 和 
(4.477) 的 第 一 式 代 入 (4.168) 的 两 边 即 得 (4.171). 利 用 这 些 关 系 可 从 (4.476) 和 
(4.477) 得 无 穷 远 处 


， (4.478) 


4T rr 


a 


i(w - oo) -与 i(w + w0) 一方 


X(w,r) = tag 后 二 | (4.479) 
i(w — wo)— 7 i(w + wo)— 


ro == 荆 为 径 向 单位 矢量 .发 射 到 7 方向 单位 立体 角 的 电磁 波 能 量 为 
95 -| lim[r° @1(r,1) x KX(r,t) |]: rodt 
=| lim[r° @7(r,) x HK(r,t)]. rodt 


= 天 | di| doee lim[r?@f(w,r) Xp(r,t)]. ro 


. 184 . 


= 到 | lim[m26r(osr) x Rw,r)]: rode. (4.480) 

无 穷 远 处 电场 强度 和 磁场 强度 的 频谱 (4.478)(4.479) 具 共振 结构 .由 于 wo 六 卫 > 
0, 其 中 方 括号 内 第 一 项 只 在 |w- wo | 守 TT 的 频率 区 间 中 显著 非 零 ,在 其 他 频率 区 
间 中 的 值 与 此 区 间 中 的 值 相 比 可 忽略 ; 方 括 号 内 第 二 项 只 在 |w + wo| 守 TT 的 频率 
区 间 中 显著 非 零 ,在 其 他 频率 区 间 中 的 值 与 此 区 间 中 的 值 相 比 可 以 忽略 .将 它们 代 
和 人 此 式 , 对 ww 在 (0,ce) 区 间 的 积分 可 在 方 括号 中 只 取 第 一 项 ,在 (- oo,0) 区 间 的 
积分 可 在 方 括号 中 只 ! 取 第 二 项 .两 区 间 的 积分 可 合并 ,得 

dE -~ (1€1*—16. ro |’) ne 

0 ove " "i" | (w 一 wo)* + (全 
推导 中 还 用 了 (4.124) 和 (1.87). 由 于 被 积 函 数 只 在 w 之 wo 人 处 显著 非 零 ,|w 一 wo| 
沪 T 处 的 贡献 可 略 , 此 式 可 近似 为 


和 gwé | dw 
16 en 


(4.481) 


A 


(o-oo + (2) 


(lee.ro | 


q* wb | 
8 eu3T -~ 2 +1 


2 
= € 12 -1 €. ro12), (4.482) 


第 二 等 号 处 作 了 积分 变量 变换 6=2 一 让 .对 立体 角 积 分 即 得 辐射 总 能 量 


| dt d 00 2 _ , 2 
EF = ,dd2 = 一 | 6 | | 6 ro | )d0 


“， 4.483 
-下 | | ( ) 


其 中 用 到 积分 公式 (4.176) 和 (4.178).(4.481) 或 (4.482) 中 对 w 的 积分 的 被 积 函 
数 表现 出 带电 振子 辐射 电磁 波 的 能 量 随 频率 的 分 布 , 即 辐射 频谱 . 它 集 中 在 振子 固 
有 频率 附近 宽 为 卫 的 极 窄 的 频率 区 域 中 , 称 为 谱 线 . 谱 线 的 结构 与 前 面 讲 过 的 吸 
收 谱 线 相同 .不 过 吸收 谱 线 为 暗 线 ,辐射 谱 线 则 为 亮 线 . 由 于 能 量 守恒 ,不 可 避免 地 
会 出 现 辐射 阻尼 力 , 这 便 使 谱 线 ,不 论 是 吸收 谱 线 还 是 辐射 谱 线 , 具 有 一 目 然 宽 度 
I. 
从 另 一 方面 看 ,(4.475) 表 明 : >0 时 可 将 振子 的 电 偶 极 和 矩 表 为 

P(t) = 9 多 (oo)e or + 8 多 (awo)eleot ， (4.484) 

其 中 


FP(wo) = gte-z: (4.485) 
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在 振子 振动 的 奋 干 周期 内 可 视 为 常 矢 量 . 代 人 (4.179) 得 单位 时 间 内 振子 平均 辐射 
能 量 为 


一 4 
万 一 了 | gt l2e DY. (4.486) 


将 此 式 右边 对 时 间 上 从 0 到 co 积分 ,同样 得 辐射 总 能 量 (4.483). 在 这 一 推导 中 明 


显 看 到 的 是 平均 辐射 强度 随时 间 的 豪 碱 . 称 衰减 到 初 值 的 二 的 时 间 r 为 辐射 寿 
命 ,由 (4.486) 可 看 出 


Tr=1, t= 
辐射 寿命 与 谱 线 宽度 有 简单 反比 关系 . 


$4.11 色散 现象 的 物理 内 含 ,因果 性 与 克拉 
默 斯 克 勒 尼 希 色散 关系 


$ 4.7 提 到 色散 现象 及 其 对 理解 切 连 科 夫 辐射 的 重要 性 .本 节 介 绍 色 散 现象 

本 身 的 物理 内 容 和 规律 . 先 看 交 变 电磁 场 的 9 与 6 和 区 与 和 % 间 的 关系 .静电 学 的 关 
系 (2.127) 在 交 变 电磁 场 中 可 能 不 再 成 立 .其 中 9 与 6 的 关系 (2.130) 应 改 为 

9 = €o + Pp, (4.488) 


60 为 真空 介 电 常数 ,P 为 (2.123) 定 义 的 极 化 强度 .此 式 只 以 (2. 128)、(2.126) 和 
(1.70) 为 基础 ,它们 对 交 变 电磁 场 成 立 , 此 式 便 也 对 交 变 电磁 场 成 立 . 交 变 电磁 场 
与 静电 场 的 差别 在 这 里 只 表现 为 对 (2. 127) 的 修改 . 静 磁 学 中 与 (4.488) 相 当 的 关 
系 为 (3.66) .此 式 的 基础 为 (1.34)、(1.38) 和 (1.32).: 其 中 (1.38) 和 (1.32) 在 交 变 
电磁 场 中 均 不 成 立 . (1.32) 被 修改 为 (1.73). 将 (4.488) 代 人 其 中 得 


VYx 光 =J+51+ co 了 
将 介质 看 成 一 电荷 电流 分 布 ,与 此 式 相当 的 真空 电动 力学 方程 为 
Vx 多 =-j+e 2 
[0 
从 中 减 去 上 式 并 利用 (1.34) 得 
% , OP  ，,， 
vx (2 - ]= 训 -于 =j7. 
(2.126) 与 束缚 电荷 电流 密度 的 连续 性 方程 保证 ji 无 散 从 而 使 此 式 自治 , 且 保 证 


1 
广 ， (4.487) 


+ 《6037 


® H.A.Kramers, Atti. Congr. Inter. Fisici, Com. 2 (1927)545. 
® R.Kronig,]J.Opt.Soc.Amer.12 (1926)547. 
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存在 矢量 M 满足 

jx” =YxM. (4.489) 
在 交 变 电磁 场 中 介质 的 磁化 强度 M 可 由 此 式 重新 定义 ,以 代替 (1. 38). 现在 的 束 
缚 电流 密度 

jm = jy + Ey (4.490) 
jm 只 是 其 中 的 一 部 分 . 按 (4.489) 重 新 定义 的 磁化 强度 M 与 8 和 % 之 间 仍 符合 关 
系 (3.66). 比较 一 下 介质 中 的 束缚 电流 密度 (4.490) 右 边 两 项 的 大 小 .第 一 项 因为 
磁场 在 介质 中 诱发 的 束缚 电流 ,第 二 项 为 电场 在 介质 中 诱发 的 束缚 电流 .上 节 
已 估计 电磁 波 对 物质 的 作用 中 ,磁场 作用 力 比 电场 作用 力 小 .将 介质 当 作 电荷 电流 


分 布 ,用 真空 电动 力学 估计 这 两 种 力 大 小 之 比 为 卫 ,w 为 介质 内 部 带电 粒子 速度 的 
量 级 .此 外 ,电场 可 直接 改变 介质 内 的 电 偶 极 矩 和 极 化 强度 ,从 而 直接 诱发 其 中 的 
束缚 电流 于 ;磁场 却 只 能 因 与 不 同 取向 磁 矩 作用 能 不 同 ,经 弛 玩 过 程 使 磁 矩 方向 
靠拢 磁场 方向 以 增加 磁化 强度 ,从 而 间接 诱发 介质 内 的 束缚 电流 jw . 弛 瑰 是 慢 过 


程 ,达到 平衡 的 弛 瑰 时 间 比 电磁 波 周 期 长 得 多 .高 频 电 磁 波 中 的 磁场 未 及 导致 介质 
的 显著 磁化 就 变 了 方向 ,以 致 不 能 产生 显著 的 磁化 电流 j; .对 交 变 电磁 场 中 的 介 


质 , 以 上 两 个 因素 使 (4.490) 右 边 第 一 项 六/ 比 第 二 项 全 小 得 多 ， 在 高 频 极 限 下 可 


认为 j;, =0, 从 而 按 (4.489) 和 (3.66) 有 y= po, 色 散 现 象 只 表现 为 介 电 常 数 《 与 
电磁 波 频率 w 的 关系 . 

径 矢 量 为 > 处 t 时 刻 的 极 化 强度 P(r,i) 为 > 处 电场 引起 .zi 时 刻 以 后 的 电场 
自然 不 会 影响 该 处 上 时 刻 的 极 化 强度 ,上 时 刻 以 前 的 电场 却 能 影响 该 处 上 时 刻 的 极 
化 强度 . P(r,t) 是 介质 在 > 处 的 电荷 分 布 在 该 处 电场 作用 下 直到 上 时 刻 的 演化 结 
果 , 因 此 可 表 为 


P(r,t) = co] Fo) @(r,t—t )d’, (4.491) 


f(z ) 为 介质 的 一 个 特征 函数 ,表示 t 时 间 前 电场 对 介质 极 化 的 影响 . 作 人 很 里 叶 分 
解 


@(r,t) = 二 | ew,r)e do, 
9(r,t) = 9(o,r)eriedw， (4.492) 
P(r,t) = 1 | P(w,r)e dw. 


2mj - 


将 其 中 第 一 、 三 两 式 代 人 (4.491) ,可 将 它 表 为 傅 里 时 分 量 间 的 关系 
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P(w,r) = E0X(w) E(w,r), (4.493) 


其 中 
y(w) =| ef()dz. (4.494) 
(4.488) 因 而 可 写成 
D(w,r) = ew) E(w,r), (4.495) 
其 中 
人 (w) = eoll + x(w)). (4.496) 


在 交 变 电磁 场 中 应 以 (4.493)、(4.495) 和 (4.496) 分 别 代替 (2.127)、(1.74) 的 第 一 
式 和 (2.131). 传 里 叶 分 量 一 般 为 复数 .由 于 Frz) 为 实 函 数 ,(4.494) 表 示 x *(w) 
= Xx( 一 w), 而 (4.496) 则 表明 
¢ (w) = ce(- w). (4.497) 
作 分 解 
é(w) = ki(ow) +ie,(w), (4.498) 
41 和 分别 为 ¢ 的 实 部 和 虚 部 .代入 上 式 得 
ew) = ee- w), kw) 三 一 《人 (一 中) (4.499) 
cl 和 《2 分 别 为 w 的 偶 函 数 和 奇 函 数 .e 为 复数 使 w= ep 为 复数 ,从 而 使 k= 名 
为 复数 . 交 姆 霍 兹 方程 


Vy +k*y=0 
的 平面 波 解 
J(r) = eik' 
当 
k= ki+t+1ik> 
为 复 矢量 时 成 为 


(r) = etir-k2r, 

其 中 ki 和 ko 皆 为 实 矢量 . 此 解除 平面 流 因 于 ew "外 还 有 一 沿 k2 方向 衰减 的 因 
子 e %". 可 见 ¢ 出 现 虚 部 表示 介质 吸收 电磁 波 . 考虑 m0 的 极限 ,在 此 极限 下 交 
变 电 磁场 趋 于 静电 场 和 静 磁场 . 若 介 质 为 绝缘 体 ,不 会 吸收 更 电场 和 静 磁 场 ,在 
w-~0 的 极限 下 “2 一 0. 在 同一 极限 下 《1 趋 于 静电 学 中 的 介 电 常数 .¢ 在 w=0 处 有 
恨 好 行为 , 便 可 展 成 w 的 寿 级 数 .el 为 w 的 偶 函 数 , 展 成 的 笑 级 数 只 仿 w 的 偶 次 
项 ,最 低 次 项 为 零 次 项 ,等 于 静电 学 中 的 介 电 常数 .> 为 w 的 奇 函 数 , 展 成 的 笑 级 


数 只 含 w 的 奇 次 项 ,最 低 次 项 为 一 次 项 ,在 w 一 0 条 件 下 确 有 > 一 0. 导 体 中 的 情 


形 则 不 同 ,其 中 的 任何 电场 都 会 引起 电流 ,而 电荷 流动 的 结果 则 是 抵消 其 中 的 电 
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场 . 即 是 说 ,导体 能 吸收 非 交 变 电 场 ,w->0 极限 下 2: 并 不 趋 于 零 .如 果 将 电场 在 导 
体内 引起 的 电流 算 作 介质 中 的 “束缚 "电流 而 不 算 作 外 电流 ,其 中 的 电磁 感应 方程 
(1.73) 成 为 


Vx%= 于 
对 频率 为 w 的 电磁 场 则 成 为 
Vx X=- il. 
另 一 方面 由 欧姆 定律 
j=0o0€, (4.500) 
0 为 电导 率 , 可 将 静 磁 学 关系 (1.32) 写 为 
Vx X= 6. (4.501) 
与 前 式 比 较 得 w 一 0 条 件 下 
¢ = i2. (4.502) 


WwW 


人 2(w) 作 为 w 的 笑 级 数 ,最 低 次 项 为 -1 次 项 . 

将 w 扩 充 为 复 变 量 ; ww 圭 wi + iwz, wl 和 ow, 分别 为 它 的 实 部 和 虚 部 .由 于 
(4.494) 中 积分 变量 :二 0, 除 一 测度 为 零 的 点 上 = 0 外 积分 变量 : >0. 吞 wz >0 被 
积 函 数 就 会 出 现 一 衰减 因子 e “2:. 男 一 方面 , 越 长 时 间 以 前 的 电场 对 现时 刻 极 化 
强度 的 影响 越 小 ,无 穷 长 时 间 以 前 的 电场 应 对 现时 刻 的 极 化 强度 无 影响 . (4. 491) 
右边 积分 号 下 的 明 数 f(z) 应 为 i 的 连续 函数 , 且 有 极限 lim f(z)=0, 因 而 是 有 界 
盟 数 . 它 还 必须 使 (4. 491) 右 边 的 积分 存在 .这些 性 质 使 (4. 494) 定 义 的 极 化 率 
x(w) 作 为 复 变量 w 的 函数 在 w 复 平面 的 上 半 平 面 (w,>0) 存 在 、 解 析 、 且 有 极限 


lim x (w) = 0. (4.503) 
按 复 变 函数 论 的 柯 西 2 定理 可 在 上 半 复 平面 内 将 它 表 为 
X(w) = 二 中 gw, (4.504) 


积分 回路 为 上 半 复 平面 中 包围 w 的 任 一 封闭 回路 .现在 将 回路 的 下 沿 拉 成 一 条 直 
线 , 并 无 穷 逼 近 实 轴 ; 上 沿 则 拉 成 一 条 以 原点 w=0 为 心 ,以 实 轴 为 直径 的 半圆 周 . 
由 于 极限 性 质 (4.503),(4.504) 右 边 在 无 穷 远 处 半圆 周 上 的 积分 为 零 , 因 此 只 剩 下 
实 轴 上 的 积分 


X(w) 一 工 | Xo ) (4.505) 


nl 一 co CU 一 0w 


® Ohm. 
® Cauchy. 
。 189 ， 


此 式 对 上 半 复 平面 中 的 w 成 立 . 让 w 从 上 半 复 平面 逼近 实 轴 ,由 于 (4.494) 定 义 的 
X(w) 当 w 从 上 半 复 平面 趋 于 实 轴 时 连续 , (4. 505) 在 实 轴 上 的 极限 即 实 轴 上 的 
X(w). 这 一 极限 又 可 表 为 在 实 轴 上 


xX(w) = 二 | 2 (4.506) 
7 为 一 无 穷 小 正 数 .附录 一 证 明 了 
本 = 了 P- 盖 一 +ini(w' ~ w), (4. 507) 
第 一 项 前 的 符号 P 表示 含 此 项 的 下 积 分 取 主 值 .代入 上 式 得 
xz(w) = P| egw (4.508) 
与 (4.496) 联 立 得 
ew) = e+ 二 p| 0) 0, (4. 509) 


WW WwW 


这 便 是 著名 的 克拉 默 斯 -克勤 尼 希 色散 关系 .将 此 式 分 解 为 实 部 和 虚 部 就 是 


pw) ， ”wow ) 
ki(w) = ot 二 | do 一 2P| CU 2 de 
» ¢i(w)—e ， cei(w) 一 : 

€2(wW) 三 一 4 lp| re 一 | a a de ， 


(4.510) 


两 式 第 二 等 号 处 分 别 用 到 kz(w) 为 奇 函 数 和 《1(w) 为 偶 函 数 . 积分 号 之 前 的 符号 
P 表 取 环 积分 的 主 值 .值得 注意 的 是 ,此 关系 的 推导 根本 没有 用 经 典 电 动力 学 方 
程 ,也 不 涉及 介质 的 结构 和 性 质 ,而 只 用 到 (4.491) 式 .该 式 表 达 的 只 是 t 时 刻 介 质 
某 处 的 极 化 强度 只 与 该 处 上 时 刻 以 前 的 电场 强度 有 关 , 即 只 是 简单 地 表示 了 因果 
律 .由 此 便 导 致 了 x(w) 在 复 平面 的 解析 性 质 ,进而 导致 了 这 个 色散 关系 . 可见 此 
式 有 极 广 泛 极 普遍 的 基础 和 适用 范围 .已 知 微观 领域 经 典 电 动力 学 是 不 适用 的 , 然 
而 这 并 不 影响 这 个 色散 关系 的 适用 性 .后 来 这 种 基于 因果 性 和 复 变 函数 解析 性 质 
的 色散 关系 方法 被 广泛 用 于 各 领域 ,特别 用 于 探索 未 知 领域 的 规律 .例如 用 于 强 作 
用 物质 规律 的 探索 ,取得 了 一 些 重要 成 果 . 

设 茶 介 质 对 电磁 波 在 角 频 率 wo 处 有 一 宽 为 卫 的 共振 吸收 蜂 ， 
ATw 


0 = (0 wd) + wr (4.511) 
wo0\ 卫 和 A 为 常数 .代入 (4.510) 第 一 式 得 
€1(w) 一 = Lp|” 0 ~ Ll dw . (4.512) 


对 被 积 函 数 作 分 解 , 令 
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(4.513) 
将 右边 通 分 ,分 母 与 左边 相同 ,要 求 分 子 也 与 左边 相同 ,得 诸 常数 的 线性 代数 方程 
组 


Q0w 一 24wf = 0， 
ao0 ~ aiw = AT,, 
a1 ~ a2zw + aa(T* — 2w6) = 0， (4.514) 
a — a3w = 0,， 
a3 二 a4 = 0. 
将 (4.513) 代 入 (4.512) 的 积分 号 下 , 含 a1、a3 和 as 的 项 积分 主 值 为 零 . 剩 下 的 两 
项 积分 绝对 收敛 ,不 再 需要 主 值 符 号 . 故 有 


1{™ + Q2ow , 
€1(w) 一 《0 三 i Tn rad . (4.515) 
由 (4.514) 解 得 
__ ATwf ATw” 
本 
考虑 (4.515) 右 边 被 积 函 数 在 w 复 平面 内 以 原点 为 心 实 轴 为 直径 的 无 穷 远 处 半圆 


周 上 的 积分 . 由 于 在 |w | 一 co 处 被 积 函 数 以 | w | 一 的 方式 趋 于 零 , 半 圆周 长 以 
| o | 的 方式 趋 于 无 穷 , 此 积分 以 |w'1 1! 的 方式 趋 零 . (4.515) 可 写 为 


(4.516) 


U0 


1 ao 十 a2w / 
ny) (3 od + Ta (4.517) 


积分 回路 由 实 轴 和 上 半 复 平面 的 上 述 半圆 周 组 成 .被 积 函数 有 四 个 极点 , 即 其 分 母 
的 四 个 根 


1(w)— eo = 


2 TI .TI mm_.T 
WwW1 一 CU0 一 十 1 9 CU7 LO0 一 一 9 
2 4 2 
; > (4.518) 
ly a 
oO 
此 外 是 解析 的 .将 它 作 分 解 
ao + azo bi b2 bs 04 . 
(wo wi) two ?TT ow -wl Ww ww ww — wa’ 
(4.519) 


右边 通 分 后 分 母 与 左边 相同 ,要 求 分 子 也 与 左边 相同 得 残 数 的 线性 代数 方程 组 
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bi1 + b> + b3 + b4 = 0,， 
4D1 十 w302 十 w203 十 w104 一 一 Q2， 
wsbi + wib2 + wibs + wib4 = 0， (4.520) 


Q0 
w3p01 十 wab2 十 wib3 + w2b4 = we 


化 简 中 用 了 根 的 表达 式 (4.518). 上 半 平 面 的 极点 为 wi 与 w3. 由 (4.520) 解 出 它们 
残 数 的 和 为 


p1 + 03 = 六 i 
乘 以 2ri 得 (4.517) 中 的 积分 ,从 而 得 
ew) = e+ i (4.521) 
co) =e (wv) +io(w)= e+A 和 
-Gd+ 2 -下 (4.522) 


这 个 结果 也 可 由 一 个 模型 实现 . 设 一 介质 由 质量 为 m ,电荷 为 g, 固 有 角 频 率 
为 wo 的 相同 荷 电 谐振 子 组 成 ,振子 数 密度 为 N .在 求 极 化 强度 P 时 要 将 各 振子 电 
偶 极 矩 在 一 虽 很 小 却 是 宏观 区 域内 平均 . 设 电磁 波 的 波长 比 这 区 域 的 尺度 大 得 多 ， 
在 其 中 各 点 电磁 振动 是 同 相 位 的 ,电场 强度 6 (z) 可 当 作 只 是 时 间 的 函数 .其 中 一 
个 振子 在 弹性 力 (4.427)、 辐 射 阻尼 力 


F = d (4.523) 
6reoc” 
和 这 个 电场 作用 下 的 运动 方程 为 
i+ utr- Gr= 8(), (4.524) 
WO m 
其 中 
_ _g wb (4 525) 
r= Gr me . 
作 傅 里 叶 变 换 


6(i) = 六 | 8(o)eriedw， 
(4.526) 
r(t) = Fi rr(w)e dow. 


代入 (4.524) ,得 傅 里 叶 系数 的 方程 ,并 解 得 
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—w -iw m 


r(w) = Ri eo), (4.527) 


其 中 民 -所 在 其 上 乘 g 得 此 振子 电 偶 极 矩 的 傅 里 叶 系数 ,再 乘 N 即 得 角 频 率 


为 w 的 极 化 强度 
2 
P(w) = 二 E(ow). (4.528) 


wo 一 ow — iwI 
与 (4.493) 比 较 得 极 化 率 


X(w) = wir me (4.529) 
代入 (4.496) 得 
A 

‘(w)= oT 6 — w” — iwT ( ) 
4.530 

2 

A Ne 

m 


此 式 与 (4.522) 极 相似 ,只 是 进一步 给 出 了 常数 A 的 表达 式 , 还 用 一 代替 了 也 .三 
不 同 于 卫 , 它 随 w 变化 .不 过 在 w 与 wo 的 差 与 wo 相 比 可 忽略 的 频率 范围 内 可 认 
为 (4.530) 是 (4.522) 的 具体 实现 . 


习 题 
1. 电磁 场 的 拉 格 朗 日 量 密度 (4.13) 可 推广 为 
2%=- re + Ajr — 于 AA, (4.531) 


m 为 具 ( 长 度 )”' 量 纲 的 参数 . 试 证 
(1) 它 在 洛 伦 效 变 换 下 不 变 ,因而 符合 相对 论 原理 ; 
(2) 由 它 经 哈密 顿 原理 导出 的 运动 方程 为 


3,Pe + mAr = pyojfr, 1 = 0,1,2,3， (4.532) 
并 可 由 此 导 得 洛 伦 效 条件 
Op/ = 0 
从 而 可 将 上 式 化 为 
DA*- mA* =- yor, p= 0,1,2,3, (4.533) 
这 些 方程 在 洛 伦 效 变换 下 皆 不 变 ; 


(3)(4.531) 或 由 它 导 出 的 运动 方程 在 规范 变换 下 不 变 的 充分 兼 必要 条 件 为 m = 0, 即 回复 
到 (4.13) 及 其 推论 . 
2. 考虑 一 个 由 电磁 场 与 质量 为 m 电荷 为 9 的 质点 组 成 的 系统 . 荷 电 质 点 提供 一 电流 密度 
四 矢量 分 布 
10(r,t) = gcd(r —r(t)), ji(r,t) = qvid(r—r(t)), i= 1,2,3, (4.534) 
其 中 ~ (和 um (i) 寺 (wv!, 汉 ,ww ) 分 别 为 质点 的 轨道 方程 和 速度 .将 整个 系统 的 拉 格 朗 日 量 取 为 
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L= Lt+L,, (4.535) 
其 中 Lj 为 场 拉 氏 量 密度 (4.13) 的 体积 分 ,( 产 ) 由 (4.534) 代 入 ,已 不 再 是 给 定 的 ,而 是 待 解 的 质 
点 动力 学 变量 . 
2 
L, =— mc? 1- 7 (4.536) 
是 自由 质点 的 拉 格 朗 日 量 .由 此 按 哈密 顿 原理 导出 电磁 场 和 质点 的 运动 方程 ,并 证 明 

(1) 电 流 密 顿 四 矢量 (4. 334) 满 足 连 续 性 方程 (4.10) ,导出 的 电磁 场 方程 因而 在 规范 变换 下 
不 变 ; 

(2) 导 出 的 质点 运动 方程 正 是 电磁 力 (1.90) 作 用 下 的 相对 论 运 动 方程 . 

3. 设 有 一 条 长 ! 的 细 导 线 , 在 其 上 激发 起 电荷 电流 振荡 .此 振荡 以 波 的 形式 在 导线 上 传播 ， 
平衡 条 件 下 形成 驻 波 . 设 导线 是 直 的 ,将 它 的 方向 取 为 z 方向 ,中 点 取 为 原点 ,其 上 电流 驻 波 可 
表 为 

I(z,t) = Tosin( kz)coswt, (4.537) 
I(z,t) = Tocos( kz)coswt. (4.538) 


电流 波 相 速 = 总 为 导线 材料 的 性 质 ,通常 接近 真空 中 的 光速 .显然 有 边 条 件 土生, ) =0. 
对 (4.537) 表 示 的 正弦 驻 波 ,这 要 求 上 = nx,n 为 整数 ,导线 长 1=n 和 2 为 波长 的 整数 倍 ,中 点 


为 波 节 ; 对 (4.538) 表 示 的 余弦 驻 波 ,这 要 求 马 = (n+ 让), 导线 长 1= (n+ 方 ) 们 为 波长 
的 半 整 数 倍 ,中 点 为 波 腹 . / 为 半 波长 的 导线 称 半 波 天 线 . 试 求 半 波 天 线 发 射 到 无 穷 远 处 电磁 流 
的 偏振 ,能 量 流 的 方向 分 布 ( 角 分 布 ) 和 辐射 强度 ， 

4. 对 半 波 天 线 的 辐射 作 多 极 分 解 , 比较 其 中 电 偶 极 辐射 、 磁 偶 极 辐射 和 电 四 极 辐射 的 强 
度 ,讨论 所 得 结果 . 

5. 一 般 地 求 天 线 上 余 弘 电流 驻 波 发 射 到 无 穷 远 处 电磁 波 的 偏振 、 角 分 布 和 辐射 强度 . 

6. 一 般 地 求 天 线 上 正弦 电流 驻 波 发 射 到 无 穷 远 处 电磁 波 的 偏振 、 角 分 布 和 辐射 强度 . 

7. 如 图 4-4, 一 直径 为 DD 长 为 h 共有 NN 臣 的 圆柱 形 线圈 的 轴 与 
平行 板 电 容器 的 板 季 直 , 电 容器 两 圆 板 距 高 为 d. 它们 联 成 LC 电路 
在 外 电源 的 支持 下 作 似 稳 电磁 振荡 ,电流 由 时 间 的 函数 

I(t) = Tosin( wt) 


表示 ,To 与 w 为 常数 . 设 整个 装置 的 尺度 比 它 发 出 的 电磁 波 波长 < 
小 得 多 ,因而 发 出 的 电磁 波 只 中 有 电 偶 极 、\ 磁 偶 极 和 电 四 极 辐射 必须 
考虑 . 求 它 辐射 到 无 穷 远 处 的 电磁 波 的 偏振 、 角 分 布 和 辐射 强度 . 讨 
论 所 得 的 结果 . 

图 4-4 LC 电路 8. 运动 带电 粒子 受到 阻力 而 减速 ,在 此 过 程 中 发 出 的 电磁 波 称 
为 轧 致 辐射 . 求 直线 减速 运动 带电 粒子 御 致 加 射 的 偏振 、 角 分 布 和 贺 射 强度 . 

9. 设 一 直线 运动 带电 粒子 速度 由 ui 加 ( 减 ) 速 到 wz, 加 ( 减 ) 速 是 均匀 的 ,加 ( 减 ) 速 度 为 党 
数 . 问 此 过 程 中 共 辐 射出 多 少 能 量 ， 

10. 分 别针 对 纵向 加 速 和 横向 加 速 两 种 情况 ,用 运动 方程 
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将 质点 的 加 速度 用 它 受 的 力 F 和 速度 o 表 出 ,然后 分 别 在 (4.277) 和 (4.281) 中 用 力 五 消去 加 速 
度 ,将 质点 的 辐射 强度 用 它 受 的 力 和 速度 表 出 . 藉 此 讨论 这 两 种 情形 中 质点 的 辐射 强度 与 它 的 
能 量 的 关系 . 

11. 在 展开 式 (4.415) 中 取 到 多 项 ,展开 式 (4. 421) 中 取 到 Ao 项 . 试 证 对 这 样 得 到 的 标 势 
和 矢 势 取 


__ 9 ok qa RR. 
Wr) dr = gra R v (4.539) 
按 (1.107) 和 (1.104) 作 规范 变换 后 得 到 的 标 势 和 矢 势 为 
$ (r,t) = 一 人 一 ， 
47ecR 
R R (4.540) 
2 dq A&. RK 
hr — rR (r+R "县 ) 
12. 由 这 组 电磁 势 可 计算 一 个 带电 粒子 产生 的 电磁 场 对 另 一 带电 粒子 的 作用 . 试 证 NN 个 带 
电 粒 子 间 的 这 种 作用 可 由 势 函 数 
LT 1T (是 \/Re.. 
“一 本 Ki | al vi (RE “(起 )] (4.541) 


表示 ,其 中 Rj; =r; 一 rj ,rj;、q; 和 ww ;分 别 为 第 i 粒子 的 径 矢量 、 电 荷 和 速度 .这 是 库仑 势 在 粒子 
速度 非 零 条 件 下 的 推广 . 。 
13. 设 带 电 粒 子 除 受 弹性 力 (4.427) 、 电 磁力 (4.432) 和 辐射 阻尼 力 (4.425) 的 作用 外 还 受 一 
耗 散 力 
Fhp= -Dw (4.542) 
的 作用 ,DD 为 一 常数 , 称 为 耗 散 系数 ,表示 能 量 向 其 他 自由 度 的 耗 散 . 问 此 力 对 谱 线 宽度 的 影响 . 
14. 试 证 一 作 等 速 圆周 运动 的 带电 粒子 所 受 辐射 阻尼 力 为 


_ i vy ， (4.543) 
其 中 g 为 粒子 电荷 ,wv 为 瞬时 速度 ,R 为 轨道 半径 . 
15. 设 介 电 常 数 的 虚 部 。 


kJ(\w) = Awéd(w’ — oz)， 


其 中 A 与 wo 为 常数 .试用 色散 关系 求 出 它 的 实 部 ,并 用 一 个 模型 实现 所 得 结果 . 


”1935 ， 


第 五 章 ”电磁 场 的 动力 学 ,电磁 波 的 传播 与 驻 贸 


$35.1 分 区 均匀 介质 中 电磁 波 的 波 方 程 与 边 条 件 


电磁 波 满 足 麦 克 斯 韦 方 程 (1.70) 一 (1.73), 其 中 电荷 密度 p 与 电流 密度 j 满 

足 连续 性 方程 (1.31). 在 导体 中 电流 密度 j 与 电场 强度 6 还 满足 欧姆 定律 

(4.500). 在 电磁 场 随时 间 变 化 缓慢 的 条 件 下 ,或 者 说 对 极 低频 的 电磁 波 ,简单 的 电 

磁 物 态 方程 (1.74) 成 立 . 在 均匀 介质 中 ,电导 率 oc、 介 电 常数 ¢ 和 磁 导 率 j 均 为 常 

数 .在 (4.500) 两 边 取 散 度 ,利用 (1.74) 中 的 第 一 式 和 (1.70) ,在 c 和 均 为 常数 的 
条 件 下 得 

Vij= 06= V9= 0. (5.1) 


代入 (1.31), 得 


9p ,0 _ 
3 十 .0=0. (5.2) 


此 式 作为 p 对 z 的 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 有 解 
pl(r,t) = oo(r)e <， (5.3) 


表明 导体 中 的 电荷 密度 会 随时 间 的 增长 指数 地 衰减 到 零 ,衰减 速度 与 电导 率 o 成 
正比 .可 见 导体 内 不 会 聚积 或 保持 电荷 . 令 导 体 荷 电 后 它 内 部 各 点 电荷 密度 也 会 迅 
速 趋 于 零 ,电荷 只 能 分 布 在 导体 表面 上 ,即使 有 随时 间 变 化 的 电磁 场 情形 也 是 如 
此 . 
对 随时 间 迅 速 变 化 的 电磁 场 或 高 频 电 磁 波 ,例如 光波 , (1.74) 不 再 成 立 . 在 此 
条 件 下 要 作 频 谱 分 析 . 采 用 复 表示 ,将 电场 强度 、 电 位 移 和 撩 量 、 磁 场 强度 和 磁感应 强 
度 中 角 频 率 为 w 的 成 分 分 别 表 成 @(r)e “9(r)e “(rr)e “和 乡 (r)e *, 
它们 之 间 有 关系 
D(r)= eB(r), Br) = yw(r). (5.4) 
同样 将 电荷 、 电 流 密度 作 频 谱 分 析 , 角 频 率 为 w 的 成 分 分 别 表 为 p (r)e *、 
j(r)e 到 .欧姆 定律 为 
j(r) = aE(Cr). (5.5) 
这 里 8 .9 %、 和、 和 cc 都 是 w 的 函数 ,只 是 为 节省 书写 没 标 出 这 个 自 变 量 . 因 
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此 (5.4) 不 同 于 (1.74),(5.5) 也 不 同 于 (4.500). 对 随时 间 周 期 变化 的 电荷 .电流 密 
度 , 连 续 性 方程 (1.31) 成 为 

-iw+V.j=0, (5.6) 
其 中 p(r) 和 j(r) 也 是 w 的 函数 .在 均匀 介质 中 ,¢、y 和 o 均 与 空间 位 置 > 无 关 . 
对 具有 一 定 角 频率 w 的 情形 , 形 如 (5.1) 的 关系 也 成 立 .将 它 与 (5.6) 联 立 得 


(< 一 iw Jolr) = 0. 
一 般 说 来 不 会 正好 为 纯 虚 数 , 此 式 左边 圆 括 号 内 的 表达 式 不 会 正好 是 零 , 因 此 有 


pl(r) = 0， (5.7) 
表明 存在 高 频 电 磁 波 的 情况 下 导体 内 部 的 电荷 密度 也 是 零 . 导 体内 部 没有 电荷 . 另 
一 方面 ,绝缘 体 中 没有 电流 ,j=0,(5.6) 因 而 表明 电荷 密度 随时 间 变 化 的 频谱 分 析 
中 wz 天 0 的 成 分 在 绝缘 体 中 也 是 零 ,(5.7) 对 导体 和 绝缘 体 都 成 立 .于 是 在 均匀 介 
质 中 具有 一 定 频 率 的 电磁 波 的 麦克 斯 韦 方程 (1.70) 一 (1.73) 在 用 了 电磁 物 态 方 程 
(5.4) 和 欧姆 定律 (5.5) 后 可 表 为 
V.E=10， vV.X= 0， 
VXE= iw, V xXR=- i @， | (5.8) 


其 中 
(=e + (5.9) 


为 介质 的 有 效 介 电 常 数 .对 绝缘 介质 电导 率 c=0, 有 效 介 电 常 数 《就 是 介 电 常数 


¢. 导 电介质 的 有 效 介 电 常 数 < 则 在 介 电 常数 ce 上 加 了 一 项 与 导电 率 o 成 正比 的 虚 
部 .用 这 种 方法 把 电磁 波 在 绝缘 介质 和 导电 介质 中 的 麦克 斯 韦 方程 统一 表 成 了 
(5.8) 的 形式 . 
为 求 电磁 场 在 不 同 均匀 介质 的 交界 面 上 的 边 条 件 要 用 麦克 斯 韦 方 程 的 积分 形 
式 .考虑 (1.72) 在 图 2-1 中 跨 界面 回路 a16152a2a1 包围 的 面 上 的 积分 .左边 的 面 
积分 可 化 为 沿 回路 的 线 积 分 . 当 ai 和 az 从 界面 两 侧 趋 于 同一 点 a ,5b1 和 202 趋 于 
同一 点 65 时 ,8@ 沿 czai 和 515s 的 线 积分 都 趋 于 零 , 沿 回 路 的 线 积分 成 为 介质 1 中 
电场 强度 6 沿 界面 上 的 线段 ab 的 线 积分 与 介质 2 中 电场 强度 多 沿 该 线段 积分 之 
差 . 另 一 方面, 在 此 极限 下 此 回路 包围 的 面积 趋 于 零 ,而 有 限 的 电磁 场 各 | 有 界 ， 
这 使 右边 的 面积 分 趋 于 零 .可 见 两 侧 电场 强度 的 差 & - 久 沿 界面 上 任 一 曲线 的 线 
积分 为 零 . 这 必须 且 只 须 界面 两 侧 电 场 强 度 平行 于 界面 的 分 量 相等 .用 n 表示 界 
面 上 一 点 从 介质 1 指向 介质 2 的 单位 法 矢 ,这 一 边 条 件 可 表 为 
1 X( 鲍 一 多 ) = 0. (5.10) 
用 (1.73) 作 同样 的 论证 .在 ci; 和 a, 趋 于 a,b1 和 6, 趋 于 2 的 条 件 下 它 左 边 的 线 
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积分 趋 于 治 - 洛 沿 ab 的 线 积分 ,其 中 治 和 治 分 别 为 介质 1 和 介质 2 中 的 磁场 强 


度 .在 用 欧姆 定律 (4.500) 后 右边 面积 分 的 被 积 函数 成 为 nb + 区 .对 有 限 大 小 的 
电磁 场 这 个 被 积 函数 有 界 ,因而 在 上 述 极限 下 面积 分 为 零 .这 表明 界面 两 侧 磁场 强 
度 平行 于 界面 的 分 量 相等 ,可 表 为 
nx(%—%B)= 0. (5.11) 

虽然 均匀 介质 中 不 能 有 交 变 的 电荷 密度 ,它们 却 可 存在 于 介质 间 的 界面 上 .用 
cue -ie 表 介质 1 和 2 的 界面 上 电荷 面 密度 频谱 分 析 中 角 频 率 为 w 的 成 分 .将 连续 
性 方程 (1.31) 两 边 在 图 2-2 所 示 跨 界面 的 扁 盒 内 作 体积 分 ,右边 为 零 .在 面 元 Asi 
和 As 分 别 从 两 侧 趋 于 界面 上 的 面 元 As ,它们 之 间 的 距离 3 趋 于 零 的 条 件 下 , 左 
边 得 

[- iwer + n° (j2 -ji1)l]Ase ™, 

广 和 产 分 别 为 介质 1 和 2 中 的 电流 密度 矢量 .这 里 还 用 了 积分 的 中 值 定理 .于 是 ， 
在 界面 上 


-iowclz + n°: (j2-/j1)=0. (5.12) 
用 欧姆 定律 (5.5) 可 将 此 式 写 为 
-iwor2t+n. (oo®—-o®)= 0. (5.13) 
男 一 方面 ,将 (1.70) 两 边 在 图 2-2 所 示 扁 盒 内 积分 得 
1 (eB -eA)= on. (5.14) 
与 上 式 联 立 得 
1 (2 外 一 61 全 ) = 0; (5.15) 
其 中 
6 = +, i = 1,2, 


为 介质 i 中 的 有 效 介 电 常数 ,如 (5.9) 所 定义 .在 绝缘 介质 1 和 2 中 jj=j,=0, 按 
(5.12)o1s=0,(5.14) 因 而 成 为 边 条 件 
1 (eB- ee &)=0. (5.16) 
与 (5.15) 比 较 知 ,导体 与 绝缘 体 的 法 向 电场 强度 的 边 条 件 也 可 借助 有 效 介 电 常 数 
《统一 表达 ,在 绝缘 体 中 c=0,e =. 将 (1.71) 两 边 在 图 2-2 所 示 扁 盒 内 积分 , 则 
得 法 癌 磁 场 强度 的 边 条 件 
n°: (jy2B— p11R) = 0. (5.17) 
其 实 此 式 和 (5.15) 都 不 是 独立 的 边 条 件 ,它们 分 别 可 由 (5.10) 和 (5.11) 导 出 . 
例如 从 (5.8) 第 三 式 知 ,在 界面 上 
n°: VxX(®-&) = io: (p28 — p11 NR). (5.18) 
为 一 方面 (5.10) 表 明 界 面 两 侧 电 场 强度 沿 界 面 的 分 量 相 同 ,从 而 && 一 下 沿 界面 上 
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的 任 一 回路 的 积分 为 零 , 因 此 ($.18) 的 左边 在 界面 上 的 任意 面积 分 为 零 .可 见 
1 V X (名 一 久 ) 在 界面 上 处 处 为 零 ,从 而 (5.18) 的 右边 为 零 ,(5.17) 成 立 .类 似 地 ， 
用 (5.8) 的 末 式 可 从 (5.11) 证 明 (5.15) 成 立 . 换 句 话 说 ,电磁 场 在 界面 上 只 要 满足 
麦克 斯 韦 方程 (5.8) 和 边 条 件 
nx(@-®)=0, nx(%-»CB)=0, (5.19) 
必定 也 满足 边 条 件 (5.15) 和 (5.17). 
在 (5.8) 后 两 式 两 边 取 旋 度 , 左 边 用 恒等式 (1.111) 和 (5.8) 的 前 两 式 ,右边 再 
次 用 (5.8) 的 后 两 式 得 
VE+k*€= 0, VR+ k* X= 0， (5.20) 
其 中 
k* = wp. (5.21) 
这 就 是 均匀 介质 中 具有 一 定 频 率 的 电磁 波 方程 ,它们 是 齐 次 交 姆 霍 效 方程 . 这 两 个 
方程 也 不 是 独立 的 .将 (5.8) 的 后 两 式 表 为 


X= Ve, 6= Vx% (5.22) 
从 (5.20) 第 一 式 解 出 8(r) 后 即 可 从 此 式 第 一 式 算出 %(r), 它 自动 满足 (5.20) 第 


二 式 ;从 (5.20) 第 二 式 解 出 %(r) 后 也 可 从 此 式 第 二 式 算 出 8 (7), 它 自动 满足 
(5.20) 第 一 式 .在 边 条 件 (5.19) 下 求解 (5.20) 并 利用 (5.22) 便 可 得 分 区 均匀 介质 


中 电磁 波 的 传播 .大 为 复数 还 可 得 介质 对 电磁 波 的 吸收 . 


$5.2 ”电磁波 在 两 均匀 介质 界面 上 的 反射 和 折射 ， 
菲 涅 耳 ` 公式 和 布 儒 斯 特 定律 ,全 反射 


设 介质 不 吸收 电磁 波 ,= 和 均 为 实数 , 按 (5.21)&? 为 实数 .在 此 情形 下 
6 和 jy 一 般 为 正 数 ,k*>>0,k 为 实数 .(5.20) 有 平面 波 解 


E(r) = ek”, X(r) = Wer'" (5 .23) 
后 和 3 为 与 r 无 关 的 常 矢量 ,为 平面 波 的 振幅 , 波 矢量 指 传播 方 癌 ,大 小 为 
k= wy = ， (5.24) 
u 为 波 的 相 速 度 .将 (5.23) 代 入 (5.22) 得 
= lxx®, ®=-xx%. (5.25) 
wp ax 


d Fresnel. 


® Brewster. 


由 于 (5.24), 此 二 式 兼 容 , 且 后、% 和 彼此 正 交 ,组 成 右手 正 交 矢量 系 . 
设 有 两 均匀 介质 以 一 平面 为 界 占据 整个 空间 . 
以 此 界面 为 zy 平面 . 令 纸 面 垂 直 于 此 平面 . 取 纸 
面 与 界面 的 交 线 为 x 轴 ,y 轴 垂 直 于 纸 面 向 外 ,zx 
x 轴 沿 纸 面向 下 ,如 图 5-1. 称 zy 平面 以 上 的 介质 为 
介质 工 ,以 下 的 介质 为 介质 2. 设 有 平面 电磁 波 沿 与 
z 轴 夹 角 为 91 的 方向 自 上 方 射 问 界面 , 称 为 人 射 
波 ,0| 称 人 射 角 . 入 射 波 波 矢量 | 与 界面 法 向 单 
位 矢量 zo 组 成 的 平面 称 为 人 射 平 面 . 恒 可 调整 纸 
面 与 界面 的 交 线 方向 ,使 入 射 平 面 就 是 xz 平面 . 
1 界面 上 介质 性 质 的 变化 使 电磁 波 不 是 单一 的 平面 
图 5-1 反射 与 折射 波 ,而 是 平面 波 的 组 合 .介质 1 中 除 人 射 波 外 的 平 
面 波 称 为 反射 波 . 用 k1 表 反 射流 的 波 矢量 , 它 与 
一 zo 方向 的 夹 角 01( 参 看 图 5-1) 称 为 反射 角 . 介质 2 中 平面 波 的 传播 方向 一 般 不 
同 于 入 射 波 ,因而 称 为 折射 波 .用 ks 表示 折射 波 的 波 矢量 , 它 与 z 轴 的 夹 角 0, 称 
为 折射 角 . 用 边 条 件 (5.19) 和 关系 (5.25) 可 导出 反射 波 和 折射 波 与 人 射 波 的 关系 . 
(5.19) 中 的 单位 法 矢 n 现在 就 是 Z0. 将 人 射 波 表 为 @0e*" 9 ioe7; 反射 波 表 为 
CEio e*1" ,Xioeik ;折射 波 表 为 Boeib ,30eit 7. 按 图 5-1 中 坐标 的 取 法 的 y 
分 量 &1,=0, 界 面 上 的 坐标 r= (z,y,0). 边 条 件 (5.19) 为 
zo X EUeikizr + zo xX @ oe Kirtkiy) = zo X oe k2srt hy) ， 
zo X Woeriz + zo X210ei(tlizrtktpy) = zo X Boe kr tk). 
此 条 件 在 界面 上 每 一 点 都 成 立 的 充分 兼 必要 条 件 是 
ki = kir = ks, kiy = k2, = 0， (5.26) 
zo X (@lo + 810)= zo X 多 0， | 
zo X (Mo + Ri0)= zo X No. 
由 (5.26) 第 二 式 立 得 :反射 波 矢量 k1 和 折射 波 矢量 ks 都 在 zz 平面 内 , 即 都 在 人 
射 平面 内 . (5.24) 表 明 入 射 波 矢量 长 1 和 反射 波 矢量 长 &1 相等 .从 (5.26) 第 一 式 
的 第 一 个 等 号 便 得 


(5.27) 


sin01 = 让 一 让 = sin0l, 
01 一 01. ($5.28) 


称 反射 波 矢量 与 界面 法 向 组 成 的 平面 为 反射 平面 , 即 有 : “反射 平面 与 人 射 平面 共 
面 , 且 反 射 角 等 于 入 射 角 . 这 便 是 电磁 波 的 反射 定律 , 早 以 光 的 反射 定律 为 人 们 熟 
知 .(5.24) 又 可 表 为 


k = n (5.29) 
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其 中 


n=<= /| (5.30) 
u A 


为 介质 的 折射 系数 ,c 为 真空 中 的 光速 .因此 


1 = 二 ， (5.31) 
2 n2 
其 中 nl 和 mn, 分 别 为 介质 1 和 介质 2 的 折射 系数 .由 (5.26) 和 此 式 得 
sin0 kiz/k1 k> n>2 
sing, 27k Ee 本， (5.32) 
这 便 是 电磁 波 的 折射 定律 , 早 以 光 的 折射 定律 为 伤 们 熟知 . 
(5.27) 中 的 两 式 可 分 别 表 成 分 量 形式 
Gor + €102 = bo0z， | (5.33) 
Gl0y 十 6 10y 一 C0y， 
?or 二 30r 一 20r， | (5.34) 
Hi0y + X10y 一 220，. 


由 于 所 有 关系 都 是 线性 的 ,可 分 两 种 情形 分 别 讨论 反射 波 和 折射 波 的 振幅 与 人 射 
波 振幅 的 关系 . 


6E10z = G0z, Floy + 10y = C0y- (5.35) 
横 波 条 件 负 "k=0 对 此 情形 的 人 射 波 自 动 成 立 , 对 反射 波 和 折射 波 分 别 给 出 
€ 10z = Refo。 = tan01610z， (5.36) 
Be = — P61 = ~ tanbz ns. (5.37) 
由 (5. 人 
360 = 6oy(sinbtzo — cosO1x0)， 
X10 = 一 we 10yCOSO1X0 一 i y0 十 € 10ysinO1 Z0 ) 9 (和 . 38 ) 
0 一 生 CoycosO2x0 十 -yo + Bovsin02zo)， 


xo 和 yo 分 别 为 z 方向 和 y 方向 的 单位 矢量 .将 条 件 (5.34) 加 于 此 式 得 


k , k 
1 0S01( Go — €10y) = 2 S000s02， 
(5S.39) 


G0z 


— le’ ~ 
J1C0sSO1 了 -二 
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与 (5.35) 联 立 得 


€ 10z 一 Co0x 一 0， (5.40) 
GE10 一 V {1 KH100S01 ~ ¢2 p200s0, /a tas (5 41) 
3y， . 
 €1/ 11C0S01 + €, /p12C0S02 
2 ¢€ /p1080 
60, = 上 一 一 一 (5.42) 


oosd! 4 Cnc000, 
将 (5.40) 代 入 (5.36) 和 (5.37) 右 边 ,得 

610z = C0z = 0. (5.43) 
此 式 和 (5.40) 一 起 表明 在 此 情形 中 反射 波 和 折射 波 的 电场 也 都 垂直 于 入 射 面 偶 
振 . 将 (5.40) 一 (5.43) 代 入 (5.38) 得 磁场 振幅 ,并 可 见 , 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 的 
磁场 均 沿 入 射 平面 偏振 .对 高 频 电 磁 波 ,例如 光波 ,pl = ma = po,(5.41) 和 (5.42) 
简化 为 


V C1c0s01 - V ¢2c0s0, sin(0> — 01) 


6 10y = 10y = -7p v6i0y, 
> \/ eicosb + A/ ecosb， > sin( 0,» 十 01) 


(5.44) 
> A/ eicosbi +A/ ccosb， > sin(0> 十 01) > 
2. 入 射 波 电 场 沿 入 射 面 偏振 的 情形 .在 此 情形 中 610,==0,(5.33) 成 为 
loz + Eloz = G0z, G10y = G0y. (5.45) 
对 和 人 射 波 横 波 条 件 要 求 
Gli0z 三 一 Glo = 一 tan016l0z. (5.46) 
(5.25) 现 在 给 出 
_ Rk! bloz 
Mo IO cosb170 (5.47) 
和 (5.38) 的 后 两 式 . (5.34) 则 给 出 
ki / R2 
— cos016 10y = ~ — 60yc0s0,, 
12 ， (5 48) 
_ ~ _. _ pv “2. 
L000 Go 610z) = L000 0 


与 (5.45) 联 立 得 
10y= G0y =0, (5.49) 


YY 人 1/ZHK1cosO2 AN €2/ L200801 _ tan0!1 和 (¢,/¢1)tanO, 


6§ 10z = G10z = Gioz, (5.50) 
M €1 /V1C0s0 + €,/ p200s01 tanO1 + (ez/ei)tanb2 


” 202。 


2 《1/HA1cosO02 8 _ 2tan01 
A/ €1/ 11C0S02 + A/ €, /p12C0s01 和 tan01 + (¢2/¢1)tanO, 
(5.49) 表 明 此 情形 中 反射 波 与 折射 波 的 电场 也 沿 和 人 射 平 面 偏振 .将 (5.49) 一 
(5.51) 代 入 (5.38) 后 两 式 和 (5.47) 得 磁场 振幅 ,并 可 见 , 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 
磁场 均 垂 直人 射 平 面 偏振 .在 pi = ys= po 条 件 下 (5.50) 和 (5.51) 简 化 为 


G0z 一 G107: (5.51) 


8 = cos0>sin0> 一 cos0O1sin01 tan( 02 一 0 。 
l0z ”cosgsin0, + cosOisinO! 1l0z ”tan(0 + 01) 10z， 
2c0s0,sin0> sin(20,) 


C0 一 


(5. 52) 
这 两 式 第 一 等 号 处 都 用 了 此 条 件 下 的 关系 


| 全 = 到 -= smeli (5.53) 
€ 71 sinbo 


第 二 等 号 表达 的 都 是 三 角 恒 等 式 , 可 直接 验证 .由 电场 的 z 分量 经 (5.46)、(5.36) 
和 (5.37) 可 算得 电场 的 z 分 量 . 

一 般 情 形 下 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 中 电磁 场 的 振幅 为 这 两 种 情形 电磁 场 振 
幅 的 钱 加 . (5.44) 和 (5.52) 称 为 非 涅 耳 公 式 .由 (5.52) 第 一 式 可 看 出 ,大 人 射 角 与 
折射 角 之 和 为 7 , 则 电场 沿 入 射 平面 偏振 的 人 射 波 不 被 反射 ,全 部 折射 人 介质 2. 
寿 人 射 波 不 偏振 , 含 两 种 不 同 偏振 成 分 , 则 在 此 条 件 下 反射 波 只 含 电 场 垂 直人 和 人 射 面 
的 成 分 ,是 偏振 的 ,反射 导致 电磁 波 偏振 . 这 便 是 光学 中 的 布 儒 斯 特定 律 .使 反射 波 
电场 完全 垂直 入 射 面 偏振 的 入 射 角 称 为 布 血 斯 特 角 . 由 菲 涅 耳 公 式 还 可 了 解 反 射 
波 和 折射 波 与 人 射 波 的 相 角 关系 .例如 从 光 玖 介质 到 光 密 介质 的 折射 ,由 于 zz > 
n1, 按 折射 定律 (5.32)0,< 01 ,在 此 情形 下 (5.44) 第 一 式 表明 对 电场 垂直 人 射 面 偏 
振 的 电磁 波 , 界 面 上 同一 点 人 射 波 的 电场 强度 与 反射 波 的 电场 强度 方向 相反 .这 表 
明 它 们 的 相 角 差 x. 从 时 间 上 讲 这 相当 于 差 半 个 周期 ,从 空间 上 讲 相 当 于 差 半 个 波 
长 .这 种 现象 因而 称 为 半 波 损失 . 

折射 定律 (5.32) 表 明 ,对 从 光 密 介质 到 光 朴 介质 的 折射 存在 一 临界 人 射 角 0.， 


sinb = 一 ， (5.54) 
nl 


知人 射 角 取 此 临界 值 折射 角 为 7 ,折射 波 掠 界面 而 过 . 若 人 射 角 901 > 0., 则 没有 一 

个 实 的 折射 角 9, 能 符合 折射 定律 (5.32) ,表明 在 此 条 件 下 没有 折射 ,只 有 反射 , 称 

为 全 反射 .不 过 只 要 允许 取 复 值 ,以 上 的 数学 推导 和 所 得 的 关系 式 在 这 种 情形 下 依 
然 成 立 , 从 中 可 获得 有 关 全 反射 的 知识 .在 

sin0!1 > 2 -- 也 

nl 1 
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的 条 件 下 &2< Ai .由 (5.26) 知 和 <& , 且 


k2s = NV ki— ks =ix, x =V ki. 一 有 >0. (5.55) 
介质 2 中 的 电磁 波 为 
@(r) = Boe'zre *, 
Br) = Mochare-x. | (5.56) 
可 见 在 全 反射 条 件 下 介质 2 中 仍 有 电磁 波 沿 界面 和 入 射 面 交 线 方向 传播 . 只 是 这 
种 波 随 与 界面 的 牌 直 距 离 z 的 增加 而 指数 衰减 .电磁 波 透 和 介质 2 的 深度 由 x 一 
表征 , 它 具 波长 的 量 级 . 若 在 z 宇 a >0 处 用 光 密 介质 3 代替 光 朴 介质 2, 它 的 折射 
指数 1 3 足够 大 ,使 

k3 一 13 一 > kL, (5.57) 

则 在 介质 3 中 的 电磁 场 恢 复 为 不 衰减 的 平面 电磁 波 , 既 沿 z 方向 传播 也 沿 z 方向 
传播 .合成 传播 方向 由 此 介质 中 平面 波 的 波 矢 量 ks 表示 , 它 与 界面 法 向 zo 的 交角 
03 符合 关系 


sin _ ns (5. 58) 
sin03 nl 
不 过 要 有 足够 强 的 电磁 波 进 入 介质 3, 它 与 介质 1 间 夹 的 介质 2 的 厚度 a 不 能 太 
大 ,应 为 波长 的 量 级 ,否则 在 进入 介质 3 前 电磁 波 将 衰减 殖 尽 .这 种 全 反射 条 件 下 
的 透射 已 在 实验 中 看 到 . 
复 值 9, 使 sin9, >1, 从 而 使 cos0, =V 1 一 sin?0, 为 纯 虚 数 .这 使 (5.44) 第 一 式 
和 (5.52) 第 一 式 分 别 可 表 为 
€10, /bl0y = 1, | 
§ 10zx /Gl0x 一 一 ey 9 
1 与 /都 是 实数 相 角 . 它 表 明 全 反射 中 反射 波 振幅 与 人 射 波 振幅 大 小 相同 ,只 是 
相 角 不 同 . 而 且 垂直 和 平行 人 射 面 偏振 的 两 种 成 分 在 全 反射 中 相 移 不 同 . 藉 此 规律 
可 用 全 反射 将 一 种 偏振 光 改 造成 男 一 种 偏振 光 . 


35.3 ”电磁波 在 有 了 吸收 的 介质 中 的 传播 和 在 有 吸收 的 
介质 表面 上 的 反射 ,导体 中 的 电磁 波 
介 电 常数 。 和 磁 导 率 w 一 般 都 可 是 复数 .上 章 末 的 分 析 表明 在 高 频 条 件 下 
p 王 po 为 实数 ,要 考虑 的 主要 是 。 的 虚 部 .对 导体 ,e 应 扩充 为 ,其 中 增加 一 纯 虚 


数 i 三 . 介 电 常 数 中 的 虚 部 使 (5.24) 定 义 的 k 成 为 复数 ,平面 波 (5.23) 中 的 波 矢量 
k 也 成 为 复 的 .将 它 写成 


(5.59) 


k = Ki 十 IK 2 ， ($5.60) 
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ki 与 k2 为 实 天 量 . 平 面 波 因子 


er 二 eikl' re Kk2°r (5.61) 
中 出 现 衰 减 因子 e-%". 沿 k， 方向 每 前 进 记 ,平面 波 的 振幅 即 衰减 到 原 振幅 的 


e ,表明 介质 对 电磁 波 有 吸收 .上 章 末 的 分 析 还 表明 ,介质 吸收 电磁 波 是 由 于 在 电 
磁 波 作用 下 激发 起 的 介质 内 部 运动 能 量 中 只 有 一 部 分 以 发 射 原 模式 电磁 波 的 形式 
回 到 和 人 射电 磁 波 中 ,其 余部 分 或 以 发 射 其 他 模式 电磁 波 的 形式 散射 掉 ,或 耗 散 成 热 
运动 .这 就 使 人 射电 磁 波 的 振幅 逐渐 减 小 .将 ($.60) 平 方 得 

R 一 RT 一 RS 二 2i 天 。 天 2 (5.62) 
衰减 方向 与 传播 方向 并 不 一 定 相 同 ,它们 的 关系 与 电磁 波 传播 的 边 条 件 有 关 . 在 这 
两 个 方向 相同 的 条 件 下 此 式 简化 为 

k* = k? — k3 + 2ikik> (5.63) 

很 多 绝缘 体 介 质 对 电磁 波 的 吸收 很 弱 ,或 者 说 对 电磁 波 是 很 透明 的 .只 在 比 波 长 大 
得 多 的 尺度 上 才 显 现 出 电磁 波 振 幅 的 明显 衰减 .在 此 条 件 下 


< (5.64) 
上 式 又 可 简化 为 
k* = k? + 2ikik,. (5.65) 
上 节 的 讨论 中 可 以 看 出 折射 系数 ”只 与 波 矢 量 的 实 部 有 关 ,可 令 
ki=n™, k, = 7 (S$.66) 
上 式 可 表 为 
及 = (n?+ 2in7) 委 ， (5.67) 


另 一 方面 ,在 电导 率 c=0, 磁 导 率 y= po 条件 下 ,(5.21) 和 (4.498) 给 出 


-人 ti (5.68) 
41 和 @ 为 介 电 常数 《 的 实 部 和 虚 部 .与 上 式 比 较 得 
¢1 《2 
7 一 | 一 ， = . (5.69) 
|s " SN 《061 


设 介 电 常数 由 (4.530) 表 示 , 则 有 


n=1+A’ 


wf 一 of 
(wow 一 wi) + wT 
A wl 
(OY (5.70) 
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这 个 色散 公式 表示 出 在 介质 固有 角 频 率 wo 处 对 电磁 波 的 共振 吸收 和 折射 系数 随 
频率 的 反常 变化 .这 种 反常 表现 为 n* 一 1 在 w= wo 附近 变 号 .一 般 情形 下 介 电 常 
数 并 不 一 定 具有 (4.530) 的 典型 形式 .但 只 要 因果 律 成 立 ,克拉 默 斯 - 克 勒 尼 名 色散 


关系 (4.509) 应 当成 立 . 它 所 表达 的 介 电 常数 实 部 el 和 虚 部 6 的 关系 可 借助 
(5.69) 由 可 实际 测量 的 ”与 7 的 关系 检验 .折射 系数 ”的 物理 意义 是 清楚 的 . 7 


的 物理 意义 则 是 :介质 中 电磁 波 的 振幅 经 一 真空 波长 加 = 二 距离 后 衰减 至 原先 的 


e 7. 因 而 可 称 7 为 介质 对 电磁 波 的 吸收 系数 . 
电磁 波 在 导体 中 产生 电流 ,造成 焦 尔 & 热 而 被 强烈 吸收 .与 导电 性 对 有 效 介 电 


常数 的 贡献 i 三 相 比 , 介 电 常 数 的 虚 部 常 可 略 . 于 是 有 
6 = El+i (5.71) 
代入 (5.21) 后 与 (5.62) 比 较 , 得 
好 -好 = pw ki k= pow. (5.72) 
在 传播 方向 ki 与 衰减 方向 ks 一 致 ,Kk1*k2= kikz 的 条 件 下 解 得 


/所 7 1 
ki = 你 or ， 


(5.73) 
k2 -ol 1+ a 一 | . 
2 史 【| we 
如 果 介 电 常 数 虚 部 6 不 可 忽略 ,也 可 定义 有 效 导电 率 
0 = wy 二 0， (5.74) 
将 有 效 介 电 常 数 表 为 
6 三 6 + id (5.75) 


与 (5.71) 相 比 ,此 式 只 是 用 c 替代 了 oc.¢ 可 上 略 表现 为 o 随 w 变化 的 线性 项 可 略 . 
将 o 换 成 a (5.73) 便 一 般 地 成 立 . 
设 一 束 平面 电磁 波 垂直 于 分 界 平面 从 透明 绝缘 介质 射 人 导体 介质 .将 界面 指 
向 导体 的 法 向 取 为 z 方向 ,界面 作 zy 平面 ,z=0. 导 体内 的 电磁 波 为 
BE(r) = ek2reks, | 
Hr) = Mehrekr, 
传播 方向 与 衰减 方向 一 致 , 均 沿 z 方向 . 由 (5.8) 第 四 式 的 推导 过 程 可 以 看 出 ， 


(5.76) 


DD Joule. 
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(5.73) 中 的 o 来 自 导体 中 的 传导 电流 ,ax1 来 自 其 中 的 位 移 电 流 ,~ 为 这 两 部 分 
1 
贡献 之 比 .分 两 种 情况 作 讨 论 : 
1 . <l 的 情形 . 此 情形 中 传导 电流 远 小 于 位 移 电流 .不 良 导体 ,或 导电 性 虽 
1 


好 但 电磁 波 频率 甚 高 , 均 属 这 种 情形 .将 (5.73) 展 成 -的 寄 级 数 ,到 一 次 等 得 
w’ 61 


ki = piol! 8w2 | 》 
(5.77) 
- /4azlli- 一 
人 61 2 | se 
由 此 知 
k» 1 和 6 
2 = 一 一 一 一 < 才 1， 5.78 
k1 ™ 2ox | 4ozdj 一 2oe ~ (5.78) 


表明 一 个 波长 内 电磁 波 的 衰减 可 以 忽略 . (5.77) 第 一 式 还 表明 这 种 导体 中 电磁 波 
的 相 速 


(5.79) 


与 在 绝缘 体 中 类 似 .传导 电流 的 修正 是 使 。 小 的 电磁 波 相 速 减 小 . (5.77) 第 二 式 
则 表明 ta 有 一 高 频 极限 | 多 . 随 。 减 小 ,hs 从 此 极限 减 小 
1 


2. 全 >1 的 情形 . 良 导体 ,例如 金属 属于 这 种 情形 .忽略 (5.73) 中 与 -和 
1 1 
-3 相 加 沽 的 1, 得 

4 《1 


此 式 和 (5.76) 表 明 , 在 


长 度 上 电磁 波 的 振幅 即 衰减 到 原来 的 二 ,》 为 电磁 波 的 波长 .电磁 波 在 导体 内 经 几 
个 波长 便 误 减 至 尽 ,因而 不 能 存在 于 导体 内 部 ,只 能 存在 于 导体 表面 极 薄 的 一 层 ， 
这 一 结论 不 只 适用 于 衰减 方向 与 传播 方向 一 致 的 电磁 波 ,而 是 一 般 地 成 立 的 .这 可 
直接 从 (5.72) 看 出 .车 在 衰减 方向 与 传播 方向 一 致 条 件 下 此 式 已 被 满足 , 则 在 此 二 
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方向 有 一 非 零 夹 角 条 件 下 ,对 给 定 uci 和 e 的 同样 导体 ,对 给 定 w 的 同样 频率 的 
电磁 波 ,要 仍然 满足 此 式 必须 同时 增加 &1 和 已 的 值 ,从 而 使 衰减 长 度 刀 更 小 从 


导体 表面 算 起 ,电磁 波 将 在 更 短 的 距离 内 衰减 至 尽 .在 没有 电磁 波 的 地 方 就 没有 交 
变 电 场 , 按 (5.5) 也 就 没有 交 变 电 流 .可 见 交 变 电 流 也 只 能 存在 于 导体 表面 极 薄 的 
一 层 . 电 磁 波 、 交 变 电 场 和 交 变 电流 只 存在 于 导体 表面 附近 的 现象 称 为 趋 肤 效应 . 


2 
ow (5.82) 


称 为 趋 肤 深度 .例如 铜 , 对 50Hz 交 变 电场 d = 0.9cm, 对 100MHz 交 变 电场 d = 
0.71 X10 em. 

细心 的 读者 可 能 已 看 出 ,将 上 和 kz 反 向 , 妈 用 一 k 代替 ,方程 (5.20) 仍 然 
满足 . 即 是 说 ,可 将 (5.76) 中 的 &1 和 2 改 号 .这 就 将 随 着 深入 导体 内 部 而 衰减 的 
电磁 波 变 成 了 随 着 深入 导体 内 部 而 增长 的 电磁 波 . 这 种 电磁 波 不 是 集中 于 导体 表 
面 附近 ,而 是 在 导体 深部 暴涨 .会 不 会 发 生 这 种 情形 呢 ? 对 于 无 穷 大 的 导体 不 能 排 
除 这 种 可 能 性 .然而 实际 导体 都 是 有 限 的 ,四 周 由 表面 包围 .如 果 从 表面 向 内 电磁 
波 的 振幅 指数 上 涨 ,从 各 点 向 内 延伸 的 电磁 波 便 不 可 能 在 导体 内 部 平滑 相连 .不 论 
麦克 斯 韦 方 程 (5.8) 还 是 波 方程 (5.20) 都 要 求 电 磁场 对 坐标 二 次 可 微 . 因 此 电磁 场 
和 它 对 坐标 的 一 次 微 商 在 导体 内 应 处 处 连续 ,或 者 说 电磁 场 在 导体 内 应 处 处 平滑 
相连 . 只 有 随 着 深入 导体 内 部 振幅 指数 衰减 的 电磁 波 才 能 符合 此 要 求 .实际 发 生 的 
便 只 能 是 趋 肤 效应 ,而 不 是 电磁 波 在 导体 内 的 暴涨 . 

回 到 透明 绝缘 介质 与 导体 交界 的 zy 平面 .用 


d = 


G(r) = broer, AM(r) = Moe'r (5.83) 
表 垂 直 于 界面 自 绝 缘 介 质 人 射 的 电磁波 ， 
ET(r) = roe rr， KI(r) = Kioe *r (5.84) 


表 自 界面 反射 回绝 缘 介 质 的 电磁 波 . 身 人 导体 的 电磁 波 仍 由 (5.76) 表 示 . 将 人 射 波 
电场 偏振 方向 取 为 z 轴 ,610, =0, 边 条 件 (5.10) 成 为 
《or +6Eroz = @z, | (5.85) 
6 I0y 一 G0y- 
由 (5.22) 得 
Niro = Sioayo, 
X= (Choyo 一 6Tozyo)， (5.86) 


N= -Go — 0zy0),， 


其 中 pr 和 A 分 别 为 绝缘 介质 和 导体 中 的 磁 导 率 ,k= Ai +ik2. 边 条 件 (5.11) 给 出 
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ki / k 
一 (6 xz 一 C rz/ 一 O0zr, 
nr 10 I0z) no 


4 (5.87) 
Iles _ Ek 
pr 10» 二 pe 0» 
与 (5.85) 联 立 解 得 
€ 10y = 一 boy 一 0， 
Lr- pk 
§ I0x = Ri + pk CT10z， (5. 88) 
@, = 一 < 


ART 十 or 

乘 上 时 间 因 子 e “后 ,由 电场 强度 6 (r,t) 的 实 部 和 磁场 强度 (r,t ) 的 实 部 可 按 
人 

1E1o | _ [pki- pkR|? (ART 一 Hp) 十 (Ap 大) 
16oz12 |pkrt+ 你 (CApRT + pi) + (p22) 
称 为 反射 系数 .对 传导 电流 远大 于 位 移 电流 的 导体 ,由 (5.24) 和 (5.80) 得 


EN -2 (5.90) 
A <1Ai 


R= [1 — (pk1)/(pR1)] + 和 1 > LR 
[1 + (pk1)/(pRi)] + 1 pk1 


8 
二 1 | 下 -4 ~. (5.91) 
《1HKT 0 


可 见 即使 垂直 人 射 的 电磁 波 也 几乎 被 良 导体 完全 反射 回去 .电磁 波 只 能 进入 金属 
表面 很 薄 的 一 层 ,由 此 导致 的 能 量 耗 散 是 很 小 的 . 

只 要 允许 取 复 值 ,上 节 关 于 任意 入 射 角 条 件 下 的 一 般 折 射 \ 反 射 关系 的 数学 推 
导 和 结果 依然 成 立 . 只 是 要 特别 注意 其 中 各 量 的 物理 含义 和 物理 解释 .例如 者 介质 
2 为 导体 其 中 的 9, 取 复 值 ,不 再 表示 通常 意义 下 的 折射 角 . 


$5.4 ”从 表面 传 来 的 电磁 波 , 基 尔 霍 夫 公式 ， 
惠 更 斯 “原理 与 电磁 波 的 衍射 
回 到 没有 吸收 的 均匀 介质 .在 无 源 条 件 下 一 点 的 电磁 波 可 视 为 从 它 四 周 传 来 


的 .这 可 从 波动 方程 的 推迟 解严 格 表 出 . 设 一 点 六 =(z ,yy ,xz ) 周 围 有 一 确定 空 
间 区 域 无 源 , 典 型 波动 方程 (4.113) 右 边 号 (r,z) =0, 成 为 无 源 波动 方程 


(5.89) 


DD G.Kirchhoff. 
® C.Huygens. 
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?有 (rr -St) -0 (5.92) 
由 于 源 的 傅 里 叶 变 换 系 数 &(r) 三 E(w,r)=0,(4.114) 定 义 的 波 的 仁 里 叶 系 数 
Ar)=V or) 满 足 的 方程 (4.118) 成 为 齐 次 方程 

VYy(r) + ky(r) = 0， (5.93) 

k 由 (4.117) 定 义 . 采 用 推迟 格林 函数 (4.127) 求 解 此 方程 , 它 满足 点 源 的 交 姆 霍 效 
方程 (4.119). 在 r 周围 的 无 源 区域 中 作 一 封闭 曲面 ; 包围 x , 它 所 包围 的 体积 为 
在 此 体积 中 用 公式 (2.61), 其 中 yi(r) 寺 yy(r), yy(r) 夺 gy (r 一 rr ). 利 用 方程 
(5.93) 和 (4.119) 算 出 体积 分 ,在 结果 中 交换 符号 r 和 rx”, 再 经 整理 后 得 
4(r) = 二 中 ( 呈 鸡 5 - wr) 取 呈 )ar (5.94) 
其 中 R=|r 一 |,3 表 对 表面 上 x 处 外 向 法 线 坐标 的 微 商 .此 式 对 封闭 曲面 : 
包围 的 无 源 空间 中 任 一 点 r 成 立 . 由 于 


RR RL 
7 一 / 。 ~ R R2 iRRJ)"n, 


其 中 为 r 处 表面 ; 的 外 向 单位 法 矢 ,VY 为 对 rx 的 梯度 ,R =r 一 r,(5.94) 可 写 为 
4(r) = 下 中 [+ (x — 走 )jpCr) .nla (5.95) 
将 所 得 y(r) 重 新 写 为 Jy(w,r), 代 回 (4.122) 得 
we 


(5.96) 
其 中 


t 一 夺 一 一 . (5.97) 


(5.95) 和 (5.96) 称 为 基 尔 霍 夫 公 式 .将 (5.96) 与 (4.134) 比 较 可 以 看 出 ,表面 ; 上 
各 点 的 波 扮 演 着 波源 的 角色 ,r 处 的 波 可 看 成 这 些 “波源 "发 出 的 波 的 全 加 .这 使 人 
想起 光学 中 的 囊 更 斯 原理 .该 原理 称 :“ 波 前 上 的 每 一 点 都 可 当 作 一 个 波源 , 波 向 前 
传播 形成 的 新 波 前 可 视 为 由 这 些 波源 发 出 的 子 波 琶 加 而 成 . 基 尔 霍 夫 公式 (5.96) 
可 当 作 惠 更 斯 原理 的 定量 表示 .光学 中 用 惠 更 斯 原理 分 析 衍 射 现象 .作为 一 个 例 
子 , 下 面 用 基 尔 霍 夫 公式 对 夫 琅 和 牙 费 2 衍射 作 定量 分 析 . 

如 图 5-2, 一 束 平面 波 自 背 面 (z<0 处 ) 射 问 不 透明 的 zy 平面 .平面 上 开 了 一 
个 宽 2a ,长 25 的 矩形 孔 , 波 可 由 此 和 孔 进入 z >0 的 空间 .将 坐标 原点 取 在 矩形 孔 
的 中 心 ,z 轴 沿 孔 宽 的 方向 ,> 轴 沿 孔 长 的 方向 , zyz 组 成 右手 正 交 系 .在 xz >0 的 
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图 5-2 夫 琅 不 费 衍射 


一 侧 距 孔 甚 远 处 观察 传 过 来 的 电磁 波 . 夫 琅 禾 费 衍射 即 指 在 此 条 件 下 看 到 的 衍射 
现象 .考虑 由 zy 平面 和 >z >0 一 侧 无 穷 远 处 的 无 穷 大 半球 面 组 成 的 封闭 曲面 ,用 
(5.95) 计 算 z >0 半空 间 中 一 点 具有 一 定 频率 的 波 函 数值 y. 由 于 并 无 波 从 z>>0 
一 方 人 射 ,无 穷 远 处 无 穷 大 半球 面 上 的 波 函 数 及 其 微 商 均 为 零 . 设 除 孔 所 占 区 域外 
zy 平面 上 的 波 消 数 及 其 微 商 也 是 零 ,(5.95) 中 的 面积 分 只 须 在 孔 所 占 矩 形 上 进 
行 . 设 人 射 平面 波 为 
gr) = Woeik ， 
pr) -ar) -入 Joek™r. 
an Oz zy0 


在 离 孔 很 远 的 r 处 ,由 于 在 孔 上 ,二 为 小 量 ， 


R=|lr-r |=vVrit+r’*-2r.r = 
ATA/ 1 -2 一 一 Ar 一 一 rr (5.98) 
r rr 
kR ~ kr 六 1， 直人 (5.99) 
由 (5.95 ) 得 
ikr rb a (jp) er ， 
4(r) = 后 | dy d'art ks), (5.100) 
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其 中 大 = 一 .(5.98) 成 立 的 条 件 为 r 处 与 孔 的 距离 比 孔 本 喘 的 尺度 大 得 多 ,在 
此 前 提 下 (5. 99) 成 立 的 条 件 则 是 r 比 波 长 大 得 多 .实际 要 作 的 积分 是 


b a 。 2 2 b 。 7 2 / a 。 7 2 / 
| dy| dx et- 六 7 一 | ei(k,-k,)y dy | ei(k. ko)z dz 
_ -a _ 


sin[(R — ks)a] sinl (k, 一 kb) 


ks — ks k, — k’ 
流入 k 方向 单位 立体 角 的 能 量 经 时 间 平 均 后 正比 于 (5.100) 中 与 相 乘 的 因子 
的 绝对 值 平方 , 即 

T= Io(k, + k.) 


= 4 


ED: —k’)al] sin[(k, 一 有 0)D] 1 
一 及 -< k,—k, 
To 为 一 与 方 同 无 关 的 常数 . 和 第 电 说 本 让 于 zy 平面 人 射 ,k, =k,=0,ks = 上 .分 
别 用 91、9; 和 03 表示 观察 方向 大 与 zy 和 >z 轴 的 夹 角 ， 
Rz = kcos01, k, = Rcos02 ， k, = Acos03， 


在 此 情况 下 (5.101) 成 为 


(5.101) 


1 = 1 + 6) co) | int ekeos01 eda! |. (5.102) 
此 式 与 实验 相符 其 好 . 
$5.5 电磁 波 在 非 均匀 介质 内 的 传播 ,几何 光学 极限 ， 
程 函 与 费 马 原理 ,光线 方程 


在 非 均 匀 介 质 中 ,¢、y 和 ce 都 不 再 是 常数 ,而 是 空间 坐标 的 函数 .在 此 条 件 下 ， 
由 麦克 斯 韦 方 程 (1.70) 一 (1.73) ,电磁 物 态 方 程 (5.4) ,欧姆 定律 (5.5) 和 连续 性 方 
程 (5.6) 得 到 的 具 一 定 频 率 的 电磁 场 方程 是 


VvV.(e@)=0, VvV.: (pp) = 0， | 
Vxel=iwc，VYx 光 =-iwe' @, 
后 两 式 与 (5.8) 的 后 两 式 相 同 . 当 对 此 二 式 两 边 取 旋 度 时 ,由 于 出 现 wk 和 < 对 坐标 


的 微 商 ,不 再 得 波 方程 (5.20). 设 py 或 发 生 显著 变化 的 空间 尺度 为 a,p 或 6 对 
坐标 的 每 次 微 商 在 数量 级 上 便 相 当 于 除 以 a .而 6 或 % 对 坐标 的 每 次 微 商 在 数量 级 


上 则 相当 于 除 以 波长 4. 车 x 和 * 在 一 个 波长 的 太 度 上 的 变化 可 忽略 不 计 , 即 大 
a 福 1), 则 jy 和 “对 坐标 的 微 商 与 ”和光 对 坐标 的 微 商 相 比 可 忽略 不 计 . 在 此 条 件 


(5.103) 
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下 ,对 (5.103) 后 两 式 两 边 取 旋 度 后 再 用 ($.103) ,忽略 y 和 的 微 商 后 仍 得 波 方 
程 (5.20). 只 是 现在 & 不 再 是 常数 ,而 是 坐标 的 函数 .将 它 的 真空 值 记 为 
2 


kj 二 性， (5.104) 


k? = kn2, n= /i (5.105) 
0¢0 


对 透明 绝缘 介质 ,o =0,e = 和 jy 为 正 实数 ,n 即 折射 系数 . ?与 空间 位 置 有 关 即 
n 与 位 置 有 关 . 

(5.20) 中 两 个 方程 的 每 一 分 量 方程 都 可 用 具有 一 定 频率 的 波 方 程 的 典型 形式 

Vy(r)+ ky(r)=0 (5.106) 

代表 ,其 中 有 为 坐标 r 的 函数 .任何 复数 可 分 解 为 一 个 绝对 值 因子 和 一 个 相 因 子 
的 积 , 因 此 可 令 


介质 中 


J(r) = C(r)ekos"), (5.107) 
其 中 &o 由 (5.104) 定 义 ,C(r) 之 0 和 S(r) 为 坐标 r 的 实 函 数 .代入 (5.106) 左 边 ， 
要 求 所 得 复数 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 零 ,得 


VC—C(ko YS)*+ Ck*=0, (5. 108) 
2(VC) . (VY S)+ CY’S = 0. (5. 109) 
其 中 第 二 式 又 可 写 为 
V.(C2VS) = 0， 
表示 矢量 场 


J(r) = C2(r)VSCr) (5.110) 
无 散 . 波 动 可 视 为 等 相位 面 的 行进 , 波 传播 的 方向 因而 垂直 于 等 相位 面 , 即 垂直 于 
由 方程 
S = 和 常数 (5.111) 
决定 的 曲面 ,与 YS 所 指 的 方向 平行 .可 见 (5.110) 定 义 的 J 指 波 传播 的 方 铝 .从 以 
往 关 于 波动 的 经 验 知 ,可 认为 J 正比 于 能 流 密度 矢量 在 一 周期 内 的 平均 .对 具有 
一 定 频率 的 情形 ,各 量 都 作 周 期 变化 ,经 一 周期 平均 后 即 不 随时 间 变 化 .能 量 密度 
也 是 这 样 . 按 连 续 性 方程 ,经 一 周期 平均 后 的 能 流 密 度 矢 量 应 无 散 . 由 此 可 理解 天 
量 场 J(r) 的 无 散 性 .这 一 分 析 也 加 强 了 波 沿 VS 方 回 传 播 的 概念 . 
用 (5.105) 将 (5.108) 写 为 


Fn 
(VS)2 - 下 V2C = 7 ， (5.112) 
其 中 
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0 为 圆 频 率 为 w = cko 的 电磁 波 在 真空 中 的 波长 .可 见 (5.112) 左 边 第 二 项 在 数量 
级 上 可 估计 为 C 在 一 个 波长 尺度 上 的 相对 变化 .如 果 介 质 是 均匀 的 ,& 为 常数 ， 
(5.106) 有 平面 波 解 .将 平面 波 写成 (5.107) 的 形式 , 则 C 为 与 坐标 无 关 的 常数 ， 
&oS= 大 .r. 在 非 均匀 介质 中 与 坐标 > 有 关 , C 也 就 不 再 是 常数 ,而 与 坐标 有 关 . 
不 过 在 有 随 r 只 缓慢 变化 ,在 一 个 波长 尺度 上 的 变化 可 和 忽略 不 计 的 条 件 下 ,C 随 r 
的 变化 必 也 缓慢 .如 果 C 在 一 个 波长 尺度 上 的 变化 可 忽略 不 计 , 则 称 达到 了 几何 
光学 极限 . (5.112) 右 边 的 折射 系数 2 为 1 的 量 级 ,而 它 左边 第 二 项 在 几何 光学 极 
限 下 远 小 于 1, 相 比 之 下 可 忽略 不 计 . 人 
(VS) = (5.113) 

处 处 垂直 等 相位 面 (5. 111) 的 曲线 为 电磁 流行 了 进 的 路 线 , 称 为 光线 .用 参数 方 
程 z(s),y(s) 和 z(s) 表 示 光 线 , 其 中 参数 * 为 从 该 光线 上 一 给 定点 到 所 论点 (z， 
y,z) 的 曲线 长 .因此 


=V (dr) + (dy)2 + (dz), (5.114) 

EE 
处 处 垂直 等 相位 面 的 条 件 要 求 光线 上 每 点 的 切 向 单位 矢量 下 = [ 竺 ,和 ,和 | 恒 
沿 该 点 VS 所 指 方向 ,因而 


VS = 7 (5.116) 
7 为 比例 系数 .将 此 式 两 边 平方 ,左边 用 (5.113) ,右边 用 (5.115), 得 w= 
VS=n 和， (5.117) 
由 此 又 可 得 
Bs = (FE) = (5.118) 


(5.119) 
考虑 由 于 光线 的 变更 引起 的 此 式 两 端的 变更 .将 两 条 光线 始点 的 参数 同 取 为 ;= 
so; 设 互相 比较 的 两 条 光线 长 度 一 样 , 末 点 的 参数 也 必 相 同 ,可 同 记 为 ;= s. 设 两 
条 光线 无 限 靠近 , 即 光线 的 变更 无 穷 小 ,由 此 引起 的 (5.119) 左 边 的 变更 即 它 的 变 
分 

aS Cn), + SC)3, + aS (3, -zo - 23tro); 29(ro)、 


9y0 Gy0 一 9 z0 0z0， 


(5.120) 
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右边 的 变更 即 变 分 


中 nds = | [8 2 + ay + 326z/ tra (+ + )]a 
-| | Or + ay + S87’ (至 喇 + 移 鸣 + 和 和 )]d 
= (7) (Fr + Pay + 8z )- n(r0) (Paro + 9 Byo + Seog | 

-中 [二 (7 笔 )- 芭 民 '+ [起 (* 吾 )- 细 多 
-| mn 


第 一 个 等 号 处 用 了 约束 条 件 (5.115 ) ,第 二 个 等 号 处 交换 了 变 分 与 微分 的 次 序 , 第 
三 个 等 号 处 则 作 了 部 分 积分 .作为 (5.119) 两 边 的 变 分 ,(5.120) 和 (5.121) 右 边 应 
相等 . 设 (5.117) 在 ro 处 成 立 ,这 一 等 式 可 写 为 
?3 - Bz + or - 3y + Sr 一 人 > 
d dz 5 d d 9n / 
(as | [二 ( n 7 ]- 3 lz 
d dy d dz n ,| ，， 
+ [#7 (nr)-3 ay 和 到 jay + | 二 (7 gs” )- 芭 js ds . (5.122) 
由 于 变 分 gz 、6y 和 6z 都 是 任意 的 ,(5.117) 在 > 处 也 成 立 的 充分 兼 必 要 条 件 为 此 


式 右边 的 积分 为 零 .这 只 须 积分 号 下 每 个 方 括号 都 是 零 .将 此 要 求 写 成 矢量 方程 的 
形式 就 是 


d/ dr 
到 (2 = vn. (5.123) 


此 方程 规定 了 光线 的 行进 方式 , 称 为 光线 方程 .将 它 两 边 与 特点 乘 ,得 


和 二 (人 (n = dr . dn 
ds ds ds 


dn /dr -A d /dr\* dm 
二 (和 ) 2 2 (EE) = ds 

此 式 表明 只 要 约束 条 件 (5.115) 在 光线 上 一 点 成 立 ,光线 方程 (5.123) 即 保证 它 在 
光线 上 每 一 点 都 成 立 ,光线 方程 (5.123) 与 约束 条 件 (5.115) 相 治 .(5.123) 表 示 矢 
量 n 入 沿 光 线 的 逐 点 变化 .此 矢量 长 为 4, 沿 光线 切 向 ,因而 指 光 的 传播 方向 . 
(5.123) 表 示 此 矢量 的 变化 沿 折 射 系数 ”的 梯度 方向 ,因而 垂直 于 等 面 .以 等 " 
面 为 界面 ,光线 切 矢量 ”对 平行 于 界面 的 分 量 在 界面 两 侧 相等 . $ 5.2 正 是 据 此 


证 明了 折射 定律 (5.32). 光 线 方程 (5.123) 可 视 为 折射 定律 的 逐 点 表达 , 光 在 非 均 
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匀 介 质 中 的 行进 可 视 为 逐 点 折射 过 程 . 由 于 ($.117) 直 接 导 致 (5.113) ,以 上 推导 除 
给 出 光线 方程 外 还 给 出 方程 (5.113) 的 一 个 解法 . 设 已 知 S 的 一 个 等 值 面 
S(ro) = 常数 ， (5.124) 

常数 值 可 任意 设 定 , 便 可 由 (5.119) 算 出 它 在 任 一 点 7 的 值 S(r).(5.119) 右 边 的 
积分 沿 (5.123) 规 定 的 路 线 , 此 路 线 还 必须 垂直 于 曲面 (5.124). 

从 另 一 角度 来 看 待 几何 光学 极限 下 的 上 述 结 果 . 对 任意 两 点 ro 和 r, 以 及 联 
结 这 两 点 的 一 条 曲线 ,可 定义 线 积分 

’\2 
贤 ) + 区 ) + ( 晤 ) 二 


S(r,ro) =| nds = | n(x ,y ,Zz ) 
no no 
(5.125) 


其 中 ds 由 (5.114) 定 义 .这 样 定义 的 S 是 ro 和 7r 两 点 的 函数 ,同时 是 联结 这 两 点 
的 曲线 的 泛 函 , 称 为 这 条 曲线 的 光 程 .与 (5.121) 一 样 的 推导 得 由 于 始末 点 ro 和 
以 及 联结 它们 的 曲线 的 变更 而 引起 的 变 分 

SS(r,ro) 


dy d d 
- 直 nds = n(7) (Fd + 和 sy + Fdz )- (ro) 92 28xo+ ddyo + 0 


dz \ In d dy -)- | , 
站 ds” ca ds” 和)- 9 并 到 ji 翅 (a ds” gy 0y 
d/ dz 9n 
+ [各 (an 4)- 55 |8z ds”. (5.126) 


如 果 取 征 ro 与 > 间 的 联 线 为 (5.123) 规 定 的 光线 ,(5.125) 定 义 的 S(r ,ro) 便 成 为 
坐标 r 和 ro 的 确定 函数 , 称 为 程 函 .由 于 r 和 ro 变更 而 引起 的 程 函 的 变 分 为 


8S(r,ro) = (7) (sz + day+ ez | 


ds ds 
一 n(r0) (Fe gz0 + Payo + G80). (5.127) 
dso ds 
可 见 
aS 9S _ 95 _ dz 
FA 3 = a(r) -iA 
9S _ dzo 3S _ dyo 9S __ dzo 
zo = (ro) dso ? jw 二 一 ro) dso ’ 9z0 | n(ro) dso 


(5.128) 
给 定 ro, 程 函 S 作为 r 的 函数 满足 方程 (5.117) 从 而 是 方程 (5.113) 的 解 . 
koS(r,ro) 是 几何 光学 极限 下 由 点 ro 发 出 的 波 在 > 处 的 相位 .给 定 始末 点 ro 和 
r,(5.125) 定 义 的 光 程 S 便 只 是 此 二 点 间 联 线 的 泛 函 .由 于 联 线 的 变更 引起 的 光 
程 的 变 分 为 
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fd dr\ am1、 ， Fal dy -20 | , 
05 = 人 [及 人 站 | 过 |iz 和 ds” ” ds ay 0y 


df dz 9n] |,, 
+ [#(n 3 3 |8z ds . (S$. 129) 


可 见 光 线 方 程 (5.123) 等 价 于 要 求 光 程 的 变 分 为 零 . 于 是 几何 光学 的 基本 原理 又 可 
表述 为 : 

“两 点 间 各 种 可 能 的 联 线 中 ,光线 使 光 程 取 极 值 .” 

这 就 是 费 马 原 理 . 在 这 里 , 它 是 波动 光学 在 几何 光学 极限 下 的 推论 . 


$5.6 电磁 波 在 波导 内 的 传播 ,光波 导 与 光纤 


可 以 用 反射 性 能 好 的 材料 ,如 导体 ,将 电磁 波 约 束 在 一 定 范围 内 , 令 它 沿 一 定 
方向 按 一 定 方式 传播 . 这 样 设计 的 器 件 称 为 波导 . 趋 肤 深度 为 零 的 导体 称 为 理想 导 
体 .一 无 穷 长 ,处 处 横 截 面相 同 , 壁 为 理想 导体 ,内 部 为 真空 或 无 吸收 均匀 绝缘 介质 
的 波导 管 称 为 理想 波导 .由 于 边 条 件 (5.19) , 若 从 理想 波导 内 部 趋 于 管 壁 ,电场 强 
度 6 平行 管 壁 的 分 量 应 趋 于 零 . 这 便 是 理想 波导 的 边 条 件 .在 波导 内 部 , 具 一 定 频 


率 的 电磁 波 满足 方程 组 (5.8) ,其 中 < =< 和 均 为 正 实数 ,并 因而 满足 齐 次 交 姆 
乱 效 方程 组 (5.20). 


> 


图 5-3 ”和 矩形 波导 


考虑 矩形 理想 波导 , 它 的 内 部 横 截面 为 矩形 .如 图 5-3, 将 坐标 原点 取 在 矩形 
横 截 面 的 左下 角 ,分 别 沿 和 矩形 的 宽 和 高 取 x 轴 和 y 轴 , 并 按 右手 规则 沿 管 长 方 回 
取 zz 轴 . 典 型 的 齐 次 交 姆 霍 兹 方程 (5.93) 有 分 离 变 量 解 
yx,y, Zz) 
=[aicos(ksr) + azsin(ksr)][Bicos(kyy) + Bosin(kyy)Je**, (5.130) 
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其 中 

好 + 好 + 肛 = 妇 = 抱 = 大 她 (5.131) 
(5.130) 在 波导 管 的 横 截面 内 为 驻 波 , 沿 管 长 方向 为 行 波 .对 沿 z 轴 正 方向 传播 的 
波 ,&->0. 对 理想 波导 中 的 电场 强度 和 磁场 强度 , 则 在 满足 交 姆 霍 效 方程 组 (5.20) 
的 基础 上 还 要 满足 方程 组 (5.8) 和 理想 波导 边 条 件 .矩形 理想 波导 中 电磁 场 的 分 离 
变量 解 便 是 


[Sod 


CE.(r) = aicos(ksx )sin( ky)ere, | 


ECr) = a2sin( 有 Zr)cos( 有 Riy Je ， ($.132 ) 
E.(r) = assin(ksx)sin(k,y)err, 
HW(r) = bisin(ksr)cos(kyy)err, 
Rr) = bocos(ksz)sin(ky)err, (5.133) 
NW(r) = bacos(kzz)cos(ky)err, 
其 中 
=, k= 2 
1 2 
(5.134) 


bp = J (ln) (an) 
” u” s? 5 


S1 和 $2 分 别 为 波导 内 部 横 截 面 矩 形 的 宽 和 高 ,Li1、7s =0,1,2,… 为 非 负 整数 ， 
alk; + a2k,y — ia3k, = 0， (5.135) 
且 


bi 一 一 (2h + iask,) 9 
b> 二 (ak, 十 ia3k; )， (S. 136) 
wp 


b3 = 本 (al 名 一 a2k, ). 


对 一 组 给 定 的 整数 (1,1,), 这 组 解 有 三 个 待定 常数 a1、as 和 a3. 不 过 由 于 
(5.135), 这 三 个 数 中 只 有 两 个 是 独立 的 .将 它们 取 为 (a1,a;). 它 们 的 两 组 彼此 独 
立 的 取 值 从 (5.132) 和 (S$.133) 中 选 出 两 组 彼此 独立 的 解 . 若 取 


aa1 __&, 

2 一下， (5.137) 
由 (5.135) 得 zs=0, 按 (5$.132) 电 场 强度 的 纵 分 量 , 即 沿 电磁 波 传播 方向 z 的 分 
量 ,为 零 .这 种 电场 方向 与 传播 方向 垂直 的 电磁 波 称 为 磁 型 波 ,或 横 电 型 波 , 记 为 
TE 型 . 若 取 


a1 _ kz 


a 有 (5.138) 
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由 (5.136) 第 三 式 得 3=0, 按 (5.133) 磁 场 强度 的 纵 分 量 为 零 . 这 种 磁场 方向 与 传 
播 方向 垂直 的 电磁 波 称 为 电 型 波 ,或 横 磁 型 波 , 记 为 TM 型 . 为 使 电磁 场 强 不 恒 等 
于 零 ,/1 和 /2 不 能 都 为 零 . 0; 和 1, 中 若 有 一 个 为 零 , 按 ($.134) 和 (S.132)@ = 0， 
即 必 是 TE 型 波 .为 使 电磁 波 沿 波导 传播 ,必须 和 2 >0, 对 一 定 的 (11,72) 这 要 求 
[ol>a ( 符 ) + ( 符 ) ， (5.139) 
S1 52 
此 式 右边 给 出 临界 ( 角 ) 频 率 , 只 有 ( 角 ) 频 率 高 于 这 个 临界 值 的 电磁 波 才 能 沿 = 方 
问 传 播 . 否则,k, =ix 成 为 虚数 ,电磁 波 将 以 e 寡 的 方式 沿 z 方向 指数 衰减 .与 临 
界 频率 相应 的 电磁 波 在 无 界 介质 中 的 波长 


A.(L1, 712) 一 < 


1 2 7， 2 
人) 
称 为 临界 波长 .只 有 在 无 界 介质 中 波长 小 于 临界 波长 的 电磁 波 才能 在 波导 中 传播 . 
临界 波长 随 11 和 /2 的 增加 而 减 小 . 设 s1 > ss, 最 大 临界 波长 为 
A.(1,0) = 2s1, (5.141) 

即 波 导 内 部 横 截面 长 边 长 的 二 售 .波长 比 最 大 临界 波长 长 的 电磁 波 完全 不 能 在 波 
导 内 传播 .波长 短 于 2s1 却 长 于 2s, 的 电磁 波 在 波导 内 只 能 是 11 =1,71,=0 的 TE 
型 波 . 如 此 等 等 . 

沿 波导 管 的 行 波 相 速 为 


(5.140) 


Y) 二 


(5.142) 


|e 


由 于 kc 和 k, 不 能 同 为 零 , 按 (5.131)A< 交 ,因此 v>w. 若 波导 内 为 真空 则 有 v 


>c, 行 波 相 速 大 于 真空 中 的 光速 .好 在 一 般 说 来 并 无 信息 借 平 面 波 以 相 速 传播 ， 
这 里 也 无 信息 借 波 导 内 的 行 波 以 相 速 传播 ,这 种 “ 超 光 速 ' 并 不 违背 相对 论 和 因果 
律 .平面 波 的 相 速 ,以 及 这 里 行 波 的 相 速 ,表达 的 只 是 不 同 空 间 点 相位 的 关系 . 波导 
中 电磁 波 在 管 壁 间 来 回 反射 .垂直 等 相位 面 长 为 的 矢量 wu ,wu 和 z 轴 组 成 的 平面 
与 等 相位 面 的 交 线 ,以 及 沿 z 方向 长 为 v 的 矢量 wv ,分 别 为 一 直角 三 角形 的 一 边 ,u 
为 直角 边 ,o 为 斜 边 .这 就 是 v > 的 来 历 . (5.134) 又 表明 k, 与 角 频 率 w 和 波 的 
模式 (11,7) 有 关 , 这 使 (5.142) 定 义 的 行 波 相 速 v 与 波 的 频率 和 模式 都 有 关 . 这 便 
是 波导 中 电磁 波 的 色散 . 

再 看 内 部 截面 为 圆 的 圆柱 形 理想 波导 .将 原点 放 在 一 个 横 截面 的 圆心 上 , 取 此 
横 截 面 为 zy 平面 ,在 此 平面 内 任 取 互 相 垂直 的 两 轴 为 x 轴 和 y 轴 . 按 右手 规则 取 
z 轴 , 它 就 是 波导 内 部 圆柱 的 中 心 轴 . 取 (3.112) 定 义 的 柱 坐 标 , 笛 卡 儿 坐标 可 用 它 
按 (3.111) 给 出 .将 典型 的 交 姆 霍 兹 方程 (5.93) 写 成 对 柱 坐 标的 偏 微分 方程 就 是 
13 oy, 19y 


dy 
0 ap 30 六 jg 十 元 +R20 = 0. (S$.143) 
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此 式 有 分 离 变量 解 
J(p,0,z) = f(p)e" et; (5.144) 
为 使 y 为 空间 点 的 单 值 函数 ,要 求 ez = emW9+29,m 应 为 整数 .将 此 解 代 入 
(5.143) ,得 f(p) 的 方程 
2 
+i (如 - 节 )f= 0， 刀 =V 有 -如 (5.145) 
作 变 换 &= &,p ,此 方程 成 为 贝 塞 尔 方程 


df 1df 1 2 
为 使 解 (5.144) 在 o=0 处 有 界 ,必须 取 正 规 解 
Go) = aJn (ko,p), (5.147) 


a 为 积分 常数 ,J,(&) 为 & 的 m 阶 贝 塞 尔 函数 .一 般 情形 下 (5.143) 的 解 为 分 离 变 
量 解 (5.144) 的 共 加 .将 电磁 场 强度 用 (3.113) 定 义 的 柱 坐 标 单 位 矢量 系 展开 : 
@(0,0,z2) = (0p,0,z2)po + bo(p,0,z)00 + 6.(p,0,z)zo, (5.148) 
XR(p,0,z) = %(p,0,z)po + Wo,0,z)00 + Ho,0,z)zo0. (5.149) 
对 以 一 定 相 速 沿 z 方向 传播 的 电磁 波 ,电磁 场 的 各 分 量 应 具 形 式 
BE(o,0,z) = ei(p,0)erz, | 
MK(p,0,z) = hi(o,0)errz. 
其 中 下 标 i 代表 o、9 和 z. 将 此 形式 代入 (5.148) 和 (5.149), 再 代入 (5.8) 的 后 两 
式 , 利 用 柱 坐 标 旋 度 公 式 (3.131) 得 


1 2ez 


0 30 ilk.ee = lo 


(5.150) 


. gez _. 
lk, eo 一 a0 = 1wuho, 


| 3 (5.151) 
po a0 ik.hg = — iakeo， 
9h 
lk, h, 5 一 一 laxeg 
由 此 解 得 
证 ( z es 
e = 十 [ 华 9h, k | 
′ ko\p 30 “9o , 
3.1 
ho 二 ( 和 au yw ae Wi 
0 2 O 90 从 9p 7 
1 oh we 9e 
» -十 (1 = _ | 
? pvzao p90 
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将 & 和 家 取 为 辫 姆 霍 效 方程 的 分 离 变量 解 (5.144), 即 取 
es(p,0) = aJn(kop)e™, h.(p,0) = bJn (ko)e™. (5.153) 
代入 (5.152) 右 边 , 并 将 结果 代 回 (5.150) 得 


k,., 1 
6,(p,0,z) 一 |- pb oii J (kop0) + 1Q J (hpp) | engrk， 
kop ko 


k, . , . .154 
go(o,0,z) = 一 at¥2], kop) + ib ET (hp) le 5.154) 
ph p 
6,.(0,0,z) 一 aJn(k,p)e™ +), 
k, / i(m 之 
Wl p30,2) = | a TJ, (kop) tid Thop) eh), 
to O kp 
(5.155) 


k> 。 / i(m 之 
Xp6(o,0,z) = |- bs J (kp) + ia J (hp) |et ok), 
kop p 


XR.(0,0,z) 二 bJm (ksp)e' rt) ， 


其 中 用 (6) = 46 名. 具体 验证 表明 它们 确 是 方程 组 (5.8) 的 解 


理想 波导 边 条 件 现 在 要 求 6 和 &. 在 波导 圆柱 内 表面 上 为 零 .用 R 表示 圆柱 
内 部 横 截面 半径 ,此 条 件 就 是 
G(R,0,z) = 6.(R,0,z) = 0. (5.156) 
解 (5.154) 和 (5.155) 中 有 两 个 积分 常数 a 和 65. 阁 a 关 0, 为 使 (5.154) 第 三 式 表达 
的 6, 符合 此 边 条 件 , 必 须 且 只 须 J,, (kbR)=0. 用 6, 表 m 阶 贝 塞 尔 函 数 的 第 个 
正 根 ,J, (2 )=0. 边 条 件 遂 要 求 
Emn 


ho = PB S kom (5.157) 


由 于 ];, 和 J 没有 相同 的 正 根 ,为 使 (5.154) 第 二 式 表达 的 6 符合 边 条 件 
(5.156) ,必须 且 只 须 5=0. 由 (5.155) 知 这 使 =0. 这 个 解 因而 表示 TM 型 波 . 
另 一 方面 , 知 a =0, 为 保证 解 不 会 恒 等 于 零 必须 -5b 关 0. 在 此 条 件 下 要 使 (5.154) 第 
二 式 表 达 的 6 符合 边 条 件 必须 且 只 须 J (kbR)=0. 用 &%, 表 未 m 阶 贝 塞 尔 函 数 
一 阶 微 商 的 第 n 个 正 根 ,J (é&%) = 二 0. 边 条 件 遂 要 求 


k, = So = ky,mn. (5.158) 
这 个 解 的 6.=0, 因 而 表示 TE 型 波 . 为 使 TM 波 确 为 z 方向 的 行 波 ,必须 
局 = 内 -如 = 扎 - 鲫 >0， (5.159) 
它 的 (m,n ) 模 式 的 临界 ( 角 ) 频 率 为 
w. (m,n) = Ce ， (5.160) 
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相应 的 临界 波长 为 

27R 
Emn 
只 有 (和 角 ) 频 率 高 于 临界 值 (5.160) ,或 波长 小 于 此 临界 波长 的 电磁 波 才能 以 此 模式 
沿 波 导 传播 .类 似 地 ,(m ,2 ) 模 式 TE 波 的 临界 ( 角 ) 频 率 和 临界 波长 分 别 为 


A(m,n) = (5.161) 


/ 
ué mn 


wm,n)= pp, (5.162) 
A.(m,n) = 名 (5.163) 


也 可 利用 光 叭 介质 对 从 光 密 介质 传 来 的 电磁 波 的 全 反射 制造 绝缘 体 波 导 . 称 
无 穷 长 ,处 处 横 截 面相 同 , 由 无 吸收 绝缘 材料 制 成 的 波导 为 理想 绝缘 波导 .圆柱 形 
理想 绝缘 波导 由 一 无 穷 长 均匀 光 密 绝缘 圆柱 体 肉 在 向 外 充满 全 空间 的 均匀 光 玻 绝 
缘 材 料 中 组 成 .圆柱 体内 、 外 的 介 电 常数 < 、e 和 磁 导 率 y、w 均 为 正 实 常 数 , 且 有 不 
等 式 

Ww > ne. (5.164) 


对 一 定 角 频 率 ,内 、 外 介质 中 的 波 矢量 平方 刀 = w2pk 和 &2 = w?pxe 因而 有 不 等 
式 


k* > k’*. (5.165) 
于 是 存在 正 实数 &; 的 一 个 区 间 ,其 中 
k* > R2 > 全 (5.166) 
在 此 区 间 中 ,圆柱 体内 有 
ks = k*—k:>0, (5.167) 
,可取 为 正 实数 ;而 圆柱 体外 则 有 
k=k*—k<0, (5.168) 
k= 二 ix 为 虚数 ， 
X 一 MV R2 一 天 (5.169) 


为 正 实数 .圆柱 体内 方程 组 (5.8) 的 解 仍 是 (5.154) 和 (5.155). 为 使 电磁 场 在 无 穷 
远 处 不 致 趋 于 无 穷 ,圆柱 体外 的 解 应 取 为 


/ 。 , Rk / 1 kz 
8,(p,0,z) = E “io Kn (Xp) 一 ia K(xp) jo” kz) ， 


, Rk 。77 / 1 
Bo(o,b,z) = E 3 K,,( xo) +ip we KK’, (x0) eorte), 
XP X 
6,.(0,0,z) 一 a Kn (Xp)e ”e+ez), 


(5.170) 
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2 7/ 1 。 , kk, / 1(mOt+k z 
HK (0,0,z) 二 一 a zo Kn xp) 十 10 k(xp) et 0 kx), 


k 


5.171 
Kp0,0,z) 一 区 Km( Xp) 加 ia EK (0) Je), ( ) 


Rp,0,z) _ b’ Kn (x0)e ”tz), 


其 中 Kn(5) 为 5 的 mm 阶 第 二 类 变型 贝 塞 尔 本 数 ,有 源 近 形式 Ka (5) ~ 起。 


K(5) 二 Ss 中 ,a 和 如 为 积分 常数 . 边 条 件 (5.19) 要 求 6.、 罗 和 次 在 圆柱 


表面 上 连续 . 设 国 柱 半径 为 R 


- 恕 mr m(&R)a 一 i J (4R)6 -~ 癌 K a( XR)a’ -i (xR)b’= 


Jn (koR)a 一 RN =0,， 


a i ee KK m(XR)a - 半 一 区， (xR)b = 


Jm (koR)b - Kn(xR)b =0. 

(5.172) 

作为 a、b、a 和 2 的 线性 齐 次 代数 方程 组 ,此 式 有 非 零 解 的 充分 兼 必 要 条 件 是 系数 
行列 式 为 零 , 即 要 求 


P(AR)KS (XR) (Se ) (2 


) (总 +t 十) - Jn (RR)Ka (XR) 


— J2(kR)KY, (xR) 和 — Jn (koR)J (ER) 


x Kn (xR)K, (XR) 2 一 (pe + pc) = 0. ($5.173) 


对 给 定 的 &, 此 式 是 久 用 方程 ,从 中 可 解 由 函数 关系 w(&-). (5.166) 是 对 &, 取 值 
范围 的 限制 , 便 也 是 对 w 取 值 范围 的 限制 . 

m =0 的 情形 特别 简单 ,可 就 此 情形 对 绝缘 波导 作 较 具体 的 了 解 . 此 情形 中 
(5.173) 左 边 第 一 项 为 零 ,其 余 三 项 可 分 解 为 两 个 因子 的 积 .利用 


Jo(é) =-J(€), Ko(5) = 一 KI(5)， (5.174) 
可 将 它 写成 
JRIKXR) + eT (RKO xR) 
p 
x (ENR Ko XR) + ETBRIKXR))= 0. (5.175) 
p 


在 (5.154) 和 (5.155) 中 令 m=0,65=0, 用 (5.174) 得 
* 223 。 


R- 
Bo,0,z) =— ia zp Ji(kp)ee, 多 (o,0,z) = 0， 
p 


6§.(p,0,z) = aJo(k, po)ewr, 


Wl(p,0,z) = (po,0,z) = 0， (5.176) 
Na(p,0,z) 三 一 1Q hi(kop)ene. 
p 
在 (5.170) 和 (5.171) 中 令 m=0,6b =0, 用 (5.174) 得 
6,(0,0,z) = ia Kiyo) er, Go(p,0,z) = 0, 
6.(p,0,z) = a Ko( xp)ewrz, 
Wp,0,z) = (po,0,z) = 0， (5.177) 
Ml(0,0,z) = ia’ Ki(xo)er. 
多 =0 在 圆柱 表面 上 自然 连续 , 边 条 件 (5.19) 只 要 求 
Jo(k, R)a — Ko(XxR)a’ = 0， 
/ (5.178) 
E(kR)a + K(xR)a = 0. 


此 式 作为 a 和 a 的 线性 齐 次 代数 方程 组 ,系数 行列 式 恰 为 (5.175) 左 边 第 一 因子 . 
要 求 它 为 零 得 


Jo(oR)KI(XR) + ELER)Ko( XR) = 0 (5.179) 
p 
在 此 条 件 下 得 电磁 场 在 圆柱 体内 外 的 解 分 别 为 (5.176) 和 (5.177) , 且 其 中 
Q& _ Jo(lk,R) 
a = KOOLRY (5. 180) 


这 个 解 中 磁场 纵向 分 量 为 零 , 因 此 表示 TM 型 波 . 
大 在 (5.154) 和 (5.155) 中 令 m =0,a=0, 则 得 
6E(o,0,z) = §.(p,0,z2) = 0， 


Go(p,0,z) = ib h(a), 
天 (5S. 181) 
Kp,0,z) =—ib 有 Jo)e “， MN(p,0,z) = 0， 


Np,0,z) 一 bJo(k, 0)e™r. 
在 (5.170) 和 (5.171) 中 令 m =0,a =0, 得 
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(Pp,0,2) = 6.(p0,0,z) = 0， 


Go(0,0,z) 一 一 ib” ~ Ki(xp)e, 


, (5. 182) 
(0,0,z2) = 这 y Ki(xo)e™, 3(o,0,z) = 0， 
(pp,0,2) = 六 Ko(XYo)eike. 
86, 二 加 =0 在 圆柱 表面 上 自然 连续 , 边 条 件 (5.19) 只 要 求 
EJ (k wp k “= 0， 
po JkoR)b + ~ KxR)b (5.183) 
Jo(kR)b — Ko(xR)b = 0. 


此 式 作 为 5 和 6。 的 线性 齐 次 代数 方程 组 , 系数 行列 式 怡 为 (5.175) 左 边 第 二 因子 
与 -1 的 积 . 要求 它 为 零 得 


ERR XR) + TBRK xR) = 0 (5.184) 
p 
在 此 条 件 下 圆柱 体内 外 电磁 场 的 解 分 别 为 (5.181) 和 (5.182) , 且 其 中 
和 - RR). (5.185) 


这 个 解 的 电场 无 纵 癌 分 量 ,因而 表示 TE 型 波 . 
方程 (5.179) 和 (5.184) 仍 然 只 能 用 数值 方法 求解 .在 y 一 yo 和 py 一 jo 的 高 
频 极限 下 (5.184) 可 简化 为 


1 J(&R) 1 Ki(xR) 
ER TR + 站 并 OR = 0， (5.186) 


其 中 
(RR) + (XR)2 = (woR)2(e - ¢) po. (5.187) 


和 _ 了 (8) 和 K1(&) 
图 5-4 画 出 了 函数 EJo(é) 和 Kj) 的 曲线 ， 纵 坐 标 以 同一 刻度 表 此 二 函数 的 


值 , 横 坐 标 轴 上 同一 点 对 应 的 兰 =R5R 和 凡 = x*R? 分 别 标 在 图 的 上 、 下 方 ,它们 
之 间 符 合 关 系 (5.187). 此 二 曲线 的 交点 便 是 (5.186) 的 根 .在 和 =0 处 , 按 (5.187) 

= 6 (wR) (ee — ¢ ) po. (5. 188) 
图 中 纵 虚线 的 模 坐 标 值 为 (6) 的 根 ,该 处 一 浅 居 人 趋 于 无 穷 .在 小 于 了].(&) 


éJo( €) 
的 最 小 正 根 4 处 一 卫 LS) -0 而 了 CS) >0, 因 此 若 & 之 &,, 则 方程 (5.186) 无 
0 处- 计 (C6J<0, 而 KU 休 >0， max < ol . 


解 .由 此 得 理想 圆柱 形 绝 缘 波 导 中 mx =0 的 TE 型 波 的 临界 角 频 率 为 
1 1 
UEé01 各 | 


2 
， (5.189) 


ec 2 1 6 
一 = 2.405 二 |11 一 一 
| 《 


《 


w (0,1) = 1 — 
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图 5-4 方程 (5.186) 的 图 解 


其 中 xx= -二 ~ 一 .只 有 角 频 率 超过 此 值 的 m =0 的 TE 型 波 才 能 在 这 种 波导 
V 1 [0 


中 传输 . 

根据 材料 的 性 质 , 绝 缘 波 导 补 用 于 光波 , 即 光 频 电磁 波 的 传输 . 这 种 波导 便 称 
为 光波 导 . 由 于 光波 波长 短 ,可 见 光波 长 不 足 一 微米 ,这 种 波导 的 尺寸 很 小 ,中 间 图 
柱 体 半 径 为 若干 微米 量 级 ,外面 低 折射 系数 包 层 的 厚度 为 数 百 微 米 的 量 级 . 光波 集 
中 在 中 间 圆 柱 体内 传播 ,从 圆柱 体 表面 向 外 几 个 波长 处 电磁 场 即 衰减 为 零 . 光波 导 
细 长 ,又 称 光 纤 . 许 多 光纤 集束 为 光缆 ,用 于 光 通 讯 . 

实际 波导 可 接近 理想 波导 但 不 会 是 理想 波导 .在 导体 表面 的 非 零 趋 肤 深度 内 
电磁 波 中 的 电场 按 欧 姆 定律 驱动 电流 ,导致 焦 尔 热 耗 散 . 即使 在 透明 介质 内 电磁 波 
也 会 被 逐渐 吸收 .这 些 都 导致 波导 内 电磁 波 的 损耗 .有 限 的 波导 长 度 使 人 口 和 出 口 
处 电磁 波 的 传播 不 同 于 它 在 波导 内 的 传播 . 在 实际 工程 问题 中 这 些 都 应 从 理论 上 
予以 考虑 .读者 在 遇 到 这 些 实际 问题 时 可 从 专门 著作 中 找到 有 关 专 门 材料 . 


$5.7 电磁 波 在 共振 腔 中 的 驻 留 ,本 征 模式 与 本 征 频 率 


有 良好 反射 性 能 的 表面 包围 的 体积 中 电磁 波 会 在 表面 间 来 回 反 射 形成 驻 波 . 
由 于 边 条 件 的 限制 驻 波 只 能 以 一 些 特定 模式 存在 于 此 体积 中 , 称 为 驻 波 的 本 征 模 
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式 , 相 应 的 频率 也 只 能 取 一 些 特定 值 , 称 为 本 征 频率 . 如 果 体 积 内 有 随时 间 变 化 的 
电荷 电流 分 布 ,将 它们 对 时 间作 依 里 叶 变 换 , 作 频谱 分 析 , 其 中 与 本 征 频 率 相等 的 
分 量 会 与 相应 的 本 征 模 式 电磁 驻 波 共振 ,将 能 量 输入 这 些 本 征 模 式 驻 波 中 .这 是 激 
发 例如 微波 等 频率 很 高 的 电磁 波 的 基本 方法 .这 种 器 件 因而 称 为 共振 腔 . 驻 波 的 本 
征 模式 和 本 征 频率 是 共振 腔 的 基本 性 质 . 


图 5-5 长 方 体 共 振 腔 


考虑 一 长 方 体 共 振 腔 , 它 的 表面 为 理想 导体 ,内 部 为 无 吸收 透明 介质 . 取 长 方 
体 一 角 的 顶点 为 原点 , 按 右手 规则 取 过 此 点 的 三 条 互相 垂直 的 棱 为 zy 和 > 轴 ， 
如 图 5-5. 沿 此 三 轴 的 楼 长 分 别 记 为 st\sz 和 3. 用 yp 和: 表 腔 内 介质 的 磁 导 率 和 
介 电 常数 ,由 方程 组 (5.8) 和 理想 导体 边 条 件 解 得 腔 内 电磁 场 

G(r) = aicos(ksr)sin( kyy)sin( kz), 


G(r) = azsin(ksr)cos(kyy)sin(k,z), (5.190) 
G(r) = a3sin(kzxr)sin( kyy)cos( kz), 
Rr) = bisin(ksr)cos(kyy)cos( kz), 
HR(r) = bocos(kzr)sin(kyy)cos( kz), (5.191) 
Rr) = ba3cos(kzrr)cos(ky)sin(k,z), 
其 中 
ko = LE, b= LE, k= 2, (5.192) 
1 2 3 . 
2 2 2 
w= wu | (全 十 (全 十 6 ， 4 = 记 (5.193) 
li1、\L2 和 /3 为 非 负 整数 ， 


Q1AR- 十 a2k, + ask, = 0,， (5.194) 
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p1 一 一 wo (93k 和 a2k,)， 
b, = 一 wr a1k 一 aak,), (5.195) 


b3 一 一 wn (0k 一 aik,). 


这 些 关 系 中 (5.193) 表 示 本 征 频 率 只 能 取 一 组 分 立 值 ,每 个 值 与 三 个 整数 04、/> 和 
/3 对 应 ;其 余 关系 表示 驻 波 的 本 征 模式 .由 于 (5.194) 和 (5.195), 六 个 振幅 a1、a2、 
a3~\b1i、b2 和 6b3 中 只 有 两 个 是 独立 的 .对 一 组 给 定 整 数 上 /> 和 /3 有 两 个 独立 的 
驻 波 本 征 模式 对 应 共同 的 本 征 频率 wj , 1, .每 一 本 征 频率 因而 称 为 是 二 度 简 并 的 . 

再 考虑 半径 为 R 高 为 h 的 圆柱 体 共振 腔 ,内 部 仍 为 无 吸收 透明 介质 ,表面 仍 
为 理想 导体 . 取 底 面 为 zy 平面 ,由 底面 指向 顶 面 的 圆柱 体 中 心 轴 为 > 轴 , 建 立柱 
坐标 . 以 满足 圆柱 表面 边 条 件 的 解 (5.154) 和 (5.155) 为 基础 来 组 成 圆柱 体 共 振 腔 
内 的 解 .由 于 将 其 中 的 &, 换 成 - & 所 得 结果 仍 为 (5.8) 的 解 且 仍 满足 圆柱 表面 边 
条 件 ,a 关 0 从 而 b=0 的 解 为 


k, 。 / 1 
6(0,0,z) =— a ,Sin( kaz)] m(kop)e™™, 


. k, . 1 . 
Go(p,0,z) =— ia Ro sin kz )Jn(kop)e™, (5. 196) 
6.(p,0,z) = acos(ksz)Jn (kop)e”™, 
Wb(p,0,z) = a TT cos(koz)Jn (kop)e™, 
kpp 
(5.197) 


Na(p,0,z2) = ia cos(ksz)J mn (kop)e™, 
p 
(Pp,0,z) = 0， 


其 中 k=. 这 个 解 已 保证 6,(p,0,0)= 6o(p,0,0)=0, 即 已 在 圆柱 底面 上 满足 
理想 导体 边 条 件 . 为 保证 在 圆柱 顶 面 上 满足 理想 导体 边 条 件 , 要求 &,(p,0,h)= 
bo(p,0,h)=0. 这 只 须 且 必须 

& = 4 1 = 0,1.2 (5.198) 
仍 称 圆柱 的 轴 向 为 纵向 ,此 解 磁 场 纵 分 量 为 零 ,圆柱 体 共 振 腔 内 电磁 驻 波 的 这 一 本 
征 模式 为 横 磁 模式 ,也 记 为 TM. 相应 本 征 角 频 率 为 
1n\2 间 ， 
| YR2? 


(5.199) 


W = Wimn = U ( 


与 三 个 整数 /、 mm 和 nn 对 应 . 
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各 a =0, 为 保证 电磁 场 不 恒 等 于 零 必 须 5 关 0. 在 此 条 件 下 (5.8) 满 足 圆 柱 表 
面 边 条 件 的 解 为 


(0p,0,z) = 一 0 p20 sin(kez)Jn kop)e™, 
p 


6(p,0,z) = 一 这 sin( kez )Jmn (kp 0)e™, (5.200) 
P 

6.(0,0,z) 一 0， 

Wp,0,z) = b cos( haz)J (ko p)e™, 
D 

km 

kep 
(0,0,z) = bsin(ksz)Jn (kop)e™, 

其 中 b= .此 解 已 在 圆柱 体 底面 上 满足 理想 导体 边 条 件 .为 满足 圆柱 体 项 面 上 


的 边 条 件 只 须 且 必须 &, 取 (5.198) 规 定 的 值 .此 解 电场 纵 分 量 为 零 ,为 横 电 模式 ， 
记 为 TE. 相 应 本 征 角 频率 为 


(5.201) 


MW(p,0,z) = ib cos( kz)Jn (ksp)e”™, 


w = ws = (E) + (加)， (5.202) 
也 与 三 个 整数 /、 mm 和 nn 对 应 . 
习 题 五 


1. 设 电场 强度 和 磁场 强度 分 别 由 B(r)e 洗 和 X%(r)e “的 实 部 表示 , 介 电 常数 ¢ 和 磁 导 率 
上 为 实数 ,电导 率 c=0. 试 证 能 量 密度 ,能 流 密度 矢量 和 动量 密度 经 一 周期 平均 后 分 别 为 


T= 4( |@(r) 12+ 1 Nr) 12)， 
§ = (8 (7) XA(r) + 8(r) x Hr" (7)), (5.203) 


G= 后 (6 (7) x HK(r) +@(r) xX*(r)). 


2. 在 均匀 介质 中 < 和 与 空间 位 置 无 关 , 在 上 题 中 可 设 
BE(r) = @er'”, X(r) = Wer'r, (5.204) 
岛 和 为 为 常 矢量 . 试 证 能 量 密度 ,能 流 密度 矢量 和 动量 密度 一 周期 平均 值 (5.203) 现 可 表 为 


了 7 人 2_£ 2 

U=71@l = 1 加 上， 

$= Uu, 、(5.205) 
G = Kr,, 


1 


V x 


其 中 ko 二 卡 ,u= wko,x= -二 .由 此 可 验证 反射 系数 表达 式 (5.89) 的 第 一 个 等 号 ， 
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3. 试 证 方程 组 (5.8) 中 只 有 后 两 方程 , 即 
VXxX@=iwuR 和 VX 交 = 一 iak 6 (5.206) 

是 独立 的 ,其 余 方 程 可 由 它们 导出 .将 此 结果 与 边 条 件 (5.10)、(5.11)、(5.15) 和 (5.17) 中 只 有 
前 两 个 独立 ,其 余 可 由 它们 导出 的 结果 作对 比 讨论 . 

4. 两 均匀 无 吸收 绝缘 介质 以 平面 为 界 .一 平面 电磁 波 自 一 介质 射 向 另 一 介质 ,在 界面 被 反 
射 和 折射 .将 反射 波 坡 印 亭 矢 量 长 与 人 射 波 坡 印 亭 天 量 长 之 比 定义 为 反射 系数 ,折射 波 坡 印 亭 
矢量 长 与 人 射 波 坡 印 亭 矢量 长 之 比 定义 为 透射 系数 . 求 此 二 系数 的 表达 式 . 

5. 试 证 明 全 反射 条 件 下 反射 系数 为 1. 

6. 求全 反射 条 件 下 光 玖 介质 中 的 电磁 场 分 布 . 

7. 考虑 有 显著 吸收 的 均匀 介质 (如 导体 ) 中 的 衰减 平面 波 (5.61), 其 中 ki 与 kz 夹 角 为 0. 
试 证 由 (5.66) 定 义 的 与 可 表 为 


2 V nt+ nt/cos 0 十 7 
n= 
> NM n+ nd/cos 0 一 nf? 

9 


2 


(5.207) 


其 中 nf 和 nn3 分 别 为 的 实 部 和 虚 部 ,yw 和 分别 为 介质 的 磁 导 率 和 有 效 介 电 常 数 . 
0¢0 


8. 一 无 吸收 均匀 介质 与 一 有 显著 吸收 的 均匀 介质 (如 导体 ) 以 平面 为 界 .一 平面 电磁 波 自 

无 吸收 介质 射 向 界面 ,被 反射 和 折射 . 试 证 §5.2 的 反射 定律 依然 成 立 ,而 折射 定律 则 应 修改 为 

sin0 2n$ 

其 中 bo 为 人 射 角 ,9 为 折射 角 ,no 为 无 吸收 介质 的 折射 系数 ,nt 和 n3 分 别 为 < 的 实 部 和 虚 
部 ,wp 和 分别 为 有 显著 吸收 介质 的 磁 导 率 和 有 效 介 电 常数 . 

9.N 层 均 勾 无 吸收 介质 以 互相 平行 的 NN 一 1 个 平面 为 界 彼此 分 开 又 充满 整个 空间 .有 平面 
电磁 波 自 一 端的 介质 1 入 射 最 后 进入 另 一 端的 介质 N. 试 证 


SinON ni1? 

其 中 91 和 zi 分 别 为 介质 1 中 的 人 射 角 和 折射 系数 ,gw 和 nn 分 别 为 介质 N 中 的 折射 角 和 折射 
系数 .注意 ,由 于 介质 2 到 介质 N-1 诸 中 间 介 质 中 有 往复 的 反射 波 , 在 有 些 界面 上 还 可 能 有 全 
反射 ,此 式 不 是 折射 定律 (5.32) 的 简单 重复 ,而 应 由 电磁 波 的 边 条 件 重新 证 明 . 

10. 三 层 均匀 无 吸收 介质 以 两 个 互相 平行 的 平面 为 界 彼此 分 开 充满 全 空间 . 有 平面 电磁 波 
自 一 端的 介质 1 人 射 进入 另 一 端的 介质 3. 试 求 它 返回 介质 1 的 反射 系数 和 进入 介质 3 的 透射 
系数 .讨论 夹 在 中 间 的 介质 2 中 的 电磁 波及 其 影响 ,特别 讨论 在 介质 1 和 2 的 界面 上 发 生 全 反 
射 " 的 情形 . 

11. 在 $5.4 讨论 的 夫 琅 禾 费 入 射 中 将 矩形 孔 改 为 圆 筷 , 仍 设 电 磁 波 垂直 于 开 筷 的 不 透明 
平面 人 射 , 求 衍射 光 强度 的 角 分 布 . 

12. 设 有 二 无 穷 长 同 轴 导 体 圆 柱 , 内 、 外 导体 圆柱 间 为 无 吸收 介质 ,是 为 同 轴线 . 设 内 、 外 导 


体 均 为 理想 导体 ,中 间 无 吸收 介质 的 磁 导 率 和 介 电 常数 分 别 为 yx 和 ¢. 试 求解 能 在 其 中 传输 的 
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(5.208) 


TM 型 和 TE 型 电磁 波 . 
提示 在 (5.152) 右 边 代入 
ez(p,0) = (aJmn (kop) + a Nn (kp))e™, } 
h.(p,0) = (bJn(kp) + b Na(k,p))e™, 
其 中 N,(é&) 为 & 的 m 阶 诺 伊 曼 0 函 数 . 

13. 壁 为 理想 导体 的 圆柱 形 波导 在 一 横 截面 处 被 理想 导体 截断 . 求 可 在 其 中 传播 的 电磁 波 
以 及 它们 的 临界 频率 和 临界 波长 . 

14. 壁 为 理想 导体 的 圆柱 形 波导 ,以 一 横 截面 为 界 两 边 充 以 不 同 的 均匀 无 吸收 介质 .有 电 
磁 波 自 一 端 人 射 ,在 横 截 界面 处 一 部 分 被 反射 ,一 部 分 穿 过 界面 透射 至 波导 的 另 一 端 .参照 第 4 
题 以 坡 印 亭 矢量 长 之 比 定义 反射 系数 和 透射 系数 , 求 此 二 系数 . 

15. 壁 为 理想 导体 的 圆柱 形 波导 从 一 端 到 另 一 端 依次 充 以 三 种 均匀 无 吸收 介质 1、2 和 3， 
界面 为 圆柱 的 横 截 平面 . 设 介质 1 和 介质 3 相同 ,介质 2 与 它们 相 较 为 光 玖 介质 .有 电磁 波 从 介 
质 1 入 射 ,一 部 分 在 介质 1、2 的 界面 被 反射 , 另 一 部 分 经 介质 2 透射 人 介质 3. 求 反射 系数 和 透 
射 系数 .讨论 在 介质 1、2 的 界面 上 发 生 ' 全 反射 "的 情形 . 

16. 在 上 题 中 改 设 介质 2 为 光 密 介质 . 问 在 何 种 条 件 下 此 圆柱 体 成 为 一 共振 腔 ,在 此 种 条 
件 下 求 此 共振 腔 中 电磁 驻 波 的 本 征 模 式 和 本 征 频 率 . 


(5.210) 


DD Neumann. 
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第 六 章 ， 运动 审 电 粒子 与 电磁 波 相 互 作用 


问题 应 用 举例 
$6.1 沿 给 定 轨道 运动 的 带电 粒子 全 程 总 辐射 
强度 的 角 分 布 与 详 分 解 


按 (4.272) ,zt 时刻 离 带电 粒子 甚 远 处 的 观察 者 看 到 粒子 向 他 所 在 方 同 单位 立 
体 角 内 发 射 的 电磁 波 功率 为 
2 = | X(t) 1”, 


x(1) = 二 RD 已 


其 中 R 和 名 分别 由 (4.229) 和 (4.270) 定 义 ,是 观测 时 刻 1 的 函数 ;dQ 为 观察 者 
对 带电 粒子 附近 某 原点 所 张 立 体 角 元 .将 (6.1) 第 一 式 对 时 间 z 积分 , 便 得 辐射 到 


(6.1) 


单位 立体 角 内 的 电磁 波 能 量 

a = | | X(t) dt， (6.2) 
作 傅 里 叶 分 解 : 

X02) = | Y(o)eredo (6.3) 
它 的 逆 变 换 为 

Y(o) = 于 | Xeawdt， (6.4) 


将 (6.4) 代 入 (6.3) 得 
X(t1) = | arx(z") 二 | ed, 
此 式 表明 
1r” 
2TJ _oo 
为 8 函数 .其 实 这 正 是 高 等 数学 中 证 明 傅 里 叶 变换 关系 (6.3) 和 (6.4) 的 依据 . 这 个 
表达 式 又 可 写 为 


eiolt -Ddw = 6(t — 1) 


| eitw -oj)tdt = 2r8S(w — w). (6.5) 
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将 (6.3) 代 入 (6.2) ,并 利用 此 式 得 
= | x*C) .X(t)dt 


= | ao| ao dzy* (w) * Y(w )eitoe 


一 2x| | Y(w) I*dw. 


(6.1) 定 义 的 矢量 多 (z) 是 实 的 . 按 (6.4) 便 有 六 *(w)=Y(--w),|Y(w)|?= 
1Y( 一 w)1*. 可 见 , 沿 某 方向 单位 立体 角 内 带电 粒子 辐射 能 量 的 谱 分 解 为 

dW -| d Wj, 

d0 ”JJ doOdw “…， 

EW. = 4r | Y(w) | 
将 (4.270) 代 入 (6.1) 中 第 二 式 , 再 将 结果 代入 (6.4) 得 

— _ it nxX|(n-v /u)xa’]| 
Y(w) = </ |。 es dz. (6.7) 

其 中 wv“ 和 a 分别 为 : 时刻 带电 粒子 的 速度 和 加 速度 ;z 由 (4.237) 定 义 ,此 时 刻 粒 
子 发 出 的 电磁 波 在 t 时 刻 到 达观 察 者 所 在 位 置 ;n = R /R' 为 : 时刻 由 粒子 指向 观 
察 者 的 单位 矢量 . 设 带 电 粒 子 在 原点 附近 运动 ,而 观察 者 与 原点 的 距离 ~ 一 co ,m 
也 就 是 从 原点 指 问 观察 者 的 单位 矢量 .在 (6.7) 右 边 作 积分 变量 变换 1 一: ,由 
(4.237) 和 (4.244) 得 


Y(w) = 3 | ErRO Nu RX Tn /MX aig (6.8) 


(6.6) 


8 (1-v .nn/u)’ 
按 (4.229) 
。 2 :2 
R =vV(r-r)=r 1-2T3 + 人 rar (6.9) 


代入 (6.8), 称 to 寺 r/u ,得 
y(w)= -了 人 co| oiolt -nr RX [nv /xa 


8T\u (1-v .nn/u) 
(6.10) 
将 此 式 代 入 (6.6) 第 二 式 得 
dW _ gq | ia[z-mr(t)[u] RXL(n — v /uu)Xa. 
dQdw 16 xx |J -ao (1—-v .nn/u)’ 
(6.11) 


此 式 右边 出 现 无 穷 积 分 .不 过 在 要 讨论 的 实际 问题 中 , 因 带 电 粒 子 作 加 速 运动 而 导 

致 的 辐射 过 程 往往 是 在 一 段 有 限时 间 内 完成 的 . 在 这 段 有 限时 间 以 外 ,加 速度 

a =0,(6.10) 和 (6.11) 右 边 的 被 积 函 数 为 零 , 其 中 的 积分 实际 都 是 有 穷 积分 . 这 种 
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情形 也 可 用 在 被 积 函数 中 插入 因子 e ?3 : 来 表达 , 即 考虑 积分 
I = | 。 iw[z’ ~—ner’ /ul-dlt| 正光 (下 一 号 /u)X eld ， (6.12) 


(1—-v .nn/u)’ 
其 中 的 6 为 一 无 穷 小 正 数 .(6.10) 和 (6.11) 中 的 积分 乃 是 此 式 定 义 的 I 在 ->0 时 
的 极限 . 以 下 的 无 穷 积分 均 定义 为 这 种 极限 . 
在 Cx、 从 而 x 均 为 常数 的 条 件 下 
ee) | = nx|(n—-v Lu X 2 /ul 


di L 1-v .n/u (1-v .nn/u) 
代入 上 式 , 作 分 部 积分 ,最 后 令 6 一 0, 得 


| ciolt ar/ RXI(n-v [UL) X 人 
一 oo (1—-v .nn/u) 


Oo 
=o| eioltz -nr /up x(nxw’)d. 
一 Oo 


代入 (6.11) 得 


2 2 2 1 ro 、r ， 。 2 
= ] 23 | nx (n xX v  )eiol’ qe 
u 一 oo 
2 2 co . 2 
py ; n xX (nm Xv )etw ng , (6.13) 
tu 17™ 


在 第 二 个 等 号 右边 将 1 和 xr 改写 成 了 t 和 rr, 这 不 过 是 名 称 的 改变 ,它们 仍 分 别 代 
表 运 动 带电 粒子 的 时 刻 和 它 在 该 时 刻 的 径 矢 量 . 此 外 ,在 这 个 等 号 处 还 用 到 (1.86) 


和 (1.87) ,其 右 大 一 n. 


如 果 有 多 个 运动 带电 粒子 ,它们 辐射 的 电磁 波 在 观察 者 处 会 登 加 起 来 .在 计算 
辐射 能 量 的 角 分 布 和 谱 分 解 时 ,首先 要 将 (6.1) 中 的 矢量 X(z) 对 各 粒子 求 和 .在 
以 后 的 推导 中 它 导致 

2W 
= 1 | 2 x (n X q;v;)e( 2 
其 中 gq;、r; 和 w; 分 别 为 第 ; 粒子 的 电荷 .zt 时 刻 的 径 矢 量 和 速度 .在 参与 辐射 的 带 
电 粒 子 极 多 ,以 致 可 认为 们 组 成 连续 流体 的 极限 下 ， 此 式 可 表 为 
2Ww 
= : or. —||asfam x [m x j(r, 1) Jelw tk7) 


j(r,1) 为 t 时 刻 r 处 的 电流 密度 矢量 . 
36.2 物 致 辐 壬 


带电 粒子 被 碰撞 ,又 然 改 变速 度 而 发 出 电磁 波 , 称 为 思 致 辐射 . 设 速度 的 改变 

可 认为 是 瞬间 完成 的 . 称 此 瞬间 时 刻 为 上 = 0, 碰撞 的 位 置 在 ~=0. 上 <0 时 粒子 速 

度 为 ol ,上 >0 时 粒子 速度 变 为 wz. 由 于 碰撞 前 和 碰撞 后 粒子 均 作 等 速 直线 运动 , 轴 
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， (6.14) 


(6.15) 


道 方程 为 


(2) = 如 上 < 0， (6.16) 
WT vw) 如 > 0. 
代入 (6.13) 得 轧 致 辐射 的 角 分 布 和 谱 分 解 
dW q*w? 


一 2 


KI =nx(nx | sxe-teord; 二 一 i 
oo nx (nx vw) (6.18) 
XX, =nx(nx v2)| eite -和 oo)tdt = 1 
积分 中 用 到 前 令 无 穷 积 分 取 极 限 的 规定 , 即 在 被 积 函 数 上 乘 以 因子 e 51 ,积分 后 
令 6 一 0. 由 于 nx(nXxw ) 与 n 垂直 ,XX 和 XX; 均 与 n 垂直 . 思 致 辐射 的 偏振 方向 
为 和 1 + 六 方向 ,偏振 矢量 为 该 方向 的 单位 矢量 e. 显然 有 e_Ln ,因而 
e-:[nx(nxv)]=-e.wv. 
由 此 可 知 
dw gq” w” 
dQdwo 16m ew 


|e. (Xi + XX¥,)|? 
g2w? 2 
16m eu’ 
__ (二 
16eu3| 1 一 了 "DIML 工 一 天。 wv/u 


虽然 (6.13) 并 没有 直接 显示 出 辐射 与 带电 粒子 加 速度 的 关系 ,此 式 明确 表示 出 , 兰 
粒子 作 等 速 直 线 运动 辐射 能 量 为 零 . 


$6.3 同步 辐射 


圆周 运动 带电 粒子 的 辐射 曾经 是 提高 同步 回旋 加 速 器 中 粒子 能 量 的 障碍 . 然 
而 深入 的 研究 表明 ,如果 将 目标 从 获得 高 能 粒子 改 为 获得 强 电磁 辐射 ,这 种 辐射 可 
以 成 为 一 种 颇具 特色 的 强 光 源 . 外 界 对 作 圆 周 运动 的 粒子 提供 的 能 量 不 是 令 它 加 
速 ,而 是 补充 它 因 辐射 损失 的 能 量 ,使 它 维持 在 一 条 固定 的 圆周 轨道 上 .带电 粒子 
在 这 种 不 变 圆周 轨道 上 的 辐射 称 为 同步 辐射 . 

自然 界 的 磁场 会 令 电子 作 圆 周 运动 ,发 出 同步 辐射 .对 天 体 周 围 发 出 的 同步 辐 
射 的 研究 ,是 获取 天 体 周围 磁场 和 电子 运动 信息 的 重要 手段 . 

20 世纪 初 , 休 特 2 就 对 同步 辐射 作 了 详细 的 理论 研究 . 1948 年 观察 到 电子 同 


| v1 mv2 
ww— Kk: vil ww 一 天。 TD2 


(6.19) 


@ G.A.Schott,Electromagnetic Radiation,Cambridge, 1912. 
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步 加 速 右 的 同步 辐射 后 ,理论 研究 有 了 进一步 的 发 展 .同步 辐射 理论 已 是 电动 力学 
的 成 熟 内 容 . 


观察 者 方向 


6-1 同步 辐射 示意 图 


如 图 6-1, 取 圆周 轨道 平面 为 zy 平面 ,圆心 为 原点 ,过 原点 垂直 于 zy 平面 取 
zx 轴 , 组 成 右手 坐标 系 .适当 选择 时 间 原 点 ,可 将 作 圆 周 运动 的 带电 粒子 在 t 时 刻 
的 径 矢 量 表 成 
r(t) = r(coswit xo + sinwit yo)， (6.20) 
r 为 圆周 半径 ,wi 为 圆周 运动 角 频 率 , xo 与 yo 分 别 为 工 方 癌 和 y 方 问 的 单位 天 
量 . 由 此 可 得 粒子 的 速度 
v(t) = F(t) = rwi(— sinwitxo + coswityo). (6.21) 
将 观察 者 所 在 方向 在 zxy 平面 上 的 投影 取 作 > 轴 , 并 将 此 方向 与 z 轴 的 夹 角 称 为 
0 , 则 
n = singyo + cos0z0， (6.22) 
zo 为 z 方向 的 单位 矢量 .于 是 有 
n Xvw= rwi(— cosOcoswlt xo — cosOsinw1t yo + sinOsinwit zo0), 
nx(nxwv)= rwi(sinwit X0 一 cos’ Ocoswit yo 十 sinOcosOcoswit Z0) ， 
(6.23) 
ci(ot- 有 Er) 一 cio(t- 加 :r) 一 oio(t-Tsinbsinot) (6.24) 
由 于 同步 辐射 都 在 真空 中 发 生 , 已 将 v 具体 写成 了 真空 中 的 光速 c. 将 (6.23) 和 


(6.24) 代 入 (6.13), 将 其 中 的 《< 和 v 用 它们 的 真空 值 eo。 和 < 代替 ,电荷 g 用 基本 

粒子 的 电荷 十 e 代替 ,得 真空 中 基本 带电 粒子 (如 电子 、 质 子 、…… ) 同 步 辐射 能 量 

的 角 分 布 与 谱 分 解 
FW er ww? 


df2dw 16r eoc’ 


| ex[F()xo — G(1)(cos Oyo — singcosbz0)]di 和 


(6.25) 
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其 中 


F(r) = __ ei csinbsino lt Sinow1 


和 


G(t) = _ eivc csinbsinw t Cos £ 


都 是 时 间 ; 的 周期 函数 ,周期 为 “. 故 可 展 成 傅 里 叶 级 数 


F(t) = pa fe ， WwW, = Nw1, 


f= 2 ,P(t)e™dt = — 二 | ei (mp-singsing ) sin gd 
= 订 ， [sng) 


G(t)= > Be Ion ， 


gn = | CC t )eirwltdz = F | el np— sinbsing ) cospdo 


= ing ( 衬 sing | 


其 中 J 人 6) 为 上 的 2 阶 贝 塞 尔 函数 ,J,(§) 三 一 和 一 


dj， 人 


(6.26) 


(6.27) 


(6.28) 


(6.29) 


(6.30) 


(6.31) 


.在 (6.29) 和 (6.31) 的 第 二 等 


号 处 , 除 分 别 代 入 了 下 和 G 的 表达 起 (6.26) 和 7G 27) 外 ,还 作 了 积分 变量 变换 


p= wit. 此 二 式 的 第 三 等 号 处 ,分 别 用 到 关系 ， 
二 | eitr9 -ésing) singdop 一 这 (E)， 


二 | 。 i(ng— fsing) Cospdg = 一 EJ (&E). 


2T 


它们 可 从 贝 塞 尔 函 数 的 基本 性 质 ? 
去 | ee en dy = J,(&), 


Dnt(§) + 11($)] = J,(é), 
得 到 .实际 上 ,在 (6.34) 两 边 取 对 & 的 微 商 即 得 (6.32). 而 由 (6.34)， 
|e np— ésing) cosodo 


1 


i (nt+1) 9— ésing] + eil(n— 1) 9— ssiny]d 
4 | dp 了 


@ 见 (A3.29),(A3.25). 


(6.32) 


(6.33) 


(6.34) 


(6.35) 
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= 方 [Ji(6) + Ja1(é)]. 


再 由 (6.35) 即 得 (6.33). 
将 (6.28) 和 (6. 30) 代 入 (6. 25), 利 用 (6.5) 作 出 对 z 的 积分 ,得 
dW er*w” wf 


dQdw 一 ] Da — w,)[ foxo — gn (cos Oyo — singcosgzo)] | 


4reoc” 


此 式 表 明 ,同步 辐射 具 离 散 谱 , 角 频 率 只 能 取 带 电 粒 子 圆周 运动 角 频 率 的 整数 倍 ， 
w= wn 二 nw1. 求 和 只 包含 2 >0 的 项 是 因为 按 (6.6)w 宇 0; 而 w=0 的 项 ,由 于 右 
边 的 因子 w” ,贡献 为 零 . m 次 谐 波 的 角 分 布 为 


dW w +0 dW ， 2 ， 
dQ 7 ,oddo 二 ———— (|f|*+ 0|g, | )6(w wn) | ,= . 


由 (6.5) 知 


rr? er ol 


1 a T 
6(w wn) | ,= = lim i .pdt = lim 3~ ， 


To 2 


T 为 同步 辐射 经 历 的 时 间 . 称 8, = W/T 为 n 次 谐 波 辐射 的 平均 功率 ,从 上 两 式 
及 (6.29) 和 (6.31) 得 ”次 谐 波 辐射 功率 的 角 分 布 
ds ne cw? 2/{ nv. AL 。 
- i[o co20 卫 (* 2sing + 本 J] (2# ?sing | ]， (6.36) 
其 中 v= rwi 为 带电 粒子 圆周 运动 的 线 速度 . 由 洛 伦 兹 力 公 式 (1.19) 可 得 圆周 运 
动 角 频 率 与 圆周 上 均匀 上 且 垂直 于 轨道 平面 的 磁感应 强度 8 的 关系 
% 2 


_£€ JO_ 
CU 一 ] 一 2 》 
mm C 


m 为 粒子 质量 .代入 上 式 得 
d .9 ne VO LX NU. 
jn = sl! 一 [oeon (# 2sing)+ 屯 J (2 2sing | (6.37) 
此 式 称 为 休 特 公式 . 由 普通 物理 知 , 角 频 率 为 w 的 电磁 辐射 能 量 为 to, 的 整数 


倍 ,这 个 整数 N, 为 次 谐 波 辐射 的 光子 数 , kw 为 次 谐 波 辐 射 的 光子 能 量 ,天 = 
让 ,6.626X10-3]*s 为 普 朗 克 0 常 数 .利用 这 种 关系 ,可 将 (6.36) 改 为 同步 辐 
射 次 谐 波 平均 光子 数 末 ,= 了 /hw 角 分 布 的 表达 式 


[eo Bo)s Baa), 08) 


其 中 
ee” 1 
4neo fc 137.0 


(6.39) 


Qa 一 


D Planck. 
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为 无 量 纲 的 精细 结构 常数 ,表征 电磁 作用 的 强 弱 . (6.38) 与 单位 制 无 关 ， 

(6.36) 一 (6.38) 中 的 每 一 式 都 表示 出 同步 辐射 角 分 布 和 谱 分 解 的 详情 . 对 于 
初次 接触 这 种 辐射 的 人 ,最 重要 的 是 它 的 定性 特征 . 这 些 特征 可 以 从 公式 导出 ,有 
些 则 可 更 方便 地 从 定性 讨论 推定 . 同步 辐射 中 带电 粒子 速度 一 般 都 非常 接近 光速 ， 
以 致 相对 论 因子 y=1x/1- 在 >l. 这 种 粒子 称 为 极端 相对 论 的 . 极端 相对 论 带 电 
粒子 的 辐射 有 明显 的 特征 .注意 微分 辐射 强度 一 般 表 示 式 (4.278) 右 边 第 二 因子 . 
用 0 表示 辐 射 方向 与 辐射 时 粒子 运动 方向 的 夹 角 ,在 真空 中 这 一 因子 为 

1 /27 27? 5 

( 一 7 ~ (0 一 cos0) + ge 和 pag + 一 。 


(6.40) 


= 1- 方 之 1 -28 (6.41) 
它 对 极端 相对 论 粒子 很 好 地 成 立 . 在 9 =0 的 方向 上 ,因子 (6.40) 达 到 y" 量 级 .对 
极端 相对 论 粒 子 , 这 是 一 个 非常 大 的 数 . 随 着 9 增加 ,(6.40) 右 边 分 母 由 于 其 中 的 
第 一 项 而 迅速 增加 ,整个 因子 迅速 减 小 .到 0 全 > 处 ,此 因子 降 到 1 的 量 级 .可 见 ， 


极 疹 相对 论 带 电 粒 子 的 辐射 集中 于 它 运 动 方向 的 前 方 . 有 显著 辐射 的 方向 ,其 0 
角 应 符合 条 件 


推导 中 用 了 近似 关系 


47“sin 5 之 1. 


这 便 要 求 9~0, 从 而 sin .这 个 条 件 北 可 表 为 


y0 过 1， 0 之 方 ， (6.42) 


可 见 ,极端 相对 论 带电 粒子 的 同步 辐射 集中 在 它 圆周 运动 的 轨道 平面 内 . 这 意 
味 着 (6.36) 一 (6.38) 右 边 只 在 97 处 显著 不 为 零 .而 且 ,辐射 还 集中 在 运动 圆周 
的 切线 方向 上 .在 一 条 给 定 的 切线 方向 上 ,只 能 看 到 粒子 运动 到 相应 切 点 附近 时 发 
出 的 辐射 ,因此 看 到 的 同步 辐射 是 一 个 个 的 脉冲 . 如 图 6-2, 在 切 点 附近 圆心 角 为 
疙 的 小 圆 弧 上 运动 的 粒子 发 出 的 辆 射 可 到 达 切 线 方向 的 远 处 .粒子 每 次 在 这 段 小 


圆 弧 上 运动 的 时 间 为 

2 

wIY” 

wl 为 它 作 圆周 运动 的 角速度 . 按 (4.244) ,在 切线 方向 其 远 处 看 到 的 同步 辐射 脉冲 
延续 的 时 间 为 


At” = 


”239 ， 


| 


图 6-2 极端 相对 论 粒 子 同 步 辐射 
方向 示意 图 


2 
Ar = (1- 卫 Ar 到 (1 - 瑟 )Az - 二 (6.43) 


2 wiy3 ， 
推导 中 用 了 极端 相对 论 条 件 wzc. 脉冲 是 周期 地 到 达 的 . 相 邻 两 次 同样 脉冲 到 达 
的 时 间 间 隔 为 带电 粒子 圆周 运动 的 周期 = 人 


1 
用 y(z) 表 示 到 达观 测 者 处 的 同步 辐射 脉冲 中 某 电磁 场 量 (例如 电场 强度 ) 随 
时 间 的 变化 . 它 的 傅 里 叶 分 解 


g(t) = 二 | $(w)eid (6.44) 


即 是 它 的 谱 分 解 .$(w) 表 示 这 一 波 脉 冲 的 频率 谱 . 用 Azt 表示 y 显著 不 为 零 的 时 间 
区 间 , 称 为 脉冲 的 时 间 宽 度 . 用 Aw 表示 $(w) 显 著 不 为 零 的 角 频 率 区 间 , 称 为 脉冲 
的 频率 宽度 . 傅 里 叶 分 解 (6.44) 有 性 质 (证 明 见 附录 四 ) 

AtAw 之 六 (6.45) 


此 式 是 在 对 At 和 Aw 作 明 确定 义 后 得 到 的 . 如果 只 是 定性 地 用 Az 表 时 间 宽 度 ， 
Aw 表 频 率 宽 度 ,而 不 对 它们 作 定 量 的 定义 ,(6.45) 常 被 代 之 以 定性 式 


AtAw 一 1. (6.46) 
将 (6.43) 表 示 的 At 代入 此 式 , 便 得 同步 辐射 一 个 脉冲 的 频率 宽度 估计 值 
Aw ywi. (6.47) 


脉冲 中 最 丰富 的 单 色 电磁 波 的 角 频 率 应 靠近 此 频率 区 间 的 中 心 ,因而 可 用 7y3wI 

估计 .对 极端 相对 论 带 电 粒 子 的 同步 辐射 ,由 于 y 污 1, 频 率 分 布 的 中 心 远 远 高 于 粒 

子 圆 周 运 动 的 频率 , 即 远 远 高 于 基 频 . 轨道 圆周 长 / = 2xr. 圆周 运动 角速度 

wi 二 cL/r 二 2xcAL. 同 步 辐射 脉冲 中 强度 最 大 的 单 色 波 角 频 率 w 过 yw = 

2x7 cAl, 频 率 vy 之 7 cL, 波长 4 = 二 = 1/7”. 现 有 同步 辐射 装置 /10“m, 如果 运 
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动 带电 粒子 为 5 x 10*MeV 的 电子 , > = 103 ,同步 辐射 主要 成 分 的 波长 410-7m 
=103A, 在 紫外 波段 . 若 电子 能 量 增加 到 SGeV,y= 104, 则 波长 缩 至 10-10m=1A， 
在 X 射 线 波 段 .(6.44) 表 明 , 同 步 辐射 的 每 一 脉冲 都 具 连 续 频 谱 . (6.47) 则 表明 ， 
它 具 极 丰富 的 频谱 ,一 直 延 伸 到 X 射线 波段 . 

将 周期 地 到 来 的 脉冲 场 量 y(z ) 秋 加 起 来 , 便 得 该 场 量 随时 间 变 化 的 久 期 表达 
式 


V(t) = PR + mr) = 元 | Bo)e do, (6.48) 
其 中 
Bo) = 六 cimrg(o) = gw) De (6.49) 
利用 恒等式 
3 8(€—n) = Se -nzf (6.50) 


它 可 由 将 左边 & 的 周期 本 下 万 伟 里 叶 级 才 语 接 得 到 将 此 式 代入 (6.49) 右 边 ， 
再 将 所 得 的 B(w) 代 入 (6.48) ,利用 8 函数 的 性 质 作 出 积分 , 便 得 


V(t) = ~ 2 $ (nw )e mt. (6.51) 


员 量 随时 间 的 久 姑 变化 具有 离散 归 角 频率 恒 为 带电 粒子 圆周 运动 角 频率 ml 
( 基 频 ) 的 整数 倍 .这 与 前 面 的 讨论 一 致 .不 过 久 期 离散 谱 与 脉冲 连续 谱 的 形状 是 一 
样 的 ,都 由 函数 $(w) 表 示 . 

再 看 (6.36) 表 示 的 谱 分 解 . 即 考察 它 的 右边 随 ”的 变化 .已 知 对 极端 相对 论 
带电 粒子 的 同步 辐射 ,n>1 的 谐 波 是 主要 的 .对 这 种 谐 波 ,(6.36) 右 边 方 括号 内 的 
两 项 ,由 于 贝 塞 尔 函数 的 基本 性 质 


J4(6) = 方 [Ji(6) 一 Jata(6)]， (6.52) 
贡献 的 形式 相同 . 即 它们 的 贡献 随 ”的 变化 取决 于 | > le ee 随 ”的 变 
化 .同步 辐射 主要 集中 在 带电 粒子 轨道 平面 附近 , 季 -六福 0< 于 + 了 范围 内 . 极 


端 相对 论 粒子 7 六 1,6 一 于 ,其 同步 辐射 强度 随 n 的 要 人 了 0 二 )] 在 
mn 一 oo 条件 下 的 渐 近 式 .已 知 贝 塞 尔 西数 有 源 近 关系 (证 明 见 附录 三 ) 


J, (nsechn) ~ -ee oo (6.53) 
"anh 


其 中 7 为 正 实数 .注意 ,对 正 实数 7,sechy 王 二 和 也 1 二 5 
的 正 数 .这 保证 了 (6.53) 右 边 为 正 实数 . 令 sechy= 一 ， 


一 都 是 小 于 1 
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y*=1- sech“ 7 一 th“77. 
对 极端 相对 论 情 形 ,sechw 二 1, 7 和 ~0,thy 二 7， 7 由 泰勒 展开 


3 
hy = 7 一 本 +…， 


还 可 得 由 7 一 7= -号 .同步 辐射 强度 随 谐 波 阶 ”分布 的 极 大 位 置 可 由 zJs{ ， 
的 极 大 位 置 定 得 , 即 可 由 
5(7) = VNne-" 3 

的 极 大 位 置 定 得 . 令 <《 =0, 得 

1_ 1 

2n 373 
解 得 n= 廊 7. 与 前 面 定性 讨论 的 结果 一 至 

同步 辐射 由 于 覆盖 了 从 红外 、 可 见 光 \ 紫 外 、 直 至 X 射线 的 极 宽 的 频谱 ,由 于 


它 的 高 强度 和 偏振 ,特别 由 于 对 它 的 彻底 的 理论 认识 , 现 已 成 为 一 种 广泛 应 用 的 新 
光源 . 


0， 


6.4 摆动 带电 粒子 的 辐射 


20 世纪 后 期 对 摆动 带电 粒子 辐射 的 研究 , 直接 导致 发 明 目 由 电子 激光 
(FEL). 这 是 一 种 在 广大 区 间 内 频率 连续 可 调 的 单 色 偏 振 光 ,颇具 特色 , 常 被 作为 
新 光源 ,与 同步 辐射 并 用 .使 运动 带电 粒子 作 横 向 摆动 的 装置 称 为 摇摆 器 (wiggler， 
undulator) ,通常 由 磁极 交替 反 向 的 相同 磁铁 沿 与 磁场 垂直 的 方向 周期 排列 而 成 
(图 6-3(a)). 沿 磁铁 排列 方向 在 两 磁极 间 人 射 的 带电 粒子 ,在 交替 反 向 的 磁场 作 
用 下 ,交替 地 向 纵向 两 侧 偏转 ,形成 横向 摆动 (图 6-3(b)). 党 播 摆 需 纵向 中 心 线 取 
zx 轴 ,在 z 轴 上 适当 位 置 取 原 点 O, 由 O 沿 摆动 方向 取 z 轴 , 再 按 右手 规则 取 y 
轴 ,组 成 笛 卡 儿 坐 标 系 Ozyz . 磁力 对 带电 粒子 的 作用 恒 垂 直 于 粒子 运动 方向 ,不 
改变 粒子 速度 的 大 小 . 若 粒子 纵向 速度 wec 很 大 ,而 横向 速度 wz 很 小 ,相对 于 
vz 可 当 作 小 量 , 下 面 的 讨论 表明 ,在 磁力 作用 下 wv, 的 变化 为 高 级 小 量 . 即 在 一 级 


中 LE LDO SONG /ON\® 


0 DD LO DO 


去 意图 (b) 顶 视 及 粒子 轨 
(a) 侧 视 示意 图 道 示 雹 图 


图 6-3 播 摆 器 及 其 中 带电 粒子 摆动 示意 图 
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近似 下 v, 可 视 为 常数 ,粒子 的 纵向 坐标 

Z = Vv,t + zo. (6.54) 
与 时 间 上 有 线性 关系 .用 1。 表示 摇摆 器 磁场 沿 z 变化 的 周期 .粒子 横向 速度 w 也 
应 以 同样 周期 沿 z 变化 .适当 选取 坐标 原点 ,并 设计 好 磁场 ,可 将 它 表 为 


vr = vocos(k,z) = wocos(w + 80)， (6.55) 
其 中 常数 vo 为 横向 速度 的 振幅 ， 
k, = 息 ， ws = kuvs, 60 = kuzo. (6.56) 
将 (6.55) 对 时 间 积 分 ,得 粒子 的 横向 坐标 
T= zosin(w,t + 60) = zosin(k,z), (6.57) 
其 中 
TX0 一 VQ/ ww 一 v0 /Rv (6.58) 
为 粒子 的 横向 振幅 .由 于 粒子 速度 值 v= zz + 忆 为 常数 ， 
vs =MV vv=v 1 — oo? (haz) = v, + v,, (6.59) 
其 中 
of / of 
zz 三 了 一 和 mw。 一 一 4 cos(24uz)， (6.60) 


(6.59) 的 末 一 等 号 处 用 到 vo 安 v, 并 对 根 号 作 了 二 项 式 展开 .到 vo/wv 的 一 级 小 ， 
(6.59) 和 (6.60) 确 实 表示 mw 为 常数 ,(6.54) 一 (6.57) 在 一 级 近似 下 成 立 . 上 节 的 


分 析 已 表明 ,极端 相对 论 带 电 粒子 的 辐射 ,集中 在 与 其 运动 方向 夹 角 不 超过 -的 广 


向 范围 内 .如 果 粒 子 本 身 的 运动 方向 与 播 摆 器 纵向 的 夹 角 也 限定 为 盖 的 量 级 , 即 限 
定 


了 人 pe 入 y 9 (6. 61 ) 
则 辐射 方向 与 = 轴 的 夹 角 也 就 是 盖 量 级 .在 此 条 件 下 , 按 (6.60) 第 二 式 ， 
vs 一 zz ~: Lt. (6.62) 
也 C y 
取 以 z 轴 为 极 轴 的 球面 坐标 0, op 表示 观察 者 的 方向 ,(6.13) 中 的 单位 矢量 
n = Yo0singcosp + yosingsinp + zocosO， (6.63) 


其 中 xo、yo 和 zo 分别 为 z、y 和 z 方向 的 单位 矢量 .在 极端 相对 论 带 电 粒 子 有 显 
著 辐射 的 方向 上 


sing 一 0 到 六 妇 1 ， (6.64) 
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n°*v= VzSsinOcosp + vcos0 > c. 


(6.65) 


这 是 因为 w_sin0”c 六 , UC (1 一 5 )=e ,(6.65 ) 在 一 级 近似 下 成 立 . 于 是 


nxX(nxv)=(n.:v)n-vcn—-v 


= (csingcosp — v,)xo + csingsinpyo + (ccosg — v,)zo.(6.66) 


到 二 的 最 低 次 短 , 即 一 次 短 , 此 式 可 表 为 
nxX(nxXwv)= cn — vocos(k,z)xo, 
其 中 cni 为 与 粒子 时 空 坐标 无 关 的 常 矢量 ,适当 选取 时 间 零 点 可 令 
之 二 Ut. 
由 (6.59) 和 (6.60) 知 
之 一 之 十 Zz ， 


到 -的 最 低 非 零 次 等 , 即 二 次 等 ， 


Ce 4 
kwr . 


同样 到 二 的 二 次 短 , 由 (6.60) 第 一 式 得 


2 
一 c(1- 汪 六 )， 


在 第 二 等 号 处 还 用 到 (6.41)、(6.58) 和 (6.71); 由 (6.68) 和 (6.72) 得 


_ 2 2 2 
wp = 2 kz +s t+, 
27 27 
由 (6.57)、(6.69) 一 (6.71) 得 


k .r= k(xsinbcosp + zcos0) 


2 2 一 
= = | sin(kwz) Ocosp + z(1- $)- sin(2hz) | 


于 是 
wz 天. r = 站 [ku - nsin(kuz) + ésin(2k,z)], 


其 中 
2 2 
4 = 1 十 ss?+ yk 
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(6.67) 


(6.68) 


(6.69) 


(6.70) 


(6.71) 


(6.72) 


(6.73) 


(6.74) 


(6.75) 


(6.76) 


1 ss 

2 1+5S2 十 7y202? 
SYOcoSs 

?2 Tt (6.78) 


由 (6.34) ,对 实数 & 和 ow%, 有 展开 式 


€ = (6.77) 


iting = > J (6)erim。 (6.79) 
两 边 取 复 共 罗 ,利用 整数 阶 贝 塞 尔 函 数 了 (8 ) 为 实数 的 性 质 ,得 
ctang = > J,(E)ei， (6.80) 
由 (6.75)、(6.79) 和 (6.80)， | 
ee Dale 


此 式 右 边 和 号 下 只 有 最 后 一 个 因子 与 时 间 上 有 关 . 这 是 一 个 具 虚 指数 的 指数 因子 ， 
它 的 指数 通过 z 随时 间 线 性 变化 . 按 $ 6.1 对 无 穷 积 分 的 定义 , 即 在 被 积 函数 上 乘 
因子 e- 5 ,积分 后 再 令 正 数 6 一 0, 这 一 指数 因子 在 ( - co,co) 区 间 上 的 积分 为 
零 . (6.67) 右 边 第 一 项 对 (6.13) 右 边 的 积分 贡献 为 零 . 对 摆动 带电 粒子 的 辐射 ， 
(6.13) 右 边 要 做 的 只 是 函数 

vocos( kz )eit st"7) 


-De ,2 nj[e i +27 一 7 2+1) z | (Et2n1 nl hz] 


对 时 间 的 积分 .由 于 粒子 只 在 摇摆 器 内 横向 速度 不 是 零 :vo 关 0, 积 分 只 对 粒子 在 
摇摆 器 内 的 时 间 进行 .利用 (6.68) 将 积分 变量 换 成 z ,得 


| nxX(nxX vw etrndr 


-区 局 e)], 人 [| (在 +2ma -nt1 ) kzdz 


+ | ek” "2 urdz | (6.82) 
L 为 摇 捍 器 的 长 度 . ep Le 
| -el (EK ) . tz dz 1 = K )tar 
0 
— LeNr(E-K) a _ x)] (6.83) 
Nur —K) 


其 中 No = 顽 = 人 于 为 粒子 在 扬 扣 器 内 摆动 的 次 数 .注意 西数 (32=】 的 图 像 
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图 6-4 共振 因子 图 像 


(图 6-4) ,在 zx=0 处 取 主 极 大 值 1， 在 过 =r 处 达到 第 一 极 小 值 0. 第 二 极 大 值 
0.047<1 ,以 后 的 取 值 更 小 . 即 这 个 函数 只 在 xz =0 附近 Sz 委 r 的 区 间 内 有 显著 
不 为 零 的 值 .由 此 可 知 ,将 (6.83) 代 和 (6.82) ,再 将 结果 代入 (6.13) 得 到 的 摆动 带 
电 粒 子 辐射 谱 有 清晰 的 共振 结构 .共振 中 心 在 
k = Kk, (6.84) 

处 ,K 为 正 整数 . 相 邻 共振 峰 间 距 Ak = &, ,共振 峰 宽度 5k = &,/N,. 对 摆动 次 数 
N,, 尖 1 的 情形 ,共振 峰 是 清楚 地 分 开 的 . 即 是 说 ,摆动 带电 粒子 的 辐射 具有 清晰 的 
等 距离 的 线 状 谱 ,每 条 谱 线 都 是 频率 很 好 确定 的 单 色光 . (6.76) 和 (6.84) 还 表明 ， 
所 发 单 色光 的 频率 可 以 通过 调节 入 射 带电 粒子 的 能 量 来 调制 .这些 都 是 不 同 于 同 
步 辐射 的 良好 品质 . 

与 整数 K 对 应 的 共振 辐射 称 为 K 阶 谐 波 .以 上 分 析 表 明 ,摆动 带电 粒子 辐射 
的 各 阶 谐 波 是 很 好 地 分 开 的 谱 线 ,可 分 别 单独 研究 .由 (6.13)、(6.82) 和 (6.83) 得 
K 阶 谐 波 的 角 分 布 和 谱 线 结构 


dWk es YK NS sin[ Nn(k — Kk,)/k,] FF (6.85) 
dQdw 2xeoc(l+ s+70)! Nor(k — Kk)/k, 站 
其 中 
bad 2 
[2 CD KD) Jan, (Ke) ~ Te (Ke)]| , K =1,3,5,., 
Kk=—00 2 2 
Fr 一 


[DC Dr Kn) [Tg Ke) Ig.( KE)]|, K = 2,4,6,.. 


(6.86) 
推导 中 用 到 贝 塞 尔 函 数 的 性 质 : 对 整数 ， 
本 (6) = (— 1)"],(é); (6.87) 


还 咯 去 了 六 和 寺 - 的 高 次 宕 ,因而 只 适用 于 7 六 1 和 Nu 六 1 的 情形 .好 在 这 正 是 应 
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用 摆动 带电 粒子 辐射 时 的 实际 情形 . 当前 采用 的 摆动 带电 粒子 实际 就 是 电子 ,gq = 


- e; 摆 动 可 视 为 在 真空 中 进行 ,因而 = eo. 在 从 (6.13) 到 (6.85) 的 推导 中 已 将 这 
些 值 代 入 . 


3 6.5 摆动 市 电 粒 子 与 电磁 波 的 相互 作用 ， 
目 由 电子 激光 


上 节 讨 论 了 摆动 带电 粒子 的 电磁 辐射 , 即 是 讨论 了 带电 粒子 对 电磁 场 的 作用 . 
然而 作用 是 相互 的 .在 粒子 对 电磁 场 作用 的 同时 ,电磁 场 也 对 粒子 作用 .这 首先 表 
现在 粒子 辐射 电磁 波 的 过 程 中 自身 受到 的 反 冲 .实际 上 ,摇摆 器 中 不 会 只 有 一 个 粒 
子 ,带电 粒子 是 成 束 注 入 播 摆 器 的 . 而且 它们 是 极端 相对 论 的 , 沿 播 摆 器 纵向 的 速 
度 非 常 接近 光速 ,因此 与 所 发 出 的 电磁 波 几 乎 同步 沿 播 摆 器 纵向 移动 .在 这 移动 的 
过 程 中 ,带电 粒子 与 电磁 波 持续 地 相互 作用 .此 外 ,在 向 摇摆 器 注入 带电 粒子 的 同 
时 ,还 可 党 同方 向 注入 一 束 电磁 波 .注入 的 电磁 波 与 带电 粒子 辐射 的 电磁 波 琶 加 起 
来 ,与 摆动 带电 粒子 相互 作用 .这 种 作用 的 结果 ,可 以 是 部 分 电磁 波 被 带电 粒子 吸 
收 ,也 可 以 是 使 带电 粒子 辐射 更 多 的 电磁 波 .带电 粒子 因 与 电磁 波 作用 而 额外 发 出 
的 辐射 称 为 诱 致 辐射 . 诱 致 辐射 增强 原 有 的 电磁 波 , 将 它 相 干 地 放大 .能 将 电磁 波 
相干 放大 的 装置 称 为 激光 器 ,相干 地 放大 了 的 电磁 波 称 为 激光 . 可见, 带电 粒子 的 
摇摆 器 可 做 成 激光 器 .现在 普遍 采用 电子 作为 这 种 激光 器 中 的 带电 粒子 ,它们 是 未 
被 原子 束缚 的 自由 电子 .这 种 激光 器 因而 称 为 自由 电子 激光 器 ,产生 的 激光 便 称 为 
自由 电子 激光 , 按 英文 字 头 简称 FEL. 由 上 节 知 , 播 摆 器 中 电子 辐射 的 波长 可 通过 
改变 人 射电 子 能 量 而 连续 地 调节 ,使 自由 电子 激光 的 波长 连续 可 调 .此 外 ,自由 电 
子 激 光 的 强度 可 做 得 较 大 . 这 些 都 是 它 优 于 传统 激光 的 地 方 .传统 激光 采用 光 对 原 
子 内 电子 的 诱 致 辐射 实现 光 放 大 .原子 内 电子 能 量 是 量子 化 的 ,不 能 随意 改变 .这 
使 得 传统 激光 的 波长 不 能 连续 调节 ,至 多 只 能 通过 改变 共振 腔 在 原子 光谱 线 上 自然 
宽度 内 微调 . 

由 能 量 守恒 可 直观 理解 摆动 电子 吸收 电磁 波 和 受 电磁 波 诱 致 辐射 的 机 理 , 并 
判断 它们 分 别 在 何 种 条 件 下 发 生 . 如 电子 沿 z 正 问 运动 时 电磁 波 中 电场 强度 天 量 
沿 z 负 方 向 ,由 于 电子 带 负电 ,电磁 波 对 电子 作 功 为 正 , 因 而 会 增加 电子 能 量 . 按 能 
量 守 恒 , 电 磁 波 能 量 必 减 少 , 即 它 被 电子 吸收 了 一 部 分 .如 电子 沿 z 正 问 运 动 时 电 
磁 波 中 电场 强度 矢量 也 沿 工 正 向 ,由 于 电子 带 负 电 , 电 磁 波 对 电子 作 功 为 负 , 因 而 
会 减少 电子 能 量 . 按 能 量 守 恒 , 电 磁 波 能 量 必 因 此 而 增加 , 即 电 子 因 与 电磁 波 作用 
而 额外 辐射 ,这 便 是 诱 致 辐射 .摆动 电子 轨道 具 波 形 , 例 如 由 (6.55) 和 (6.57) 描 写 . 
电子 运动 方向 与 电磁 波 中 电场 强度 方向 的 相对 关系 ,表现 为 电子 在 其 波形 轨道 中 
的 相位 与 电子 所 在 处 电磁 波 的 相位 的 相对 关系 . 

由 $4.4 知 ,带电 系统 辐射 的 电磁 波 中 ,电场 方向 在 垂直 于 传播 方向 的 平面 内 
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( 横 波 ) ,并 沿 电流 密度 矢量 在 此 平面 内 投影 的 方向 . 沿 z 方向 前 进 并 沿 z 方向 摆 
动 的 电子 , 朝 z 方向 辐射 的 电磁 波 中 电场 应 沿 z 方向 振动 . 设 沿 z 方向 人 射 的 电 
磁 波 中 电场 也 沿 工 方向 偏振 , 它 与 电子 沿 = 方向 辐射 的 电磁 波 倒 加 成 的 平面 波 可 
表示 为 

@ = xo@sin(kz — wt + #0). (6. 88) 
由 于 与 电子 束 的 作用 ,振幅 多 和 相 角 如 都 会 随 位 置 变 化 .不 过 在 一 般 条 件 下 , 电 
子 流 强 不 高 ,与 电磁 波 的 作用 不 强 ,@ 和 加 应 是 z 的 组 变 函 数 ,在 一 个 波长 范围 
内 的 变化 可 忽略 ,(6.88) 表 示 的 仍 是 一 近似 的 平面 波 . 设 电子 仍 按 (6.55) 和 (6.57) 
沿 二 方向 摆动 .电磁 波 (6.88) 对 电子 作 的 功率 为 


FE =— evobyoos( kz)sin(kz — wt + $0). (6.89) 
沿 z 方向 传播 的 电磁 波 自 然 有 60=0, 代 和 人 (6.7$) 一 (6.78) ,得 
kz — wt =— [kz + ésin(2k,2)], (6.90) 
_ 27” 
k, = Tsk, (6.91) 
=- 二， (6.92) 


7=0. zx 随时 间 : 按 (6.68) 线 性 变化 .这 便 假设 了 上 =0 时 z=0. 如 果 定 义 摇摆 器 
入 口 处 的 纵向 坐标 为 z =0, 这 就 为 每 一 个 人 射电 子 定 义 了 一 个 计时 的 起 点 : 称 它 
到 达 播 摆 器 人口 的 时 刻 为 上 =0. 然 而 ,实际 上 不 同 电 子 到 达 和 口 的 时 刻 是 不 同 的 ， 
在 人 口 处 遇 到 的 电磁 波 的 相位 加 也 因此 彼此 不 同 .在 采用 表达 式 (6.90) 时 必须 意 
识 到 ,(6.88) 中 的 相 角 go 对 不 同 电子 是 不 同 的 ,而 且 通 常 是 随机 的 . 

在 (6.80) 两 边 取 实 部 得 


cos( ésing) = Jo(6) 十 2 2 Jan(€)eos(2n9), (6.93) 
取 虚 部 得 
sin( ésing) = 2 2 J2n-1(é)sin[ (2n — 1)9]. (6.94) 


用 此 二 式 和 (6.90) ,经 三 角 函数 的 一 些 简单 运算 ,到 广 的 最 低 次 竺 ,得 
cos(k,z)sin(kz — wt + #0) 


-=> (Es) sin| (证 一 47 十 1 ) kz 一 go |+ sin| (站 一 47 十 3 ]kz 一 #o | 
一 sin| (站 + 47 一 3 ]kz 一 #0 |- sin| (站 十 47 一 1 ) kz 一 | 


- 孝 ( 直 jn[ 大)sz 一 各] 二 [站 sz 和] 
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-3 (ks) 


(站 一 47 十 1 ) kuz - go |+ sin| (站 + 4n— 1 ) kuz — $0 | 


sin| (证 一 47 一 1 一 #o | 


+ sin | 
+ sin| ( 趣 +4n+1)kz - go | | (6.95) 


将 此 式 代 入 (6.89) 右 边 ,对 时 间 : 积分 , 按 (6.68) 即 对 z 积分 ,可 得 电子 在 摇摆 器 
中 因 与 电磁 波 作 用 而 发 生 的 能 量变 化 . 作为 z 的 函数 ,(6.95) 右 边 为 正弦 函数 
sin( Qkwz -加 ) 的 线性 组 合 , 亦 即 指数 函数 e+i9z 的 线性 组 合 .由 (6.83) 知 ,这 种 
函数 沿 摇摆 器 纵向 的 积分 ,只 当 

1 


IQI< (6.96) 


时 显著 不 为 零 . 电 子 在 播 摆 器 中 摆动 的 次 数 N,, 通常 是 一 大 正 数 ,这 使 (6.95) 右 边 
至 少 有 一 半 项 数 不 满 足 此 条 件 .剔除 这 些 项 ,将 可 能 符合 此 条 件 的 项 代入 (6.89)， 
得 
dE eu06@ 六 ， k k . [/k 一 
= (Ee)- (Ee) sin[ (EE -2n + 1 -各 | 
(6.97) 


对 给 定 的 ,此 式 右 边 和 号 内 实际 上 至 多 只 有 一 项 能 符合 条 件 (6.96). 设 其 中 第 
项 满足 此 条 件 , 必 有 


k 一 Kk,, K = 2n -1 为 奇数 ， (6.98) 
这 正 是 上 节 得 到 的 摇摆 器 中 带电 粒子 辐射 的 共振 条 件 (6.84). 谐 波 阶 数 K 此 处 限 
定 为 奇数 是 限定 0=0 的 结果 .对 K 阶 谐 波 共振 作用 ,(6.97) 给 出 ,到 六 的 最 低 次 
宕 


下 -Su(- 1) 7 3 [jx Ké) ~ Jgu(Ké) |sin($), (6.99) 

其 中 
A=E- Eo, (6.100) 
$= kz— wtt+ Kkzt+ Do, (6.101) 


Eo 为 电子 在 摇摆 器 入 口 处 的 能 量 . (6.99) 右 边 与 sin(#$) 相 乘 的 因子 ,符号 是 固定 
的 .如 果 能 将 相 角 # 维持 在 一 恰当 值 附近 ,就 能 使 电子 能 量 持续 减少 ,从 而 使 电磁 


波 能 量 持续 增加 ,实现 光 放 大 ,形成 激光 . 令 蛙 =0, 得 


dt 
k(v,—c)+ Kk,v, = 0. (6.102) 
由 (6.72) 知 ,此 式 表 示 
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27“ 
1 Kk, = Kk,. 


这 正 是 共振 条 件 (6.98). 另 一 方面 ,由 (6.56) 第 一 式 和 = 冬 知 ,(6.102) 表 示 


A 
c=>=—A,= RA, 
也 


4 


即 电 子 经 一 播 摆 周 期 M。 时 电磁 波 等 相位 面 超出 电子 的 距离 恰 为 波长 的 整数 倍 . 
这 使 电磁 波 与 电子 摆动 间 的 相位 关系 保持 不 变 , 从 而 形成 共振 . 

实际 上 ,电子 摆动 与 电磁 波 的 相对 相 角 # 会 随时 间 z 变化 , 即 会 随 电子 纵向 平 
均 位 置 z 变化 .将 (6.101) 两 边 对 z 求 微 商 ,得 


k= 


dp _ _w 
dz Mw 
十 是 电子 能 量 E 的 函数 .利用 
将 这 个 函数 在 E = Eo 附近 作 泰 勒 展 开 , 取 到 A = 一 Eo 的 一 次 窟 , 代 人 上 式 得 
9 - -+ (6.103) 
a=k+ Kek,, TE)’ 
2 (6.104) 
~ yiEo 53(Eo)， 


yo 三 Y(Eo).(6.99) 与 (6.103) 联 立 可 解 出 A 与 $ 沿 摇 押 器 纵向 的 变化 ,再 由 能 量 
守恒 便 可 推断 电磁 波 能 量 随时 间 的 变化 . 


将 (6.103) 两 端 再 对 z 作 一 次 微 商 ,然后 利用 (6.99) 消 去 色 ,得 


+ Qsing = 0， (6.105) 
0= 各 (- DS [ga( Ke) ~ Jksa(KE)] (6.106) 


按 前 面 的 讨论 ,@、y 和 * 都 应 是 z 的 缓 变 函 数 .在 它们 的 变化 足够 缓慢 ,以 致 Q 可 
视 为 常数 的 条 件 下 ,(6.105) 成 为 经 典 力 学 中 已 研究 过 的 单 摆 方 程 .电磁 波 与 电子 
运动 参数 沿 摇 欣 器 纵向 变化 足够 缓慢 的 情形 称 为 低 增益 情形 .引进 无 量 纲 变量 5 
=z/L,(6.103) 和 (6.105) 分 别 成 为 无 量 纲 方程 

a = CQ0 + boAyo, (6.107) 
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3 + Qosing = 0， (6.108) 
其 中 Ao = A /Eo 为 无 量 纲 函 数 ， 
ao = aL, bo = bLEo, (0 = 0 (6.109) 
均 为 无 量 纲 参 数 . 
在 将 播 摆 器 当 作 激光 发 生 器 而 不 是 放大 器 使 用 时 ,最 初 是 没有 电磁 波 输入 的 ， 
在 入口 处 %@=0. 在 电子 首次 穿 过 摇摆 器 的 过 程 中 辐射 出 电磁 波 ,9 仍然 很 小 .为 
产生 较 强 的 激光 ,在 摇摆 器 两 端 放置 反射 镜 ,形成 共振 腔 .被 镜面 反射 的 电磁 波 反 
复 通过 摇摆 器 ,如 果 每 次 都 因 与 穿越 播 摆 器 的 电子 作用 而 放大 ,最 后 就 成 为 一 东 较 
强 的 自由 电子 激光 ,和 变 得 很 大 .不 过 最 初 几 次 通过 播 摆 器 时 6 不 大 , 称 为 小 讯号 
阶段 .在 小 讯号 阶段 ,&@ 可 当 作 小 量 , 由 (6.106) 和 (6.109) 定 义 的 2u 也 是 小 量 .下 
面 ,在 此 条 件 下 求解 单 摆 方 程 (6.108). 
设 解 为 
$(L) = $0 + aol + yl(E). (6.110) 
车 鸟 =0, 则 2o=0, 此 式 右边 前 两 项 的 和 就 是 (6.108) 的 解 , 且 符合 起 始 条 件 $6(0) 
=%g%.@=0 又 表明 播 摆 器 内 无 电磁 波 ,电子 能 量 不 会 变化 ,Ao=0,(6.110) 前 两 项 
之 和 还 符合 (6.107). 这些 都 表明 ,在 6 为 小 量 的 条 件 下 ,%(5) 为 小 量 , 作 为 零 级 
近似 可 视 它 为 零 . (6.108) 的 一 级 近似 便 是 


3 =— (20sin( $0 + ao5). (6.111) 
初 条 件 8(0) = #0 要 求 (6.110) 中 
J(0) = 0. (6.112) 


初 条 件 Ao(0) =0 导致 初 条 件 9 | = ao, 这 转 而 要 求 (6.110) 中 


dy| =- 
ac|. = 0 (6.113) 


在 初 条 件 (6.112) 和 (6.113) 下 ,(6.111) 的 积分 为 
J 5 ， $0) 一 一 oo| at dtsin( po 十 Q0 Z ) 


.一 (20 [sin(#o + ao5) 一 singo | 一 六 cosgn . (6. 114) 
用 (6.106) 和 (6.109) 可 将 (6.99) 表 为 
人 一 一 Bsin . (6. 115) 
将 (6.110) 代 和 此 式 右边 ,注意 y 为 小 量 , 到 y 的 一 次 宕 得 


全 =— Folsin( go + aog) + oos($o + aot) YCE, #0)] 
0 
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= 一 sin(go + dog5) 十 Lo [sin(2# +2ao5) — sin(29 + 005) 
0 2a1 


+ sin(aoz5) ~ ao tcos(2$0 + ao5) — aogcos(ao5)] | . 
设 电子 到 达 入 口 处 时 的 能 量 Eo 是 固定 的 , 相 角 如 则 各 不 相同 .将 电子 在 播 摆 需 
中 的 能 量 增 量 对 加 求 平 均 . 设 电 子 随 到 达 入 口 的 时 间 分 布 是 完全 随机 的 , 随 g 的 
分 布 必 是 均匀 的 .将 上 式 对 I go 求 平均 ,得 
dA dAp 
de = d= = -360a lsin(aot) — ao tcos(aot)]. 


将 此 式 沿 纵 向 在 整个 摇摆 器 中 积分 ， 得 电 了 在 所 摆 吕 终端 的 相对 能 量 增 晤 平均 信 


2 
Ao(1) = rat = 一 Bf(a0), (6.116) 
其 中 
ao) = 二 (1 一 cosSaQ0 一 29sinao| (6.117) 
a0 


设 一 束 能 量 为 Eo 的 电子 通过 播 摆 器 ,电流 密度 为 了. 单位 时 间 通 过 单位 面积 
的 电子 数 便 是 j /e .每 个 电子 平均 能 量 增 量 为 A(1) = EoAo(1) ,这 使 单位 时 间 内 
通过 播 摆 器 单位 面积 的 电子 损失 能 量 


» . FEF 
- ZA(1) =— ZEoAo(1) = 一 0-0 2 


f(ao0). 

按 能 量 守 恒 , 这 便 是 单位 时 间 内 省 揪 扣 器 单位 面 电磁 波 能 量 的 增 量 , 亦 即 坡 
印 亭 矢量 长 的 时 间 平 均 S(L) 在 扬 欣 器 两 端的 差 : 
Eo 


S(1) - S(0) = f(ao). (6.118) 
定义 
sg = SY S40) en 0 (6.119) 
为 电磁 波 通 过 播 摆 器 的 增益 , 便 有 
_ Po00 ro ) (6.120) 
2 eboS(0) 07 l 


由 (1.233),(1.83) 一 (1.87), 和 
5 = 天 sin?zdz = 址 ， 
EG SO 
S = 7 二 ccE8 (6.121) 


代入 (6.120) ,利用 (6.109)、(6.106) 和 (6.104) 得 
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g = LE | Jg (Ke) -Jgu( Ke)| f(ao). (6.122) 
omc 7 2 2 


此 式 适用 于 低 增益 情形 ,所 有 变量 缘 在 摇摆 器 入 口 处 取 值 . 
(6.122) 右 边 是 一 正 数 与 f(ao0) 的 积 . flao) 
f(a0) 的 正 负 决 定 g 的 正 负 , 即 决 定 电磁 
波 在 摆动 器 中 是 放大 还 是 被 吸收 . f(ao) 因 
而 称 为 增益 函数 .图 6-5 是 F(ao) 的 图 像 . 
它 是 一 个 奇 函 数 , 在 ao=0 处 为 0. ao=0 
即 共振 条 件 (6.102). 共振 处 增益 为 零 好 像 
很 奇怪 ,实际 很 好 理解 .共振 表示 始终 维持 
电子 加 速 或 减速 ,对 电子 束 整 体 而 言 却 是 
能 量 既 不 增加 也 不 减少 ,电磁 波 的 能 量 便 
也 既 不 减少 也 不 增加 ,增益 为 零 . ao 天 0 表 


图 6-5 增益 函数 
示 偏 离 共 振 , 因 而 称 ao 为 失 谐 量 . 图 6-5 表明 ao 取 一 恰当 正 值 可 得 最 大 增益 . 


36.6 人 磁 流 体 动 力学 , 磁 扩 散 、 磁 冻结 与 磁 流 体 动力 波 


流体 物质 由 原子 分 子 组 成 . 原子 分 子 又 由 带 正 电 的 原子 核 和 带 负 电 的 电子 
组 成 .如 果 原 子 、 分 子 离 解 为 原子 核 和 电子 ,或 部 分 离 解 为 正 离 子 和 电子 ,只 要 整体 
保持 电 中 性 ,这 种 流体 便 称 为 等 离子 体 . 等 离子 体 运 动 过 程 中 ,可 能 出 现 局 域 非 零 
的 电荷 电流 密度 ,因而 会 与 电磁 场 耦合 . 等 离子 体 与 电磁 场 的 耦合 运动 是 等 离子 体 
物理 的 研究 对 象 ,是 经 典 电 动力 学 化 有 兴趣 的 一 支 . 由 于 演化 中 的 恒星 和 一 些 行星 
内 部 处 于 等 离子 体 状态 ,也 由 于 它 在 受 控 热 核反应 研究 中 的 重要 地 位 ,等 离子 体 物 
理 在 近 半 个 世纪 受到 高 度 重视 . 

如 果 所 考虑 的 问题 只 涉及 电子 和 离子 的 大 尺度 运动 ,这 种 尺度 从 时 间 上 讲 远 
大 于 电子 和 离子 两 次 碰撞 间 的 时 间 间 隔 , 从 空间 上 讲 远 大 于 它们 的 平均 自由 程 , 则 
有 足够 的 时 间 和 空间 通过 电子 和 离子 的 磁 撞 达到 各 种 平衡 ,其 中 包括 局 域 电 中 性 ， 
即 按 宏观 尺度 看 等 离子 体 在 每 一 瞬间 和 每 一 空间 点 上 都 是 电 中 性 的 ,电荷 密度 为 
零 . 这 样 的 等 离子 体 称 为 磁 流 体 .由 于 电流 密度 不 一 定 处 处 为 零 , 磁 流 体 可 以 有 明 
显 的 磁 效 应 . 由 于 电荷 密度 处 处 为 零 , 磁 流 体 中 没有 由 电荷 直接 产生 的 电场 ,其 中 
的 电场 只 能 由 磁场 的 变化 感应 而 生 . 

磁 流 体 的 运动 可 用 密度 场 p(r,z) ,速度 场 w (rz) ,压力 场所 rt) ,电流 密度 
场 j(r,z), 电 场 8 (r,t) 和 9 (r,t), 以 及 磁场 多 (r,t) 和 X%(r,z) 描 述 .其 中 9 与 
6 、 比 由 (1.74) 联 系 ,p(r,z) 与 全 r,t) 由 物 态 方程 联系 .它们 之 间 还 要 满足 连续 性 
方程 


gp +V， - 
了 +VY' (oo ) = 0， (6.123) 
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欧 拉 方程 


p(FL + ovo)=- V9+jxB+), (6.124) 

法 拉 第 定律 
vx@=- 2, (6.125) 

和 安培 定律 
Vxg= yj. (6. 126) 


(6.124) 右 边 的 表示 流体 中 电磁 力 和 压力 以 外 的 力 密度 ,如 医 力 密度 、 万 有 引力 
密度 ……. (6.126) 右 边 略 去 了 位 移 电流 的 贡献 ,这 是 因为 磁 流 体 中 电场 只 由 磁场 
变化 感应 产生 ,位 移 电流 远 小 于 传导 电流 .此 外 ,电流 与 电磁 场 间 还 受 欧 姆 定律 制 
约 .在 静止 流体 中 , 它 可 表 为 

j= 0o6, (6.127) 
5 为 电导 率 , 这 里 设 为 常数 . 对 运动 的 流体 ,此 式 逐 点 在 随 流 体 运 动 的 坐标 系 中 成 
立 .用 产 和 6@ “分 别 表示 在 此 坐标 系 中 的 电流 密度 矢量 和 电场 强度 矢量 , (6.127) 即 
=o@ .电流 密度 矢量 与 电荷 密度 组 成 四 矢量 ,在 不 同 惯性 系 间作 洛 伦 效 变换 .不 
过 在 两 个 相对 运动 速度 绝对 值 vc 的 坐标 系 间 洛 伦 兹 变换 趋 于 伽利略 变换 . 具 
体 地 说 ,在 此 条 件 下 一 为 小 量 .将 洛 伦 效 变换 的 表达 式 展 成 一 的 苦 级 数 ,保留 到 它 
的 一 次 客 , 便 得 到 伽利略 变换 .经 此 变换 ,得 空间 固定 坐标 系 中 流体 一 点 的 电流 密 
度 矢量 

j=j + pw, 

其 中 p, 为 该 点 流体 的 电荷 密度 . 对 磁 流 体 取 p。=0, 故 有 

7 =J. 
经 电磁 场 洛 伦 效 变换 (1.205) 的 逆 变 换 , 保 留 到 一 的 一 次 大 ,得 

BE =6E+vX, 

8 和 多 分 别 为 空间 固定 坐标 系 中 看 流体 内 的 电场 强度 和 磁感应 强度 . 由 此 二 式 可 
得 空间 固定 坐标 系 中 运动 磁 流 体内 的 欧姆 定律 


j=o(6+vxF). (6.128) 
用 (6.126) 消 去 此 式 中 的 j, 将 结果 写成 8 的 表达 式 , 代 入 (6.125) 左 边 得 
5 = VX (vx) -i VX(Vxg). (6.129) 
还 可 用 (6.126) 消 去 (6.124) 右 边 的 j ,得 
pF + ovVo)=- V9- BX (VX) + (6.130) 


可 见 , 在 略 去 位 移 电 流 的 条 件 下 , 非 相 对 论 磁 流 体 可 用 密度 场 p(r,z), 速 度 场 
v rt) ,压力 场 玉 r ,it) 和 磁场 多 (r,t) 描写 .电流 密度 矢量 场 j(r,z) 和 电场 强度 
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和 天 量 场 8 (r,t) 可 由 它们 表 出 . (6.123)、(6.130)、(6.129) ,连同 物 态 方程 %po) 是 
这 样 定 义 的 非 相 对 论 磁 流体 动力 学 的 完备 的 基本 方程 组 . (6.129) 导 致 


9t 
它 保证 只 要 在 某 起 始 时 刻 V .及 =0,(1.71) 恒 成 立 .麦克 斯 韦 方程 中 的 (1.71) 在 此 
处 可 只 当 作 起 始 条 件 使 用 .在 此 条 件 下 ,(6.129) 简 化 为 


5 = Vx (vxg)+ Vv 名 (6.131) 


在 各 种 具体 条 件 下 求解 位 流体 动力 学 的 基本 方程 组 (6.123)、 (6.130) 和 
(6.131) 是 专业 工作 者 的 事 . 本 书 只 想 用 很 小 的 篇 幅 曾 明 这 些 方程 表达 的 一 些 定性 
规律 .在 流体 静止 或 缓慢 运动 的 区 域 ,v 和 0,(6.131) 成 为 磁场 的 扩散 方程 


了 -~ DY2g, (6.132) 
扩散 系数 为 
上 
D = 三 (6.133) 
扩散 方程 (6.132) 有 基本 解 
% Cr ro)” 
(r,t) = [Dj528 4 六 ， (6. 134) 
它 表示 t=0 时 只 在 ro 处 存在 的 磁场 到 上 时 刻 扩散 成 了 一 宽度 为 
_» /zt 
2vV Dt = 2 二 (6. 135) 
的 高 斯 分 布 . OG 
Cr-ro) 
B (r,t) = ra) Bg Cro,0)d%, (6. 136) 


对 ro 的 体积 分 在 整个 磁 流 体 中 进行 .(6.136) 满 足 方程 (6.132) 并 符合 任意 给 定 的 
起 始 条 件 
lim B (r,t) = GB(r,0). (6. 137) 
它 表 明 在 此 情形 中 磁场 分 布 随时 间 的 变化 是 各 点 磁场 扩散 的 结果 . 这 种 现象 称 为 
磁 扩散 . 
在 许多 情形 中 , 磁 流 体 是 非常 好 的 良 导 体 , 电 阻 几乎 是 零 , 电 导 率 几乎 是 无 穷 
大 .在 这 种 情况 下 ,(6.131) 右 边 第 二 项 可 以 忽略 ,从 而 


了 Vx (vxg). (6.138) 


考虑 一 闭合 回路 本 包 图 的 面 上 的 磁 通 量 由 于 VY .和 =0, 磁 通 量 只 和 包围 它 的 回 
路 愉 有 关 , 而 与 究竟 取 以 了 为 边界 的 哪个 面 无 关 . 于 是 可 将 它 记 为 
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o | %. ds, 


sr 为 以 本 为 周 界 的 一 个 面 . 随 着 时 间 的 推移 ， 面 sr 上 的 磁感应 强度 会 变 , 周 界 下 
本 身 也 会 因 其 中 流 点 的 移动 而 变 .这 两 方面 的 变化 都 会 引起 Br 随时 间 的 变化 ， 
化 的 全 微分 为 


dpr= | dg ds + BB. (vdt x dl1) 


= [| 3 ds 十 | (gx »): dl lar. 


对 方 括号 内 第 二 项 用 斯 托 克 斯 定理 ,得 Br 对 时 间 的 全 微 商 
=| | 守 -vx(vxg)|:ds = 0， (6.139) 
最 后 等 号 处 用 了 方程 (6.138). 可见 ,由 一 串 流 点 组 成 的 闭合 回路 包围 的 曲面 上 磁 
通 量 不 随时 间 变 化 .这 使 人 们 回想 起 经 典 力 学 中 关于 普通 流体 的 一 条 规律 , 即 速度 
环 量 守 恒 . 这 条 规律 又 可 表述 为 :由 一 串 流 点 组 成 的 财 合 回路 包围 的 曲面 上 , 涡 通 
量 不 随时 间 变 化 . (6.139) 成 立 的 前 提 是 ,人 磁 流体 为 理想 导体 ,其 中 电导 率 可 视 为 无 
穷 大 ,或 电阻 可 视 为 零 . 它 所 表现 的 规律 可 形象 地 说 成 是 磁 通 量 冻结 在 流 点 围 成 的 
曲面 内 , 称 为 磁 冻 结 . 
设 磁 流体 只 受 压 力 和 电磁 力 的 作用 ,三 = 0,(6.130) 成 为 
p(T + Vo)=- V9- Bx (VX) (6.140) 
考虑 此 式 与 连续 性 方程 66.123) 和 磁场 方程 (6.138) 组 成 的 完备 方程 组 .这 组 方程 
有 平衡 解 w =0,o= poo,9= 甸 = 珊 oo) ,四 = 钢 , 为 与 时 间 和 空间 坐标 无 关 的 常数 ， 
常 矢量 .流体 的 压力 久 由 边界 条 件 的 约束 反作用 力 平衡 ,整个 流体 是 均匀 静止 的 . 
设 有 扰动 打破 这 种 平衡 ,使 
v = vi(r,t), 
p= po+ pi(r,t), 
9= 人 费 + 人 (r,t) = M+ sp1(r ,1), 
B=W+R(r,t), 


其 中 vi 、o1、 久 和 好 为 小 量 ， 
9 乡 
= /一 .14 
s 的 天 (6.142) 


为 流体 中 的 声速 .代入 上 列 完备 方程 组 ,精确 到 小 量 的 一 次 大 得 


(6.141) 
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9 
如 +oov'oi= 0， 


9 
po Be t+Vpi+ 广 纺 X(Vx 纹 ) = 0， (6.143) 


-Vx (vix 编 ) = 0 


将 平衡 态 中 诸 量 oo、 甸 和 编 当 作 已 知 的 ,(6.143) 便 是 未 知 量 p1、v ! 和 级 的 线性 
方程 组 ,原来 的 完备 方程 组 被 线性 化 了 .将 其 中 第 二 方程 对 时 间 求 微 商 ,再 用 一 、 三 
两 方程 消去 其 中 的 of 和 红 ,得 


Fo Vv) HoxIv Xv x Co xv)])=0, (6.144) 


arz 
其 中 
vA = (6.145) 
称 为 阿尔 文 2 速 度 . (6.144) 有 波动 解 . 设 
Vi(r,t) = Telt'r eu), (6.146) 
人 为 振幅 ,与 时 间 和 空间 位 置 无 关 . 代 人 (6.144) 得 立 ; 的 线性 代数 方程 
— wi TI+t+(s + vA)Kk.: TKk+va: ki(va:k) vd 
— (va Tk- (kk. T1) va|=0. (6.147) 


这 是 张 量 

M=(v Kk) (va kkoa t+ vak) + (s+ va)kk (6.148) 
的 本 征 方程 

M . T1= w’ Ti. (6.149) 
取 定 一 个 坐标 系 后 张 量 M 可 表 成 一 三 阶 矩 阵 . 三 阶 矩 阵 的 本 征 方 程 可 解析 地 解 
出 ,(6.149) 的 本 征 值 w 和 本 征 矢 全 ! 可 表 成 s、va 和 大 的 初等 函数 .下 面 看 一 些 特 
例 . 
设 | va, 即 考 虑 垂直 于 wa 方 癌 传播 的 波 . (6.147) 末 项 为 零 , 成 为 


w” TI (s+ vA)(k.: TNOK = 0, (6.150) 
可 见 立 IWK ,只 有 纵波 解 .在 天 方向 上 此 式 给 出 色散 关系 
w2 = & 伙 ^， (6.151) 
其 中 
u =Vs:+ va (6.152) 
是 这 种 纵波 的 相 速 度 . 


DD Alfven. 
。 24S7 。 


设 上 wa , 即 考虑 沿 wa 方向 传播 的 波 . (6.147) 成 为 
2 
(42z2 — w2) Tit (去 - 1je2(wn . T1) va =0. (6.153) 
若 w: 方 天 0, 则 六 im ,因此 六 ;WA 天 ,得 纵波 解 .在 此 情形 下 ,(6.1$3) 给 出 色散 
关系 
Rs 一 oo = 0， (6.154) 
表明 此 纵波 沿 wa 方向 以 相 速 s 传播 . 此 相 速 即 普通 声波 的 声速 . 若 取 位;| wa， 
(6.153) 左 边 第 二 项 为 零 ,第 一 项 给 出 色散 关系 
k*v%4 — w= 0. (6.155) 
这 是 沿 wa 方 同 以 相 速 va 传播 的 横 波 .此 横 波 的 相 速 即 是 阿尔 文 速度 . 
设 伴随 速度 波 (6.146) 的 密度 波 和 磁 波 分 别 为 
po1(r,t) bieltr-), | 


~ (6.156) 
Bi (r,t) 一 B ek ree) 
将 它们 与 (6.146) 一 起 ,代入 (6.143) 的 第 一 、 三 两 式 , 分 别 得 
Pi = Tk DT 
(6.157) 


= 上 x ( 缠 Xx 1) = 工 [(k 全) 纺 一 (k: 纺 ) 让 

对 季 直 于 纺 方向 传播 的 纵波 , 信 尖 0, 即 伴随 有 密度 波 .这 种 琉 密 波 即 声波 . 在 此 情 
形 中 
= tm (6.158) 
磁 波 振幅 非 零 .不 过 这 种 磁 波 中 磁感应 强度 的 方向 不 变 , 恒 沿 缠 方向 ,只 有 磁感应 
强度 的 值 在 多 附近 振动 . 如 果 形象 地 用 磁力 线 密度 来 表示 磁感应 强度 的 大 小 ,这 
种 磁 波 是 垂直 于 磁力 线 方向 传播 的 磁力 线 的 朴 密 波 . 既 有 声波 也 有 磁 波 的 磁 流 体 
动力 波 称 为 磁 声 波 

对 沿 纺 方向 传播 的 纵波 , 训 关 0, 然 而 (6.157) 的 第 二 式 表明 幼 =0. 即 在 此 情 
形 中 没有 磁 波 ,只 有 声波 .这 是 一 种 纯粹 的 声波 ,磁场 纺 只 是 它 的 一 个 背景 . 怪 不 
得 它 以 声速 * 传播 .对 沿 纺 方向 传播 的 模 波 ,7 = 0, 即 无 声波 .而 


% =- < 广 ; (6.159) 


表明 磁感应 强度 在 垂直 于 编 的 方向 振动 . 这 是 一 种 纯粹 的 磁 波 ,以 阿尔 文 速度 va 
传播 . 含 磁 波 的 磁 流 体 动力 波 称 为 阿尔 文 波 . 


6.7 磁 流 体 静 力学 , 磁 压 力 与 磁 夭 缩 


磁 流 体 静 力学 研究 磁 流 体 中 各 量 均 不 随时 间 变 化 的 条 件 . 由 完备 方程 组 
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(6.123)、(6.140) 和 (6.138) 知 ,此 条 件 应 是 vw =0 和 


v9+ Bx(Vx$)=0. (6.160) 
由 矢量 运算 和 微分 运算 可 得 恒等式 
Bx (VxB)= TVR.8)- (8.v)F. (6.161) 
代入 (6.160) 得 
Vv (9+ ,) -BV) = 0. (6.162) 
其 中 
,= 多 (6.163) 


称 为 磁 压 力 . 在 v =0 的 前 提 下 , 磁 流 体 的 平衡 条 件 即 (6.162). 

考虑 一 柱 对 称 磁 流体 处 于 平衡 状态 的 可 能 性 .流体 中 处 处 流动 速度 w =0, 但 
可 有 恒定 电流 沿 对 称 轴 z 的 方向 流动 . 设 磁 流 体 还 有 沿 z 方 回 的 平移 对 称 .这 使 
垂直 于 z 轴 的 每 一 横 截 面 上 有 相同 的 电流 分 布 、 磁 场 分 布 和 压力 分 布 .在 横 截 面 
上 取 极 坐标 >、 0 ,在 z 方向 上 取 z 坐标 ,r、9 和 zx 组 成 柱 坐 标 .电流 密度 矢量 平行 
于 zx 方向 , 且 值 只 与 > 有 关 , 而 与 0、z 无 关 , 从 而 有 了 =7(r)zo,zo 为 z 方向 的 单 
位 矢量 . 按 安培 定律 ,在 此 条 件 下 磁场 必 环 绕 z 方向 ,多 = 48(7)00,0o 为 垂直 于 z 
方向 和 > 方向 并 指向 0 增加 方向 的 单位 矢量 , 且 


2(7) = Mr, (6.164) 
其 中 
I(r) = 2r| jr rdr (6.165) 


为 半径 为 > 的 圆柱 内 的 电流 强度 .将 此 处 的 磁感应 强度 代入 (6.161) ,得 
Bx (VX)= | 广 Ep(r) + 


- 2 2 28), (6.166) 
ro 为 了 方向 的 单位 矢量 .将 此 结果 再 代入 (6.160) 得 微分 方程 
d9 1 dr 到 _ 
rt 0 (6.167) 
将 此 式 积分 得 
Zr) = 多 一 藉 ar (6.168) 


其 中 绩 = 纵 0) 为 r=0 处 的 压力 , 即 磁 流 体 中 心 轴 上 的 压力 . 设 在 中 中心 轴 RR 处 
磁 流 体 压 力 下 降 至 零 , 则 其 中 带电 粒子 不 会 横向 逃逸 ,能 形成 一 被 第 缩 的 磁 流 体 
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柱 .将 他 R)=0 代 入 (6.168) 得 


dr ， (6.169) 
R /2 2 / 
P(r) = 元 荆 dr gr) (6.170) 


r -2 dr” 
可 以 计算 磁 流 体内 的 平均 压力 
万 2r fR IfR 
= Ri oF rrdr 一 | 9(r)dr’. 

作 部 分 积分 ,由 于 F(R)=0 和 (0) 有 限 , 积 出 部 分 为 零 .再 由 (6.170) 得 

~ 1 (Rdr%’*, %’(R) 

F = Ra] -dr = 2 = 9,(R). (6.171) 
用 (6.164) 又 可 将 此 式 写 为 


9 = -A (6.172) 

其 中 I= IT(R ) 为 磁 流 体 中 的 电流 强度 . 

可 见 , 磁 流体 中 电流 产生 的 磁场 能 将 磁 流 体 夭 缩 在 一 局 部 空间 内 , 令 其 表面 压 
力 为 零 ,以 使 其 内 物质 不 致 逃逸 .这 种 效应 称 为 磁 短 缩 . 被 夭 缩 的 磁 流 体内 却 能 维 
持 一 定 压力 . (6.171) 表 明 ,只 要 磁 流 体内 电流 足够 大 ,在 表面 维持 足够 强 的 磁场 ， 
形成 足够 高 的 磁 压 力 ,就 能 使 磁 流 体内 的 平均 压力 足够 高 .用 真空 磁 导 率 

uo = 4r X 10- HAm 

代替 (6.164) 和 (6.171) 中 的 w ,这 是 很 接近 实际 的 .由 此 可 估计, 例如 在 lm 半径 
的 圆柱 体内 10’A 的 电流 可 在 圆柱 表面 产生 2T=2x10'G 的 磁场 ,形成 15.7atm 
的 磁 压 .这 使 圆柱 内 磁 流 体 的 平均 压力 达 15.7 个 大 气压 ,而 表面 压力 却 为 零 . 这样 
高 压力 的 等 离子 体 可 用 来 实现 受 控 热 核反应 . 

当然 ,上 面 分 析 的 只 是 一 个 理想 的 理论 模型 .一 东 轴 对 称 并 沿 对 称 轴 平 移 对 称 
的 磁 流 体 是 无 限 长 的 .而 人 们 只 能 实现 空间 上 有 限 的 装置 .有 两 种 办 法 将 上 述 磁 流 
体 有 限 化 .一 是 将 有 限 长 的 圆柱 弯曲 ,首尾 相连 ,成 为 圆柱 环 . 另 一 是 在 有 限 长 直 圆 
柱 两 端 逐 渐 增 强 磁 场 . 按 经 典 力学 的 绝热 不 变性 ,这 会 在 两 端 形 成 磁 塞 ,阻止 带电 
粒子 沿 纵向 逃逸 .实际 上 ,有 限 尺 寸 的 问题 是 不 难 解 决 的 . 除 此 之 外 还 有 许多 其 他 
问题 ,例如 被 夭 缩 的 磁 流 体 的 稳定 性 问题 .实现 受 控 热 核反应 除 需 要 高 压 外 还 需要 
高 温 .因此 还 有 如 何 产 生 和 维持 高 温 的 问题 . 虽然 问题 不 少 ,但 并 没有 看 到 任何 不 
可 逾越 的 障碍 .通过 对 等 离子 体 实 行 磁 短 缩 和 磁 囚 禁 实现 受 控 热 核反应 , 仍 是 当前 
人 类 科技 活动 的 一 个 主攻 方 回 . 


$6.8 等 离子 体 振荡 与 等 离子 体 波 


考虑 等 离子 体 在 较 小 的 时 空 范围 内 的 运动 ,时 间 间 陋 比 粒子 两 次 碰 擅 间 的 平 
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均 时 间 短 ,空间 距离 比 粒 子 的 平均 自由 程 短 .对 这 种 现象 而 言 ,等 离子 体 的 每 一 小 
局 部 都 来 不 及 达到 平衡 ,也 来 不 及 达到 电 中 性 .因此 ,等 离子 体 的 全 体 虽 是 电 中 性 
的 , 它 的 各 局 部 却 不 一 定 电 中 性 ,电荷 密度 并 非 处 处 为 零 .在 短 时 间 内 发 生 的 可 观 
现象 必 由 快 过 程 产生 . 正 离子 由 于 大 质量 ,通常 来 不 及 响应 . 主要 由 电子 运动 伴随 . 
作为 一 种 理论 模型 ,可 设 正 离子 只 构成 一 正 电荷 背景 ,等 离子 体 的 运动 表现 为 其 中 
电子 流体 的 流动 . 设 平衡 条 件 下 电子 数 密度 为 oo, 这 也 便 是 正 电荷 数 密度 . 等 离子 
体内 正 负 电荷 密度 分 别 为 + epo ,彼此 处 处 中 和 .在 一 般 条 件 下 电子 数 密度 为 

pl(r,t) = po + p1(r,t), (6.173) 
等 离子 体内 出 现 电荷 密度 - eo1. 电子 流体 由 密度 场 (r,t)、 速 度 场 w (r,t) 和 压 
力 场 仿 r ,i) 描 写 ,满足 连续 性 方程 


+V. (oo) = 0， (6.174) 
欧 拉 方 程 
pmm|52+(o.VY)o|=-vB-so(E+px 细 )， (6.175) 


和 物 态 方 程 皂 o) ,7 为 电子 的 质量 . 设 等 离子 体 足 够 稀薄 ,可 用 真空 中 的 麦克 斯 
韦 方 程 


(6.176) 


在 平衡 条 件 下 ,po =0,v =6 = 多 =0. 相 对 于 平衡 的 小 偏离 中 ,这 些 均 应 是 小 量 .到 
这 些小 量 的 一 次 宕 ,(6.174) 和 (6.175) 成 为 


如 ov v 二 0， (6.177) 
pol+ 二 = 0， (6.178) 
其 中 
w = | 29 (6.179) 
Co=p0 
(6.176) 的 末 式 可 写成 
VYx 有 -总 区 =- pospou， (6.180) 
求 这 组 方程 的 波动 解 , 设 其 中 各 动力 学 变量 Q(r,:) 均 可 写成 
Q = Qetr-e), (6.181) 


Q 为 Q 的 振幅 ,与 时 空 坐标 无 关 .代入 (6.176) 一 (6.178) 得 
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(6.182) 

Kx 各 = ww 条 (x x 第 + 总 =- pocpo， 
O1 三 和 “0， (6.183) 

~ wk e 
VV 二 DO0w 1 1 CE (6.184 ) 
用 (6.182) 的 第 三 式 消去 其 中 第 四 式 中 的 免 , 得 
T=-ie [wep2) 8+ ok: BK], (6.185) 
7IZCO) wp 


其 中 


2 
ww = | (6. 186) 
to 


称 为 等 离子 体 频率 .用 (6.182) 的 第 一 式 消去 (6.184) 右 边 的 pi 得 


~ o zw \2 ~ ~ 
5 =-i;S[( 主 | (x+ Ok + |. (6. 187) 
将 此 式 与 (6.185) 比 较 知 | _ 
(ww — ws — ck) E+ (ce — w)(k . OKk = 0. (6. 188) 
这 是 张 量 
M 三 (一 cc 大 十 ws + ck? (6.189) 
的 本 征 方程 加 
M.:6= w®€. (6.190) 
作 分 解 
6= 6/ +6, (6.191) 
其 中 | 
ly = i ex (6.192) 


为 8 的 纵 分 量 , 即 与 传播 方向 平行 的 分 量 . 8 由 (6.191) 定 义 ,为 8 的 横 分 量 , 即 与 
传播 方向 垂直 的 分 量 .此 二 分 量 线性 无 关 ,因此 (6.188) 可 分 解 为 两 个 独立 的 方程 


(oz - oz - c2k2) 86 = 0， (6.193) 
(oz -oz — wk?) 8 = 0. (6.194) 

由 于 wz 天 c, 如 果 
w= ws + cok?, (6.195) 
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则 @y =0, 只 可 能 有 非 零 的 横 电场 .在 此 情形 下 

k.8=k.6 =0. 
由 (6.182) 的 第 一 式 知 ol =0, 即 等 离子 体内 的 电荷 密度 处 处 为 零 ,其 中 的 电场 完全 
由 磁场 变化 感应 产生 .再 由 (6.184) 知 


Y=-i-e 8 (6. 196) 

由 (6.182) 第 三 式 得 
每 = 生 x@L. (6.197) 
可 见 在 此 条 件 下 的 等 离子 体 波 乃 是 一 种 电磁 波 , 只 是 由 于 与 等 离子 体 的 作用 ,这 种 
电磁 波 的 色散 关系 变 成 了 (6.195). 
如 果 

w= ws + wk?, (6.198) 

则 81 =0, 只 可 能 有 非 零 的 纵 电场 .在 此 情形 下 
kx@=kx CE] = 0. 


由 (6.182) 的 第 三 式 知 多 =0, 即 等 离子 体内 磁场 处 处 为 零 ,其 中 电场 完全 由 电荷 产 
生 . 再 由 (6.182) 的 第 一 式 得 


t=-ik. @y, (6.199) 
由 (6.187) 和 (6.198) 得 

~__.ée ps 

了 3 6E7]. (6.200) 


可 见 在 此 条 件 下 的 等 离子 体 波 乃 是 一 种 电子 密度 波 ,伴随 有 纵 电场 波 . 

考虑 长 波 极限 ,在 此 极限 下 &->0. 从 (6.193) 和 (6.194) 看 出 ,如 驻 可 略 , 上 面 
两 种 情形 的 等 离子 体 波 都 趋 于 角 频 率 为 ws 的 振荡 .这 就 是 称 ws 为 等 离子 体 频 率 
的 原因 . 

如 果 在 等 离子 体 中 加 一 背景 磁场 久 , 磁 感应 强度 变 为 鸟 + 色 ,相对 背景 磁场 的 
偏离 仍 设 为 小 量 , 则 线性 化 方程 (6.176) 的 前 三 式 (6.180) 和 (6.177) 均 不 变 , 只 有 
(6.178) 要 改 为 


32 + 本 vol+ 上 全 (8+mX 顷 ) = 0. (6.201) 


仍 可 求 这 组 线性 方程 的 波动 解 (6.181) .将 波动 解 代入 这 组 线性 方程 后 便 得 到 振幅 

D1、5 .8 和 旬 的 线性 齐 次 代数 方程 组 .要求 它 有 非 零 解 , 即 要 求 这 个 方程 组 的 系数 

行列 式 为 零 , 便 可 得 w 与 & 之 间 的 色散 关系 和 相应 的 波动 解 .只 是 在 一 般 情况 下 ， 

由 于 各 种 波 之 间 的 耦合 ,系数 行列 式 的 阶 可 能 较 高 ,将 它 置 零 得 到 的 w 的 代数 方 
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程 的 次 数 也 就 较 高 .这 便 增加 了 求解 的 困难 . 当然 困难 只 是 技术 性 的 .求解 这 类 问 
题 没有 原则 困难 . 


习 题 六 


1. 直接 用 $4.6 中 的 公式 ,通过 计算 加 速度 求 一 个 带电 简 谐 振子 单位 时 间 内 的 辐射 强度 和 
角 分 布 . 

2. 用 公式 (6.13) 计 算 一 带电 简 谐 振子 单位 时 间 内 的 辐射 强度 、 角 分 布 和 谱 分 解 . 

3. 直接 用 $4.6 中 的 公式 ,通过 计算 加 速度 求 同 步 辐射 的 强度 与 角 分 布 . 

4. 设 一 带电 粒子 沿 直 线 作 周期 运动 ,计算 它 单位 时 间 内 的 辐射 强度 、 角 分 布 与 谱 分 解 . 

5. 设 一 带电 粒子 沿 直线 作 双 周期 运动 ,轨道 方程 为 两 个 具 不 同 周 期 的 周期 函数 的 又 加 . 求 
它 单位 时 间 内 的 辐射 强度 、 角 分 布 与 谱 分 解 . 

6. 设 带电 粒子 作 平 面 周 期 运动 , 求 它 单位 时 间 内 的 辐射 强度 、 角 分 布 与 谱 分 解 . 

7. 设 带 电 粒 子 在 互相 垂直 的 两 个 方向 上 作 不 同 周期 的 周期 运动 , 求 它 在 单位 时 间 内 的 辐 
射 强度 、 角 分 布 与 谱 分 解 . 

8. 设 带 电 粒 子 在 三 维 空间 作 周 期 运动 , 求 单位 时 间 内 的 辐射 强度 、 角 分 布 与 谱 分 解 . 

9. 设 上 题 中 粒子 在 三 个 维度 上 运动 的 周期 不 同 , 求 单位 时 间 内 的 辐射 强度 、 角 分 布 与 谱 分 
解 . 

10. 设 带电 粒子 作 螺旋 运动 (摆动 ) ,在 互相 垂直 的 三 个 方向 上 的 轨道 方程 分 别 为 

T= Zoocoswul， y= yosinwt, z= Wu, 

计算 它 在 单位 时 间 内 的 辐射 强度 、 角 分 布 与 谱 分 解 . 

11. 设 伴随 上 述 螺 旋 摆 动 带电 粒子 ,有 zy 平面 内 圆 偏振 的 电磁 波 沿 z 方向 前 进 . 问 它 被 螺 
旋 摆 动 带电 粒子 束 放 大 的 条 件 . 试 推导 它 的 增益 公式 . 

12. 一 般 地 写 出 张 量 (6.148) 的 矩阵 表示 ,求解 它 的 本 征 方程 ,以 求 得 磁 流 体 动 力 波及 其 色 
散 关 系 . 藉 此 一 般 地 讨论 磁 流体 动力 波 的 各 种 具体 情形 . 

13. 在 $6.7 讨 论 的 磁 夭 缩 问题 中 加 入 一 z 方向 磁场 多 (r)zo, 重 新 推导 平衡 磁 流 体内 的 
压力 分 布 . 

14. 试 论 证 :由 于 磁 冻 结 效应 ,绝热 ( 极 缓慢 ) 地 增加 磁 流 体 柱 中 z 方向 的 磁感应 强度 
8.(7), 可 压缩 柱 的 半径 R. 

15. 在 (6.201) 中 设 缠 取 0, 写 出 等 离子 体 波 方程 和 相应 的 色散 关系 ,讨论 它 有 简单 解 的 条 
件 . 
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第 二 篇 引力 场 论 与 几何 动力 学 


除 电磁 场 外 ,日 常 遇 到 的 场 便 是 引力 场 .点 电荷 产生 的 电场 表现 为 对 另 一 点 电 
荷 作 用 的 电力 , 力 的 大 小 与 两 点 电荷 的 距离 平方 成 反比 ,是 平方 反比 力 .质点 产生 
的 引力 场 表 现 为 对 男 一 质点 的 引力 , 力 的 大 小 也 与 两 质点 的 距离 平方 成 反比 ,也 是 
平方 反比 力 . 在 人 们 从 静电 场 和 恒定 磁场 进一步 了 解 了 电磁 场 在 时 空中 传播 的 动 
力学 ,发 展 了 电动 力学 以 后 ,自然 会 想到 要 从 静 引 力 场 进一步 了 解 引 力 场 在 时 空中 
传播 的 动力 学 ,建立 引力 场 的 动力 学 理论 .然而 两 种 场 的 相似 极为 有 限 ,引力 场 的 
动力 学 理论 是 沿 着 一 条 与 电动 力学 很 不 相同 的 道路 发 展 的 . 

牛顿 的 万 有 引力 定律 自然 是 发 展 引 力 场 动力 学 理论 的 出 发 点 . 它 提供 了 任何 
引力 理论 必须 符合 的 弱 引 力 极限 ,和 一 个 任何 引力 理论 都 必然 会 有 的 引力 常数 G. 
然而 仅 此 而 已 , 除 此 之 外 新 引力 理论 依据 的 惟一 事实 是 : 引力 质量 与 惯性 质量 相 
等 '. 这 就 是 著名 的 等 效 原理 . 它 表 明 一 个 质量 足够 小 从 而 不 致 显著 影响 引力 场 的 
质点 在 引力 场 中 的 运动 与 它 的 质量 无 关 , 或 者 一 般 地 说 与 这 个 质点 本 身 的 性 质 无 
关 . 质 点 在 时 空中 的 轨迹 既 与 质点 性 质 无 关 便 只 是 时 空 的 性 质 , 即 几何 性 质 .这 正 
与 经 典 力学 几何 化 的 思潮 吻合 .不 过 按照 相对 论 , 时 间 与 空间 是 对 等 的 ,现在 要 考 
处 的 已 不 是 经 典 力学 中 位 形 空间 的 几何 性 质 ,而 是 现实 四 维 时 空 的 几何 .在 没有 引 
力 场 的 条 件 下 质点 在 四 维 时 空中 走 一 条 直线 ,表明 时 空 是 平 直 的 ,由 闵可夫 斯 基 
《或 厦 欧 几 里 得 ) 几 何 描写 .引力 场 使 质点 在 四 维 时 空中 的 轨迹 弯曲 ,表明 时 空 是 弯 
曲 的 ,应 由 非 因 可 夫 斯 基 ( 或 非 欧 几 里 得 ) 几 何 描写 . 正 是 沿 着 这 一 思路 , 爱 因 斯 坦 
建立 起 广义 相对 论 的 引力 理论 .这 一 理论 在 惯性 系 和 非 惯 性 系 中 有 相同 的 形式 , 因 
而 称 为 广义 相对 论 的 . 非 惯性 系 中 的 惯性 力 被 等 同 于 真实 的 引力 . 
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第 七 章 ” 张 量 分 析 , 黎 曼 几何 与 广义 相对 论 时 空 ， 
引力 场 方程 


37.1 四 维 时 空 的 度 规 与 测度 ,天 量 与 张 量 , 张 量 密度 


用 zw ,y=0,1,2,3 表 一 事件 的 时 空 坐标 ,对 应 一 个 时 空 点 .两 个 无 穷人 靠近 的 
时 空 点 间 有 微分 时 空间 隔 dx* ,y=0,1,2,3, 可 定义 它们 之 间 的 距离 平方 
(ds) = gdr’ dr’, (7.1) 
这 里 采用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 . (gw ) 称 为 这 一 时 空 在 该 时 空 点 的 度 规 张 量 . 作 坐 标 
变换 


ZX = T(r ,TT ,TX ), 1 = 0,1,2,3. (7.2) 
微分 得 
, 9r* 
dz “= 一 一 dz， 人 =0,1,2,3. (7.3) 
9z 


按 此 方式 变换 的 一 组 数 或 数学 符号 (dz ) 称 为 一 反 变 四 矢量 ,简称 矢量 .在 坐标 变 
换 中 的 不 变量 称 为 标量 . 设 $(z) 为 一 标量 , 它 可 与 坐标 有 关 , 其 中 自 变量 z 为 
(z ,Xz ,x? ,Xz ) 的 缩写 .在 坐标 变换 (7.2) 下 有 

9 98 97z4 加 

3 局 二 3 到 9， ,一 0,1,2,3. (7.4) 
按 这 种 方式 变换 的 一 组 数 ,例如 (也, 或 一 组 数学 符号 ,例如 (3,) 二 (; ), 称 为 
一 协 变 四 矢量 , 亦 可 简称 矢量 . 由 于 恒等式 


DrX 9 如 加 _ 1 ， 邦 = 和， 
pb 0 
协 变 矢量 的 变换 关系 (7.4) 又 可 表 为 
9 _ 9p Iz’ _ 
gx 一 xr’ art? 一 0,1,2,3, (7.6) 
或 
/ QZ 
ax = Fn p= 0,1,2,3， (7.7) 


其 中 3 二 -人 .同样 ,由 恒等式 


+ ar*t 
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zy az 0， 否则 ， (78) 
可 将 反 变 矢量 的 变换 关系 (7.3) 表 为 
dz = dz，， = 0,1,2,3, (7.9) 
用 此 式 可 将 时 空 点 间 的 微分 距离 平方 (7.1) 表 为 
(ds)* = gdr*dz”, (7.10) 
其 中 
gl = gu 52 2 py = 0,1,2,3. (7.11) 


这 便 是 协 变 度 规 张 量 在 不 同 坐 标 系 间 的 变换 关系 ,可 作为 一 般 二 阶 协 变 张 量 ( 工 ,,) 
的 变换 关系 ,后 者 可 表 为 
dm ar 


T = Ti SS oS, pv = 0,1,2,3. (7.12) 


ALY 9drr* or’” 》 
(gw) 作 为 一 对 称 矩 阵 可 以 对 角 化 .要 求 每 一 坐标 的 非 零 间 隔 都 对 应 一 非 零 时 
空 距离 ,对 (gm) 为 对 角 和 矩阵 的 坐标 系 这 就 要 求 每 一 对 角 元 都 非 零 .和 抢 阵 的 行列 式 


g 在 此 情形 中 为 对 角 元 的 积 ,因而 非 零 . 在 坐标 变换 中 出 现 的 { 225 ) 和 |( < 都 


可 以 jz 为 行 指标 v 为 列 指标 排 成 矩阵 ,将 此 二 矩阵 的 行列 式 分 别 记 为 | 3 到 | 和 
| 至 -| ,它们 是 相应 坐标 变换 的 雅 可 比 ?. 要 求 坐标 变换 中 互相 变换 的 两 坐标 系 是 


一 一 对 应 的 ,因而 存在 道 变换 , 雅 可 比 非 零 . 将 (7.11) 看 作 惩 阵 关 系 ,右边 为 三 个 矩 
阵 的 积 . 取 此 式 两 边 和 矩阵 的 行列 式 得 


-| 2 .1 


可 见 g 的 值 虽 与 所 选 坐 标 有 关 , 但 g 是 否 为 零 却 与 坐标 的 选择 无 关 . 既然 在 (gw ) 
为 对 角 和 矩阵 的 坐标 系 中 g 非 零 ,在 任 一 坐标 系 中 它 便 都 不 是 零 . 要 求 g 是 时 空 点 
的 连续 函数 .由 于 在 每 一 时 空 点 上 它 都 不 能 为 零 ,在 整个 时 空中 它 便 只 能 取 同 一 种 
符号 ,或 恒 正 ,或 恒 负 . g 既 非 零 ,\gw) 必 有 逆 和 矩阵 ,将 它 记 为 (8 )， 


8 BW 一 OF . (7.14) 
由 (7.8),(7.14) 和 (7.5) 知 
vazxarz az az .art az 
8 a pod ‘ByA’ Dr ar’ = gf D 8 ar’ 
_ azx az _ 
az 


D Jacobi. 
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可 见 变换 

2Z 3z 
OZ 9 好 
使 gg 人 = ,保证 关系 (7.14) 在 坐标 变换 中 不 变 . (gz ) 称 为 反 变 度 规 张 量 .一 
般 地 称 按 


‘py 二 


~ (7.15) 


jy QL az 
1 7 a ar (7.16) 
变换 的 量 ( TY ) 为 二 阶 反 变 张 量 . 
夺 一 个 有 m 个 上 标 和 个 下 标的 量 ( 工 i 经 各) 在 坐标 变换 中 按 
T Hit pn IL IAL... OT re ar 9z%... 92% (7.17) 


YY a om gz 2% dX "M19T gz 
变换 则 称 为 m 阶 反 变 n 阶 协 变 张 量 ,简称 m. + n 阶 张 量 . 坐标 变换 中 的 不 变量 称 
为 标量 ,可 当 作 零 阶 张 量 .一 阶 张 量 简称 矢量 ,二 阶 张 量 简称 张 量 . (7.17) 表 明 ,将 
一 个 mi 阶 反 变 n1 阶 协 变 张 量 的 各 分 量 和 一 个 mm 阶 反 变 no 阶 协 变 张 量 的 各 分 
量 相 乘 ( 直 乘 ) 得 到 的 4”1* ”+ "1!% 个 分 量 组 成 一 mi+ m2 阶 反 变 n1 + ns 阶 协 变 
张 量 . 而 由 (7.8) 知 ,者 令 张 量 的 一 个 上 标 和 一 个 下 标 取 值 相同 ,并 将 张 量 对 这 一 对 
取 值 相同 的 上 下 标 从 0 到 3 求 和 , 便 会 得 到 一 个 新 张 量 , 它 的 反 变 和 协 变 的 阶 分 别 
比 原 张 量 少 1. 具体 说 来 ， 在 (Tu A ,”) 是 一 m 阶 反 变 n 阶 协 变 张 量 , 则 


(Tom- 如 ) 是 一 m 一 1 阶 反 变 一 1 阶 协 变 张 量 , 称 为 原 张 量 的 收缩 .由 这 些 性 
质 可 用 一 个 张 量 来 上 提 或 下 放 另 一 张 量 的 标号 . 特别 用 度 规 张 量 上 提 或 下 放 标号 
得 到 的 张 量 还 认为 是 原来 的 张 量 , 只 是 将 一 个 下 标 改 成 了 上 标 或 将 一 个 上 标 改 成 


了 下 标 .例如 
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gw Tz Hn 一 = TY2. ol 
(1.18) 


BT ly Hn-it 一 一 Ti Hm-1 


(7.14) 则 表明 
2 a 一 Or ,. (7.19) 
既 含 上 标 又 含 下 标的 张 量 称 混合 张 量 ,此 式 表明 (5) 是 一 混合 二 阶 张 量 , 且 就 是 
混合 度 规 张 量 . 
(7.13) 表 明 伴随 坐标 变换 还 有 另 一 种 形式 的 变换 , 即 乘 以 雅 可 比 | S| 的 若 
干 次 短 . 若 量 (9 各 后) 在 从 z 到 xz 的 坐标 变换 中 按 


ti y” y, y” 
GH 二 az 9dr 9dr 97x* Eg ZI 9Z2 9 
“oe “ / / / 

YY 9x 1 dl Drp2 dem Yi, 2 kd ox”2 OT 


(7.20) 
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变换 便 称 为 权 为 w 的 m 阶 反 变 n 阶 协 变 张 量 密度 . (7.13) 表 示 


， azxr’ | -2 
g =g8|37| ， (7.21) 
g 为 权 为 -2 的 标量 密度 . 定义 
d4z =dz0dzldz2dz3， (7.22 ) 
在 坐标 变换 中 它 按 
d = | 2 || dz (7.23 ) 
变换 ,| < | 为 雅 可 比 | 2- | 的 绝对 值 .此 式 与 (7.21) 一 起 表明 VTE[dz 为 坐标 


变换 中 的 不 变量 ,可 作为 时 空 元 dz 中 点 集 的 测度 , 亦 即 四 维 时 空 的 不 变 体积 元 . 
实时 空 坐标 (zx? ,zx!,x?, zz ) 到 实时 空 坐标 (x” ,x ,zz ) 的 变换 称 为 实 

坐标 变换 . (7.13) 表 明 实 坐标 变换 不 改变 g 的 符号 .前 已 证 明 g 的 符号 在 整个 时 

空中 各 点 都 是 一 样 的 .在 远离 质量 的 真空 中 度 规 张 量 应 趋 于 闵可夫 斯 基 度 规 ， 

—1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 (7.24) 

0 00 1 

g= 一 1; 在 整个 时 空中 各 点 遂 缘 有 g<0, 且 这 一 性 质 与 坐标 系 的 具体 选择 无 关 . 

于 是 |g| = - g, 时 空 元 dz 中 点 集 的 测度 , 亦 即 四 维 时 空 的 不 变 体积 元 遂 为 


v -gdz. 在 闵可夫 斯 基 时 空 区 域 ,g = 一 1, 不 变 体积 元 有 正确 的 极限 dz 


$7.2 大 量 平移 , 仿 射 联络 与 协 变 微 商 ,梯度 、 旋 度 
和 和 散 度 的 一 般 表 达 式 


(go) = (Nw) = 


在 一 般 坐标 变换 中 ,矢量 和 张 量 的 线性 变换 系数 5 或? 世 . 与 变换 所 在 时 空 
位 置 有 关 , 一 般 是 逐 点 不 同 的 .这 使 不 同 点 矢量 的 线性 组 合 不 再 按 矢量 变换 ,从 而 
不 再 是 矢量 ;不 同 点 张 量 的 线性 组 合 不 再 按 张 量变 换 ,也 不 再 是 张 量 .一 般 说 来 不 
能 直接 比较 不 同 点 的 矢量 或 不 同 点 的 张 量 .为 了 比较 一 点 和 另 一 点 的 矢量 ,要 将 此 
点 的 矢量 平移 到 另 一 点 , 令 其 按 另 一 点 的 矢量 变换 ,再 与 那 一 点 的 矢量 比较 . 设 zx 
三 (zt) 点 的 协 变 矢量 (A,) 平 移 到 z+8z 二 (zz +8zx*) 点 后 成 为 该 点 的 矢量 (A, + 
834,), 且 (34, ) 与 (4.) 和 (zx) 间 分 别 具 线性 关系 .将 此 关系 表 为 
3A, = Adz’, (7.25) 
数组 (Ti,) 称 为 x 点 的 仿 射 联络 .将 z+ 3z 点 的 变换 系数 用 z 点 的 变换 系数 表 出 
得 
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9 9 Ca oa 
dz“*lztr gz2lz az2az4 
要 求 (A, + 5h,) 按 z+6z 点 的 矢量 变换 ,从 而 
A + TAASBz" = (3 jE ad (A + TRANS ). 
将 右边 乘 开 , 取 到 坐标 微分 的 一 次 蜂 , 并 利用 变换 关系 
/ 9Z4 ， 
A, = 一 4，A…= DA4w， (7.27) 
和 (7.9) ,得 仿 射 联络 在 坐标 变换 中 的 变换 关系 
Pa 2 Or az 9x azr Ix, 
1 drrtoar’” PY drt axr’” dr LY 
这 是 一 个 非 齐 次 变换 , 而 不 是 张 量 的 齐 次 线性 变换 . 仿 射 联络 不 是 张 量 . 
标量 在 坐标 变换 中 不 变 .这 种 不 变性 与 各 点 的 坐标 变换 均 无 关 , 即 与 标量 的 所 
在 点 无 关 . 可 以 将 标量 随意 地 从 一 点 移 到 另 一 点 ,而 不 需 变 动 . 符 将 z 点 的 标量 S 
平移 ' 到 z+6z 点 后 称 为 S$S+5S, 则 6S=0. 反 变 矢量 (A*) 与 协 变 矢量 (B,) 的 标 
量 积 


dT. (7.26) 


ya 


(7.28) 


S = A*B, 
为 一 标量 . 设 从 工 平 移 到 xz +6z 后 (A?*) 变 为 (Ar +6A*),(B,) 变 为 (B,+6B,). 按 
(7.25) 
6B, = TBa dx’. 
到 5z 的 一 次 医 , S 应 变 为 
A*B, + A*B, + ASB， = S + $A*B, + A*T%B, Sx”. 
由 平移 中 8S =0 得 z 
(5A*)B, 二 一 A*TYB, dx". 
由 (B, ) 的 任意 性 知 
6A* = 一 及 AS (7.29) 
反 变 矢量 在 平移 中 的 改变 由 同一 仿 射 联络 (区 ) 按 (7.29) 表 达 . 容易 验证 :只 要 
(4 ) 和 (3z) 按 ( 必 ) 点 的 反 变 矢量 变换 , (TT%) 按 (7.28) 变 换 , (Ar + 54*) 就 按 (xz 
+ 6z’) 点 的 反 变 矢量 变换 .由 (7.25) 和 (7.29) 推 广 , 可 得 一 般 张 量 的 平移 公式 .将 
(zz) 点 的 张 量 (T%t 如 …) 平 移 到 (zr + 6x7) 点 ,得 张 量 (T%0 如 ;… + 5T%41b2;…), 其 中 
的 变更 
OT = TE 8 + Dy To B22 + 
- Tha 一 TS -…. (7.30) 
此 式 虽 显得 复杂 , 却 不 难 验证 :由 此 和 定义 的 量 [ To 名;… (zx ) + 67TV0b2'… (zt )] 确 实 
按 (z+ 56x) 点 的 张 量变 换 , 即 是 该 点 的 张 量 . 
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将 (zr+ dx) 处 的 张 量 [Teto'(zr + dzxr)] 平 移 到 (zz ) 点 ,平移 中 的 坐标 变 


更 为 (zx)=( 一 dzxr). 将 平移 后 得 到 的 张 量 减 去 该 张 量 在 (xr) 点 的 值 , 取 到 (dxr) 
的 一 次 短 , 得 该 张 量 在 (xz) 点 的 协 变 微分 
gy Te 
DT = dr + Th Tote drt + Th Th .det + 
一 Tv Ti 本 dr1— Ty ,TDT 2 dx’2 — …， (7.31) 


它 是 (之 ) 点 的 张 量 . 
定义 张 量 Ti,2.. 在 (xz) 点 的 协 变 微 商 


AT 
DH 
Te 
+ TAT + TT + 
-Tt — DT (7.32) 


可 将 (7.31) 表 为 
DT = Th dt. (7.33) 


这 很 像 通 常 全 微分 的 表达 式 ,只 是 用 协 变 微 商 代替 了 通常 的 偏 微 商 .下 面 证 明 ; 协 
变 微 商 (7.32) 组 成 张 量 .这 只 须 证 明 


定理 ”车 对 任 一 张 量 (Ar )， 


Spa 一 Ari pa Br 2 (7.34) 
均 组 成 张 量 , 则 BA ;2 也 组 成 张 量 


证 将 (7.34) 两 边 从 (zz ) 华 标 系 变 人 (x) 举 标 系 ， 左边 得 


2 2 od od 
A A A 加 Dr cl 9 六 “2 OZ 721 dz 2 91 za ,,, 9T1 1 OZ2 2 . pr pp 


Plsp2 opi Om Om dl dm2 az 人 az drP1l 9rP2 V2 2 


gz ol oz“ 3z”1 9zr "2... OZ gz22 az 1 OZ 2 2 ,A Ap BA 2 国 
OZ 972 9m1 972 az arp 9r “41 9 并 py 1772， psy 1 2 


,0g OT 1 OL 9z”"2... QT1 9272. 到 oo 
azxl dr? 9rP19xP2 “az prvi (7.35) 
在 末 一 等 号 处 用 了 恒等式 
az az 
dr”? dm 一 0 , (7.36) 
和 张 量 ( At+ 人 2 ) 的 变换 性 质 
AMaavo2 pa _ dr az 9z ” qT 1 az ， .Ap 
P1’P2» 9X1 ga a 9dr?1 9x ‘py V1 v2 
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在 (zx“*) 坐 标 系 中 ,(7.34) 右 边 为 


A”“1’2 0 ‘10 2 
p1’ P22" o,p Pp 2 


与 (7.35) 比 较 , 由 A'1'p.…” 取 值 的 任意 性 知 


i107 _ 9x az 9X”? 2 97 azr1 3zr2 ,RAL 
o,p1°02."" ami Dep2 gx < Dr ‘pi 9 /23 Hv v2 


这 正 是 张 量 (Bra， .….) 的 变换 规则 ， Ba 2 .确实 组 成 张 量 .证 毕 . 


PA 


同样 方法 也 可 证 明 ， 知 对 任 一 张 量 (BA ), (7.34 ) 表达 的 
S 2 ak2… 均 组 成 张 量 , 则 (7.34) 右 边 的 4 2 也 组 成 张 量 . 


1， Y2， ,71 ,72 9 “ 


由 于 (7.33) 的 左边 , 即 DT,* 2 .组 成 张 量 ， 右边 的 dxx 也 组 成 一 阶 张 量 , 按 上 


述 定理 , 它 右边 的 协 变 微 商 Tv …ix 也 组 成 张 量 ， 


在 ( 履 ) 欧 几 里 得 空间 中 ， 某 量 对 各 坐标 微 商 的 集合 称 为 访 量 的 梯度 由 此 推广 
到 一 般 的 度 规 空 间 , 可 称 (7.32) 定 义 的 协 变 微 商 的 集合 为 张 量 (T% 各 ;… ) 的 协 变 
梯度 ,简称 梯度 .特别 地 ,标量 ?是 零 阶 张 量 ， 它 的 协 变 微 商 按 (7. 32) 为 


$,, = .38 (7.37) 


就 是 对 坐标 的 偏 微 商 .由 (7.4) 也 可 直接 看 出 ,标量 对 坐标 偏 微 商 的 集合 是 一 协 变 
矢量, 即 一 阶 协 变 张 量 .一 般 度 规 空间 中 标量 的 梯度 与 普通 梯度 的 定义 一 致 . 


由 协 变 矢量 (A ) 可 定义 
PF, A,,, — A,,, 
5A 94, 
= 3 3 (Th Te)A. (7.38) 


它们 组 成 一 反对 称 二 阶 协 变 张 量 ( 开 。) , 称 为 矢量 (A ) 的 协 变 旋 度 ,简称 旋 度 .还 
可 定义 反 变 矢量 (Ar* ) 的 协 度 散 度 
9Ar 


4 = 
Asp = Fr + DA’, (7.39) 


简称 散 度 ,是 一 标量 . 


$7.3 等 效 原理 , 仿 射 联络 的 对 称 性 及 其 与 度 规 张 量 的 
关系 , 旋 度 、 散 度 及 达 轩 贝尔 算 符 


上 两 节 一 般 讨 论 了 度 规 空间 的 几何 ,是 纯 数 学 ,没有 输入 任何 物理 内 容 . 现 在 
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将 它 用 于 引力 场 论 .广义 相对 论 的 引力 场 论 基 于 等 效 原理 . 强 等 效 原理 称 : 

“在 每 一 时 空 点 可 选择 一 坐标 系 , 从 其 中 看 ,自然 规律 在 该 点 附近 的 表现 与 在 
无 引力 条 件 下 的 惯性 系 中 的 表现 相同 .” 

爱 因 斯 坦 训 欢 用 人 们 在 升降 机 中 的 感受 来 说 明 这 一 原理 .确实 ,一 个 在 均匀 引 
力 场 内 自由 下 落 的 升降 机 中 ,人 们 感受 不 到 外 面 环境 对 他 们 的 引力 .如 果 升 降 机 本 
身 产 生 的 引力 可 以 忽略 不 计 , 人 们 会 看 到 升降 机 中 的 物体 按 无 引力 条 件 下 惯性 系 
中 的 物理 规律 运动 .例如 服从 牛顿 第 一 定律 :不 受 其 他 外 力作 用 的 物体 , 静 者 恒 静 ， 
动 者 恒 作 等 速 直 线 运动 , 即 作 惯 性 运动 .地 球 可 视 为 在 太阳 引力 作用 下 目 由 下 落 的 
“升降 机 ”, 以 地 球 为 参考 系 的 人 们 观察 不 到 太阳 对 他 们 和 他 们 周围 物体 的 引力 .月 
球 和 人 造 地 球 卫星 可 视 为 在 太阳 和 地 球 引 力作 用 下 自由 下 落 的 “升降 机 ” ,以 其 中 
某 一 卫星 为 参考 系 的 人 也 观察 不 到 太阳 和 地 球 对 他 和 他 周围 物体 的 引力 . 人们 发 
现 ,只 要 将 被 选 作 参考 系 的 那个 星体 的 引力 当 外 力 ,虽然 该 参考 系 相对 太阳 和 地 球 
在 作 加 速 运动 ,其 中 物体 仍 按 惯 性 系 的 物理 规律 运动 ,而 且 周 围 星体 的 引力 对 他 们 
说 来 也 是 不 存在 的 .这 种 现象 来 源 于 下 述 规律 :物体 的 引力 质量 恒 等 于 它 的 惯性 质 
量 .这 便 是 弱 等 效 原 理 ,简称 等 效 原理 . 弱 等 效 原理 导致 上 述 现象 的 条 件 是 所 论 过 
程 中 引力 场 在 时 空中 是 均匀 的 , 即 在 参考 体 所 占 空 间 中 是 均匀 的 ,在 过 程 延 续 的 时 
间 中 是 恒定 的 .由 这 种 现象 并 不 能 导出 强 等 效 原理 . 强 等 效 原 理 是 从 这 种 现象 中 抽 
象 出 来 的 . 它 假设 引力 场 均匀 的 时 空 区 域 趋 于 一 时 空 点 时 这 种 现象 在 该 无 穷 小 时 
空 区 域 中 仍然 存在 .这 种 假设 是 否 正确 只 能 由 它 的 推论 是 否 与 实验 一 致 来 检验 . 广 
义 相 对 论 的 结论 与 迄今 的 实验 结果 一 致 可 认为 是 对 强 等 效 原理 的 证 明 . 其 实 这 种 
抽象 是 建立 每 种 理论 时 都 必须 的 . 正 是 设 库仑 定律 .安培 定律 ,法拉 第 定律 和 不 存 
在 自由 磁 荷 等 实验 规律 在 每 一 时 空中 附近 的 无 穷 小 区 域内 者 成立, 才 建 立 起 电磁 


场 理 论 的 麦克 斯 韦 方程 组 . 
各 
_9¢ 
A, = J (7.40) 
则 按 (7.38) 
F, = (TD, — TW)A,. (7.41) 


按 强 等 效 原理 ,可 在 每 一 给 定点 取 一 局 域 无 引力 的 惯性 系 , 并 在 其 中 取 笛 卡 儿 坐 
标 . 由 于 在 此 坐标 系 中 矢量 不 因 平移 而 变 , 六 ,=0， 

Fw = 0. (7.42) 
此 式 表明 张 量 ( 下 , ) =0. 由 于 张 量 作 线 性 齐 次 变换 ,如 果 它 在 一 个 坐标 系 中 为 零 ， 
便 在 所 有 坐标 系 中 为 零 ,(7.42) 在 所 有 坐标 系 中 成 立 . 即 对 (7.40) 定 义 的 矢量 
(4A,),(7.41) 右 边 恒 为 零 .由 标量 $ 的 任意 性 知 


@ 参阅 本 从 书 第 一 卷 《 经 典 力学 》p346( 科 学 出 版 社 2002). 
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Dm, = 有 (7.43) 
仿 射 联络 蕊 ,对 交换 其 下 标 对 称 .利用 这 一 对 称 性 可 将 协 变 旋 度 的 表达 式 (7.38) 
简化 为 
9A OA 


一 2 一 一 
PF, J gr (7.44) 


与 普通 旋 度 的 表达 式 一 样 . 
在 每 一 时 空 点 附近 无 穷 小 区 域 的 局 域 无 引力 惯性 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 度 规 张 量 


由 (7.24) 表 示 ， 因而 有 2 =0, 加 之 Th, =0, 使 得 在 此 坐标 系 中 


9 
So 一 Ee 一 Ti go 一 AS = 0. (7.45) 


由 于 (gy,;; ) 是 张 量 ,只 要 在 一 个 坐标 系 中 为 零 便 在 所 有 坐标 系 中 为 零 .(7.45) 在 
所 有 坐标 系 中 成 立 , 是 一 个 普遍 表达 式 .通过 对 下 标 u,v 和 4 的 轮换 ,还 可 从 
(7.45) 得 到 


ar’ 
9 
3 一 Sm 一 了 wu gyo = 0. 
将 此 二 式 相 加 , 减 去 (7.45) 后 再 除 以 2, 利 用 gs 和 Ti 对 交换 下 标的 对 称 性 ,得 
9 9 9 
oa 


将 此 式 中 的 4 改 成 1 ,再 在 两 边 乘 以 ex* 后 对 求 和 ,利用 (7.14) 得 
0 

此 式 是 强 等 效 原理 的 推论 ,表示 广义 相对 论 时 空中 仿 射 联络 与 度 规 张 量 的 关系 .由 
此 式 和 度 规 张 量 的 对 称 性 可 直接 推 得 仿 射 联络 对 下 标的 对 称 性 (7.43). 

本 书 第 一 卷 《经 典 力学 ) 的 $ 10.3 中 证 明了 :车 关系 (7.47) 成 立 则 在 每 一 时 空 
点 都 存在 局 域 无 引力 惯性 笛 卡 儿 坐 标 系 . 与 本 节 上 述 结果 合 起 来 便 可 得 出 结论 : 仿 
射 联络 与 度 规 张 量 的 关系 (7.47) 是 强 等 效 原理 成 立 的 充分 兼 必 要 条 件 . 

由 (7.47) 推 得 


n= 3 pa 32 (7.48) 
这 个 表达 式 提 示 T%, 可 能 与 (g,) 的 行列 式 g 的 阴 分 有 关 g 的 微分 由 (gw) 中 每 一 
元 素 g。 的 微分 引起 ， 
dg = f”dg,,, (7.49) 
与 dgw 相 乘 的 因子 ?应 是 gj 在 g 中 的 代数 余 因 子 , 它 们 之 间 有 关系 
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fgw = gO ». (7.50) 
由 于 g 关 0, 此 式 完 全 确定 了 代数 余 因 17. 与 (7.14) 比 较 知 


f° = ge . (7.51) 
代入 (7.49) 得 
dg = gg’ dg (7.52) 
可 见 
_ 119g 1 dv-g dv-g 
了 各 本 2pg D74 加 V 一 8 dx 加 3 ” (7.53) 
将 此 式 代 入 协 变 散 度 的 表达 式 (7.39) ,可 将 它 简 化 为 
rr -1 9 /一 -An 
43v = /= pr gAr. (7.54) 
特别 地 ,由 标量 #$ 可 构造 反 变 矢量 
big 2 = 3 , 4 = 0,1,2,3, (7.55) 
称 为 $ 的 反 变 梯度 . 它 的 散 度 为 
yx __l1l 3 ,3 
L$ 三 史 7 浊 V 一 8 a ge ar”’ (7.56) 
其 中 
__1 9 一 9 
= 3 V 一 gor I (7.57) 


为 达 庆 贝尔 算 符 在 广义 相对 论 时 空中 的 推广 , 仍 称 为 达 朗 贝尔 算 符 . 


$7.4 矢量 平移 的 可 积 性 问题 , 黎 曼 曲率 张 量 与 曲率 ， 
( 寿 ) 欧 几 里 得 空间 的 充分 兼 必要 条 件 


可 沿 不 同 路 径 将 矢量 从 一 点 平移 到 另 一 点 .大 平移 的 结果 只 与 始末 点 有 关 , 而 
与 平移 的 路 径 无 关 , 则 称 此 空间 的 矢量 平移 是 可 积 的 ,否则 是 不 可 积 的 .这 便 是 矢 
量 平移 的 可 积 性 问题 .在 ( 履 ) 欧 几 里 得 空间 (包括 闵可夫 斯 基 时 空 ) 中 恒 可 取 ( 寿 ) 
箔 卡 儿 坐 标 ,使 度 规 张 量 在 其 中 处 处 相同 ,从 而 按 (7.47) 仿 射 联络 处 处 为 零 .由 
(7.25) 和 (7.29) 知 ,这 使 矢量 在 平移 中 不 变 , 且 这 一 结果 与 平移 路 径 无 关 . 可 见 ， 
( 履 ) 欧 几 里 得 空间 (包括 闵可夫 斯 基 时 空 ) 中 平移 是 可 积 的 . 

现在 考虑 一 般 情形 . 设 将 矢量 (A, ) 由 z 点 平移 到 z + 93z 点 后 再 平移 到 z++ 
Dizt+tBz 点 , 按 (7.25) 它 的 w 分 量 将 由 A.(z) 变 为 

A, (zx) + (rz)A (zr)dr + D(z tOr)A(r tor)dbr 
=A,(xz)+ D(z)A (xz)dr’ 十 T(x)A(r)br 
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9 有 4 ， , , 
十 3 TIT 十 Ta (TITE rT)A (rT dr 9 


其 中 仿 射 联络 的 偏 微 商 在 zx 点 取 值 .类 似 地 ,将 矢量 (A, ) 先 由 xz 点 平移 到 z+ zx 
点 ,再 平移 到 z+51z+5z 点 , 它 的 4 分 量变 为 
As(z) +T (zr)A zr) t+Tor+dzr)A (r+t hr)dr 


=A,(z) +T% (rz)A (rd +t T(z)A (rz) 
+ ATUT he 十 TTT (zr) A (zr) dr dr . 
将 两 者 的 差 记 为 


AA, = R*\Adz bx’, (7.58) 
其 中 
9， aTr4 ， 
A ” 二 化 -一 2 A ′ 一 A 0 “ 。 bd 


(7.58) 表 示 的 (AA, ) 是 矢量 (A,) 自 z 点 沿 两 条 不 同 路 径 平移 到 z+ 61x+ x 后 
得 到 的 两 个 矢量 的 差 . 如 果 平 移 是 可 积 的 ,(7.58) 右 边 应 对 任意 的 (Ai)、3iz 和 
2z 都 是 零 , 即 (7.59) 定 义 的 (R* ,ow ) 必 须 为 零 .从 一 点 到 另 一 点 的 两 条 不 同 路 径 
围 成 一 条 闭合 回路 .矢量 平移 结果 与 路 径 无 关 等 同 于 绕 闭 合 回路 平移 一 周 矢量 不 
变 . 以 上 论证 表明 如 
Ri ww =0 (7.60) 

则 矢量 绕 一 无 穷 小 闭合 回路 平移 一 周 不 变 .然而 ,一 有 限 闭 合 回路 围 成 的 任 一 曲面 
可 划分 为 许多 小 网 格 ,这 些 网 格 恰 不 重 玲 地 布 满 整 个 曲面 . 这 种 划分 可 无 限 进行 ， 
以 使 每 一 网 格 变 得 无 穷 小 .矢量 绕 有 限 闭合 回路 平移 一 周 的 变更 等 于 绕 其 中 每 一 
网 格 边缘 平移 一 周 的 变更 之 和 .既然 (7.60) 保 证 矢量 绕 一 无 穷 小 网 格 边缘 平移 一 
周 不 变 , 便 保 证 它 绕 任 一 闭合 回路 平移 一 周 不 变 . (7.60) 是 矢量 平移 可 积 的 充分 兼 
必要 条 件 . 

(AA, ) 既 是 z+61z+5z 点 两 矢量 的 差 , 便 是 该 点 的 矢量 . 当 5.z 和 x 都 
趋 于 零 时 (AA, ) 是 z 点 的 矢量 , (7.58) 正 是 在 Siz 和 5x 趋 于 零 的 条 件 下 得 到 
的 , 它 的 右边 就 是 z 点 的 矢量 .由 于 232z,3iz 和 (A ) 分 别 都 是 矢量 , $7.2 证 明 的 
定理 便 依次 保证 (R* ,Ai51z’),(R* A) 和 (R* ww ) 为 张 量 . 

以 上 论证 中 用 到 无 穷 小 量 . 这 种 论证 其 实 是 严格 的 ,但 有 些 人 可 能 不 习惯 .为 
了 消除 因此 引起 的 不 悦 ,下面 用 微 商 代替 微分 来 论证 (R* ) 是 张 量 . 将 协 变 矢 量 
(A.) 先 对 之 求 协 变 微 商 ,再 对 之 求 协 变 微 商 ,得 


7 


9A , 
Ai 一 蒜 一 PaAiji 
FA, nm 3a4， 3Da 


za Hogr’ 9 A 


"2716 


39A aA 
— 荆 % Iw tT ‘TAA, — Th, 3 + ToT pi. (7.61) 


将 此 式 右边 的 v 和 vy 对调 , 即 得 A,,,,,. 将 两 者 相 减 ,注意 对 不 同 坐 标 相继 作 普 通 
偏 微 商 的 结果 与 微 商 次 序 无 关 , 且 仿 射 联络 对 下 标 对 称 , 得 
Ai 一 Ai = R‘ wa， (7.62) 
其 中 R ,由 (7.59) 表 示 , 此 式 左边 显然 是 张 量 ,( A, ) 是 矢量 ,因此 , 按 $7.2 的 定 
理 ,(R’ ,w ) 是 张 量 , 称 为 黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 2 张 量 ,简称 黎 曼 张 量 . (7.62) 表 明 ， 
如 有 果 黎 曼 张 量 不 为 零 ,一 个 非 零 矢量 对 两 个 不 同 坐 标 相 继 作 协 变 微 商 的 结果 与 微 
商 的 次 序 有 关 , 称 为 协 变 微 商 的 不 对 易 性 . 
一 个 欧 几 里 得 空间 存在 一 个 全 局 的 笛 卡 儿 坐 标 系 ,其 中 的 坐标 轴 为 直线 , 度 规 
张 量 与 位 置 无 关 , 并 可 对 角 化 ,在 取 适 当 长 度 单位 后 可 表 为 
gw = Ow: (7.63) 
如 果 将 此 式 推广 为 
go =+ Oy,, (7.64) 
tah 闵可夫 斯 基 时 空 就 是 硒 欧 几 里 得 空间 .由 于 上 列 性 质 , 欧 
里 得 空间 和 尾 欧 几 里 得 空间 称 为 平 直 空间 .将 (7.63) 和 (7.64) 分 别 代 和 人 (7.47) 
生平 s 间 在 采用 箔 卡 儿 坐标 系 时 仿 射 联络 为 零 , 从 而 按 (7.59) 黎 曼 张 量 为 等 . 然 
而 张 量 在 不 同 坐 标 系 之 间作 线性 齐 次 变换 ,在 一 个 坐标 系 中 为 零 便 在 所 有 坐标 系 
为 零 .可 见 平 直 空 间 中 黎 曼 张 量 处 处 为 零 . 黎 曼 张 量 不 处 处 为 零 的 空间 必 是 不 平 直 
的 .不 平 直 的 空间 称 为 弯曲 空间 . 非 零 的 黎 曼 张 量 表现 了 空间 的 弯曲 . 黎 曼 张 量 又 
称 黎 曼 曲率 张 量 .弯曲 空间 的 几何 便 称 为 黎 曼 几何 . 
现在 来 探讨 一 个 反问 题 : 黎 曼 张 量 为 零 的 空间 是 否 一 定 是 平 直 的 , 即 是 否 能 在 
其 中 建立 一 个 全 局 的 笛 卡 儿 坐 标 系 ,使 度 规 张 量 处 处 都 具有 (7.64) 的 形式 . 
任 取 一 点 X ,该 点 的 反 变 度 规 张 量 (g% ) 是 一 实 对 称 矩 阵 ,因而 必 有 实 正 交 和 盾 
阵 (De , ) 使 其 对 角 化 : 


De .82wDA ， = g “6o ， (7.65 ) 
g“ 为 非 零 实数 . 令 
V(X)= De ,/V1g”|, (7.66) 
即 有 
Vr ,(X)g*Vi,(X) = F=f, (7.67) 
1 三 于 一 土工. (7.68) 


‘a | 


| g 
(7.67) 可 视 为 X 点 反 变 度 规 张 量 的 变换 ,将 它 从 (g* ) 变 成 了 (区 ). 若 每 一 点 的 反 


DD Riemann-Christoffel. 
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变 度 规 张 量 都 能 变 成 同一 个 (x), 则 空间 是 平 直 的 .与 (7.67) 相 伴随 的 坐标 微分 
的 变换 为 
de = V° ,(X)dx. (7.69) 

它 表 示 Vr" 在 这 里 扮演 坐标 架 的 角色 .新 坐标 系 第 a 基本 矢量 用 旧 坐 标 系 基本 矢 
量 展 开 的 第 y 分 量 为 VV, , 它 也 就 是 旧 坐 标 第 w 基本 矢量 用 新 坐标 系 基 本 矢量 展 
开 的 第 a 分 量 .对 一 个 选 定 的 矢量 dé, 它 在 一 给 定 坐 标 系 (例如 此 处 的 新 坐标 系 ) 
中 的 诸 分 量 都 是 确定 的 数 ,与 坐标 系 的 选取 再 无 关系 .在 (7.69) 右 端 对 矢量 (dz ) 
作 变 换 时 ( Vr ,( 久 )) 也 必须 作 相 应 的 变换 ,以 保证 左边 的 de 不 变 .de 在 这 种 变 
换 中 表现 为 标量 . 按 $7.2 中 证 明 的 定理 , V* , 对 下 标 j 组 成 协 变 矢量 . 现在 的 问 
题 是 ,能 否 将 ( ,) 平 移 到 全 空间 ,建立 起 全 局 的 笛 卡 儿 坐 标 系 . 

本 节 一 开始 便 已 证 明 ， 如 黎 曼 张 量 处 处 为 零 ,矢量 平移 便 在 全 空间 可 积 . 在 此 
条 件 下 可 将 矢量 (办 ,) 从 六 点 平移 到 空间 中 的 任 一 点 ,平移 得 到 的 协 变 矢量 
(VV (Zz)) 只 与 起 始点 X 终了 点 z 和 起 始 处 的 协 变 矢量 ( V?* , (XX)) 有 关 , 而 与 平 
移 的 路 径 无 关 . 平 移 的 结果 , 按 (7.25) ,完全 由 微分 方程 


= Tov (7.70) 
决定 .此 式 表 明 
-0 (7.71) 
因而 必 存 在 标量 f(z) 使 
Tv = 和 (7.72) 


(zx) 既是 标量 便 只 是 空间 点 的 函数 ,与 坐标 系 的 选择 无 关 . 它 对 上 标 a 的 集合 
é(z) 寺 (色色 (zx)) 可 用 来 表示 空间 点 ,成 为 此 空间 的 一 个 全 局 坐标 系 .此 坐标 系 与 原 
先 的 z 坐标 系 间 按 


de = jd = Ve (zx)dr (7.73) 

变换 ,此 坐标 系 的 反 变 度 规 张 量 ( 人 ) 与 z 坐标 系 中 的 反 变 度 规 张 量 (eg ) 则 按 
ge = Vg Vi, (7.74) 
变换 .此 式 右边 为 一 标量 , 协 变 微 商 就 是 普通 微 商 ， 
“ap 
二 = (Vg Ve,) = (Ve pg® Ve,)3p. 
容易 证 明 , 协 变 微 商 也 遵从 菜 布 尼 茨 规则 (本 章 习 题 3) , 便 有 
dg 


3m = Vg VI, + VE ,VE + V yg Ve ,,,. 


(7.70) 表 明 Vr ,= VP,,,=0, 由 仿 射 联络 的 表达 式 (7.47) 可 直接 验证 g”,, =0 
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‘op 
(本 章 习题 4)， 因此 二 -0. gm(z) 处 处 等 于 它 在 工 = X 处 的 初 值 ye. 这 便 证 明 
了 黎 曼 张 量 处 处 为 零 的 空间 必 是 平 直 的 , 即 是 ( 寿 ) 欧 几 里 得 空间 . 
可 定义 全 协 变 黎 曼 张 量 , 它 的 诸 分 量 为 
Raw = go R'” nw. (7.75) 
将 (7.47) 代 入 (7.59) 的 前 两 项 ,得 
9 


pez| Sea ,98m _ a | 
9 xz OXL 


1 , | 9g Dg | | 
一 一 ， 一 一 一 a 十 Om _ _O~ 
2 Be gl8 [gar tam 9x 


+ go [TETY, — TETS,]. 


1 ,9 
Kw D Bi DZ 


由 (7.14) 和 (7.45) 知 
Bae” 5 =— gr? Fg =— gr(T og + Togw). 
代入 上 式 , 利 用 (7.47) 和 (7.14) 得 


rR， -1 | dgu ,IB 38 Be 
Wy YF\grmar rom rar 79 


— TTogo + Togw) + Th(T ego + T og) 
十 go (TETY, 和 TT&,) 


-了 (ee 028 加 Og 9? go ) 
2 \9r97x rm rT97x 9790x 
+ ga (TEI, — ThTS,). (7.76) 
此 式 表 明 ,全 协 变 黎 曼 张 量 具有 很 好 对 称 的 形式 . 即 具 有 
1. 对 称 性 
Ra = Row, (7.77) 
2. 反对 称 性 
Row =— Raw =— Raw = Ron， (7.78) 
3. 循环 性 


Kw 十 Ray 十 人 can = 0. (7.79 ) 


在 局 域 无 引力 惯性 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,IT =0,5E& = 0, 全 协 变 黎 曼 张 量 的 协 变 
微 商 成 为 
R - 工 -2.( -ee + Pg Fg __9 gu ) 
Wp 2 Im\arar da 9rar 79 
由 此 很 容易 验证 ,在 此 坐标 系 中 
Riaw;o + Riaw;y + Riow;n = 0. (7.80) 
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然而 这 是 一 张 量 关系 ,只 要 在 一 个 坐标 系 中 成 立 便 在 所 有 坐标 系 中 成 立 .这 是 一 恒 
等 式 , 称 为 比 安 基 恒等式. 


由 黎 曼 张 量 收缩 得 
人 iv = RK’ xio， (7.81 ) 
( R;, ) 称 为 里 奇 2 张 量 .再 收缩 一 次 便 得 标量 
R = R = emR ， (7.82) 
称 为 曲率 标量 ,简称 曲率 .由 对 称 性 (7.77) 知 
Ra = 8 和 oa = gr Rw = KR, (7.83) 
里 奇 张 量 是 对 称 的 . 


取 局 域 无 引力 惯性 笛 卡 儿 坐 标 系 计算 里 奇 张 量 的 协 变 微 商 .前 面 已 看 到 ,由 于 
度 规 张 量 的 一 阶 微 商 和 仿 射 联络 都 是 零 , 在 这 种 坐标 系 中 可 随意 将 协 变 微 商 写 成 
普通 微 商 ,或 将 普通 微 商 写成 协 变 微 商 ,还 可 将 度 规 张 量 随 意 放 在 微分 号 下 或 抽 到 
微分 号 外 .这 使 得 
aR, 


9 
— AL 一 一 
Ry;y = dx’ 一 了 ES 上 man 一 gCR aon;y 


一 一 g* (Raww;y 十 Raoic) 
一 2 (Raosn 和 Raoic) 
一 下 ii 一 下 Na3a 9? 
在 第 四 等 号 处 用 了 比 安 基 恒等式 (7.80) .经 整理 得 
Ri;y 一 Rn =— R’ Nw;o: (7.84) 
此 式 已 是 张 量 关系 ,因此 在 所 有 坐标 系 中 都 成 立 .在 此 式 两 边 乘 sy 后 对 和 和/ 分 
别 求 和 ,得 
R,, — 2R’,,, = 0. (7.85) 
也 可 将 它 写 为 
(R*,— 0 ,R),, -= 0. 
注意 g* ,= 6Y ,, 此 式 又 可 写 为 
(Re, — #8,R),, = 0. (7.86) 
将 v 提升 为 上 标 后 ,此 式 成 为 
(Re - 方 geR)ix = 0. (7.87) 


(7.85) 一 (7.87) 都 是 张 量 关系 ,因此 都 在 所 有 坐标 系 中 成 立 ， 
@ Bianchi. 
© Ricci. 
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37.5 曲率 张 量 的 惟一 性 问题 


在 承认 仿 射 联络 与 度 规 张 量 的 关系 (7.47) 的 前 提 下 ,空间 的 性 质 完全 由 度 规 
张 量 决定 .上 节 引 进 的 黎 曼 曲率 张 量 是 它 的 导出 量 .里 奇 张 量 和 曲率 标量 则 从 黎 曼 
张 量 导 出 . 黎 曼 张 量 及 其 导出 量 表示 空间 的 非 平 直 性 , 即 表 示 空 间 的 曲率 .特别 是 
黎 曼 张 量 本 身 , 它 是 否 为 零 直 接 表示 空间 是 否 平 直 , 因 而 称 为 曲率 张 量 .现在 要 问 : 
除 黎 曼 张 量 外 ,能 否 由 度 规 张 量 组 成 其 他 曲率 张 量 .这 就 是 曲率 张 量 的 惟一 性 问 
题 . 

首先 ,由 于 度 规 张 量 的 协 变 微 商 是 零 ,不 可 能 通过 求 协 变 微 商 由 度 规 张 量 构造 
其 他 张 量 .为 方便 进一步 的 讨论 ,再 取 局 域 无 引力 惯性 笛 卡 儿 坐 标 系 , 且 只 考虑 这 
类 坐标 系 之 间 的 变换 . 由 于 这 种 变换 前 后 仿 射 联络 都 是 零 ,在 所 选 定 的 点 X, 互 相 
变换 的 z 坐标 系 与 x 坐标 系 之 间 按 (7.28) 须 满足 条 件 

272 ox 
adxrraxr”*|lx dx or’ Ix 
既然 度 规 张 量 的 一 阶 微 商 和 仿 射 联络 都 是 零 ,在 X 点 便 只 能 由 度 规 张 量 的 二 阶 微 
商 组 成 欲求 的 张 量 . 按 (7.45) ,这 也 就 是 由 仿 射 联络 的 一 阶 微 商 来 组 成 .将 (7.28) 
两 边 对 x“ 求 偏 微 商 ,由 (7.88) 知 ,在 X 点 有 
Th _ Be az ,az az' gx dx? OD py 
dx”* drar*"9r* dr rtdrv"oar* oar dr 
要 使 仿 射 联络 一 阶 微 商 的 某 种 线性 组 合 按 张 量变 换 , 必 须 使 其 中 各 项 变换 中 的 非 
齐 次 项 互相 抵消 .(7.89) 中 的 非 齐 次 项 即 其 右边 的 第 一 项 ,对 jy,v 和 x 是 对 称 的 ， 
只 要 线性 组 合 对 其 中 一 对 下 标 反对 称 ,变换 中 的 非 齐 次 项 就 会 抵消 .由 于 (7.89) 左 
边 对 pw 对 称 , 只 能 做 出 对 w 反对 称 的 线性 组 合 
， 9pP2 3972 
T” pr = I? (7.90) 
这 是 x 坐标 系 中 的 量 . 它 与 z 坐标 系 中 的 相应 量 的 变换 关系 , 按 (7.89) 为 
T™ jw = 3 az az IEATY po (7.91) 
正 是 所 选 坐标 变换 中 的 张 量 变换 . 现在 取消 对 坐标 系 的 限制 ,此 量 在 局 域 无 引力 惯 
性 笛 卡 儿 坐 标 系 以 外 的 其 他 坐标 系 中 的 值 由 变换 (7.91) 和 定义 .于 是 (Tu ) 为 张 量 . 
比较 (7.359) 和 (7.90) 知 ,在 局 域 无 引力 惯性 笛 卡 儿 坐 标 系 中 
Te = RY. (7.92) 
这 既是 一 张 量 关系 , 便 在 所 有 坐标 系 中 成 立 . 以 上 构造 的 张 量 就 是 黎 曼 曲率 张 量 . 
当然 ,可 在 定义 (7.90) 右 边 乘 一 标量 因子 ,所 得 张 量 便 是 黎 曼 张 量 与 此 标量 因子 的 
积 . 因 此 可 以 说 , 除 一 标量 因子 外 ,由 度 规 张 量 及 其 一 、 二 阶 微 商 构成 的 张 量 必 是 黎 
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= 0. (7.88) 


(7.89) 


曼 曲率 张 量 .这 便 是 广义 相对 论 时 空中 曲率 张 量 的 惟一 性 . 


37.6 等 效 原理 与 质点 在 弯曲 时 空中 的 运动 , 沿 曲线 的 
协 变 微 商 , 测 地 线 ,时 空 弯曲 与 引力 


质点 在 广义 相对 论 弯曲 时 空中 的 运动 方程 可 由 等 效 原理 导 得 .用 X 表示 质点 
经 过 的 一 个 时 空 点 . 按 等 效 原 理 可 在 该 点 建立 局 域 无 引力 惯性 参考 系 ,从 其 中 看 ， 
一 个 不 受 其 他 外 力作 用 的 质点 在 该 时 空 点 作 惯 性 运动 , 即 作 等 速 直 线 运 动 ,加 速度 
为 零 .在 此 局 域 惯性 系 中 建立 局 域 笛 卡 儿 坐 标 系 号 ,用 名 ,a =0,1,2,3, 表 示 其 中 
质点 的 时 空 坐 标 ,等 效 原理 要 求 


de 一 
1 = 0， (7.93) 
其 中 
dr = TV ~ Maded = TV- gwdr dr ， (7.94) 


它 的 积分 * 是 一 表示 质点 运动 进程 的 标量 , 称 为 原 时 . ( wp) 是 度 规 张 量 (g,) 在 台 


坐标 系 中 的 值 , 由 (7.24) 表 示 . 由 于 dr 为 标量 , | < ) 是 反 变 矢量 , | 是 它 在 己 
坐标 系 中 的 值 ， 

一 般 地 考虑 张 量 沿 一 条 曲线 的 变化 .用 沿 曲线 变化 的 标量 + 表示 曲线 上 点 的 
位 置 . 由 于 r+ dr 处 的 张 量 平移 到 r 处 后 才能 与 + 处 的 张 量 比较 , $ 7.2 的 讨论 表 
明 张 量 的 微分 


9 Pra Cd 
Hs 一 一 一 一 
d Th 2 5 dz J I dr (7.95 ) 


不 是 张 量 , 只 有 协 变 微 分 
了 DT = =d Ty 2 


+ (Tw Ty .de pe ,Ty 和 


dr 
-1 de -Te jd (7.96) 
才 是 张 量 .标量 的 协 变 微分 就 是 普通 微分 : 
Dr = dr. (7.97) 
于 是 可 得 张 量 沿 曲线 的 协 变 微 商 
Ds2... dT... 
Dr dr 
1 2， dz 2 dr 。。。 
二 
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= Tht (7.98) 


将 张 量 取 为 速度 矢量 { 捞 | 便 知 ,加 速度 生地 并 不 组 成 矢量 ,只 有 速度 的 协 变 微 商 
D dx _ dx dx” dx 


Dz dr 二 dr2 mn dr dr 
才 组 成 矢量 .不 过 ,在 所 考虑 点 X 的 局 域 无 引力 惯性 笛 卡 儿 坐 标 系 全 中 , 仿 射 联络 
I% =0, 速 度 的 协 变 微 商 就 是 它 的 普通 微 商 . (7.93) 左 边 乃 是 速度 矢量 协 变 微 商 在 
号 坐标 系 中 各 分 量 的 值 .此 式 遂 表 示 一 个 矢量 的 所 有 分 量 在 号 坐标 系 中 为 零 . 天 
量 所 有 分 量 均 为 零 的 性 质 与 坐标 系 无 关 . 将 它 变 到 zx 坐标 系 中 便 是 
dz dz dz 


gr + Ta dr = 0. (7.100) 


作为 拓 量 关系 ,此 式 在 所 有 坐标 系 中 成 立 , 是 引力 场 中 质点 的 广义 相对 论 运 动 方 
程 . 
如 果 一 个 矢量 (A* ) 按 


(7.99) 


dA” , dx 


qr + Tad dz = 0 (7.101) 


沿 曲 线 变化 , 则 它 沿 曲 线 的 协 变 微 商 便 处 处 为 零 ,只 是 沿 曲线 的 平移 . (7.100) 表 
明 , 质 点 运动 中 速度 四 矢量 只 作 平 移 .用 几何 语言 ,这 里 的 速度 四 矢量 就 是 四 维 时 
空中 曲线 的 单位 切 矢 量 . (7.100) 描 绘 的 质点 运动 在 四 维 时 空中 划 出 的 曲线 由 其 单 
位 切 天 量 平移 来 实现 .由 单位 切 和 天 量 平移 划 出 的 曲线 称 为 测 地 线 .可见 , 按 等 效 原 
理 质 点 在 四 维 时 空中 走 一 条 测 地 线 . 平 直 空间 的 测 地 线 就 是 直线 , 平 直 时 空中 的 测 
地 线 表示 一 点 的 等 速 直 线 运动 . 反 过 来 说 ,弯曲 空间 的 测 地 线 是 直线 的 推广 ,弯曲 
时 空 的 测 地 线 则 是 等 速 直 线 运 动 的 推广 . 按 此 观点 , 正 是 时 空 的 弯曲 使 测 地 线 不 再 
是 等 速 直线 运动 ,表现 为 质点 受 力 . 称 这 种 力 为 引力 , 它 是 时 空 弯 曲 的 效应 . 正 因 为 
它 是 时 空 的 性 质 ,对 所 有 物质 都 起 作用 ,所 以 是 “万 有 "的 , 称 为 万 有 引力 . 

为 具体 了 解 ,将 (7.100) 用 于 质点 在 恒定 弱 引 力 场 中 的 缓慢 运动 .在 此 条 件 下 ， 


它 应 趋 于 质点 在 牛顿 引力 场 中 的 运动 方程 .由 于 旦 -~ vi ,i=1,2,3, 即 趋 于 质点 吉 


度 的 三 个 分 量 ;而 和 ~:c, 即 趋 于 光速 ;在 质点 运动 速度 远 低 于 光速 的 条 件 下 可 在 
(7.100) 左 边 第 二 项 的 求 和 中 只 保留 =X=0 的 项 ,得 近似 

和 0 (类) = 
场 是 恒定 的 ,gj 与 时 间 无 关 , 按 (7.47) 


0. (7.102) 
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也 及 时空 应 接近 平 直 的 ,(&) 应 接近 办 可 大 斯 基 度 规 (7.24) 到 场 度 规 可 表示 
为 


(7.103) 


gw = mo + Sh (7.104) 


三 h 为 小 量 .将 此 式 代入 (7.103) 右 边 , 取 到 一 级 小 量 得 


,ah 
Fw = -za per (7.105) 
从 数值 上 讲 je = nw .将 此 式 代 回 (7.102) ,其 中 空间 分 量 和 时 间 分 量 分 别 成 为 
2 
ds - 志 Vho (EE) 9 -0. (7.106) 


其 中 第 二 式 表明 对 为 常数 .将 此 常数 的 平方 除 第 一 式 两 边 得 牛顿 运动 方程 
4 


m 了 =— VY (mg$), (7.107) 
其 中 
p = 一 方 hoo (7.108) 


为 牛顿 万 有 引力 的 引力 势 . 这 里 引力 势 的 出 现 确实 由 于 时 空 度 规 (gw ) 相 对 于 平 直 
的 闵可夫 斯 基 度 规 (7。 ) 的 偏离 ， 即 由 于 时 空 的 计 曲 ， 


37.7 从 几何 到 动力 学 ,引力 场 的 作用 量 
与 拉 格 明日 量 密度 ,引力 场 方程 


在 广义 相对 论 时 空中 , 度 规 (g。) 是 不 正定 的 ,即将 它 对 角 化 后 , 它 的 对 角 元 有 
正 有 负 . 将 与 负 对 角 元 对 应 的 那 一 维 坐标 解释 为 时 间 ,各 量 随 这 一 维 坐标 的 变化 便 
是 随时 间 的 变化 ,几何 成 为 了 动力 学 . 度 规 随时 空 坐标 变化 的 规律 便 是 引力 场 的 动 
力学 . 

按理 论 物理 积累 的 经 验 , 可 先 寻 找 引力 场 的 拉 格 天 日 量 密度 ,将 它 在 时 空中 积 
分 得 引力 场 作用 量 .引力 场 的 运动 方程 可 由 最 小 作用 量 原理 导 得 .这 里 的 “最 小 "条 
件 仍 只 是 变 分 为 零 的 条 件 ， 最 小 "只 是 一 种 习惯 的 说 法 ,结果 并 不 一 定 令 作用 量 最 
小 . 拉 格 朗 日 量 密 度 应 是 由 度 规 张 量 组 成 的 标量 . (7.82) 定 义 的 曲率 标量 R 便 是 
这 种 标量 . 当然 , R 的 任何 函数 都 是 这 种 标量 .不 过 ,如 果 要 求 导出 的 引力 场 方程 
为 度 规 张 量 (g, ) 的 不 超过 二 阶 的 偏 微分 方程 , 拉 格 朗 日 量 密 度 中 与 (gw ) 二 阶 微 
商 相 乘 的 因子 不 能 再 含 (gw ) 的 微 商 . 这 就 使 引力 场 的 拉 格 朗 日 量 密度 只 能 含 R 
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的 一 次 客 , 从 而 应 是 
4 = aR, (7.109) 

a 为 常数 .在 拉 格 朗 日 量 上 乘 的 任意 常 因子 不 会 影响 由 它 导 出 的 运动 方程 .这 里 之 
所 以 要 乘 因 子 a 是 出 于 以 下 两 点 考虑 . 其 一 是 拉 格 朗 日 量 密度 应 具 能 量 密度 量 
纲 .而 由 (7.1) 知 度 规 张 量 (gw ) 无 量 纲 ,再 由 (7.47)、(7.59)、(7.81) 和 (7.82) 知 R 
具 ( 长 度 )““ 量 纲 .只 有 在 R 上 乘 一 具 能 量 ' (长度) ! 量 纲 的 因子 a 才能 组 成 拉 格 
朗 日 量 密度 .其 二 是 引力 场 常 常 只 是 所 考虑 的 系统 的 一 部 分 , 它 的 拉 格 朗 日 量 密 度 
要 和 系统 其 余部 分 物质 的 拉 格 朗 日 量 密度 加 起 来 组 成 系统 的 总 拉 格 朗 日 量 密度 . 
在 引力 场 拉 格 朗 日 量 密度 上 乘 的 因子 不 再 是 任意 的 ,而 与 系统 其 余部 分 物质 对 引 
力 场 的 作用 强度 有 关 . 

暂时 还 是 先 考虑 单纯 的 引力 场 .将 (7.109) 表 示 的 双 乘 以 四 维 时 空 的 不 变 体 
积 元 后 在 所 考虑 的 整个 时 空 积分 ,得 引力 场 的 作用 量 


Se = i|y 一 ghdr 一 2|y — gRdiz. (7.110) 
运动 方程 由 最 小 作用 量 原理 
3Se = 483/ -ER)dz =0 (7.111) 
决定 . 按 (7.82) | z 
SUV —-gR)=v-gRode” +vV- ge dR, + RE6V-g. (7.112) 
其 中 : 
A A 
5R, = 一 和 + TASTS 
+ TS 和 一 太一 下 入 入. (7.113) 


35, 为 仿 射 联络 ,由 度 规 变 分 而 引起 的 变 分 . 在 变换 (7.28) 两 边 作 变 分 , 它 右 边 
第 一 项 在 变 分 中 不 变 , 因 而 变 分 为 零 . 因此 
_ gr 9r’ 9z4 


S72, = JR I OT hy (7.114) 
可 见 仿 射 联络 的 变 分 按 张 量变 换 , (5T%,) 是 张 量 .可 对 它 求 协 变 微 商 , 得 
(ST'*,),. = re + TOT — TOT, — THOTS,. (7.115) 
(7.113) 依 此 可 表 为 
SR。 = (8T'%),, — (OT ),). (7.116) 


(7.112) 右 边 第 二 项 因此 成 为 
V 一 ge dR,= V 一 SLC 一 3) 
= VE[(geia)i- (g*dT%),a]. 
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在 第 二 等 号 处 用 了 协 变 微 商 的 莱 布 尼 茨 规则 和 度 规 张 量 协 变 微 商 为 零 的 性 质 
(7.45). 此 式 右边 方 括 号 内 两 项 分 别 都 是 四 矢量 的 协 变 散 度 ,可 用 (7.54) 将 它们 简 
化 ,得 


V 一 8S8 6R,, = FY 一 gg” dD) 一 FY -gg IN) (7.117) 


右边 两 项 在 所 考虑 的 整个 时 空 内 的 积分 都 可 化 为 时 空 表面 的 积分 , 而 在 变 分 原理 
(7.111) 中 各 量 在 时 空 表 面 的 变 分 恒 设 为 零 , 即 在 表面 上 


srx = 0， 
这 使 (7.112) 右 边 第 二 项 对 (7.111) 中 积分 的 贡献 为 零 . 男 一 方面 , 按 (7.52) 有 
V8 = ga"dg, (7.118) 
由 (7.14) 得 
dg =— ghg” dg (7.119) 
这 使 得 
3gR) =- V8(R® -FR)dg. (7.120) 
代入 (7.111) 的 积分 号 下 ,要 求 它 对 度 规 张 量 的 任意 变 分 (gw ) 成 立 ,得 
-六 geR = 0 (7.121) 
它 的 协 变形 式 为 
一 六 BoR = 0， (7.122) 


这 便 是 纯 引力 场 方程 ， 部 没有 其 他 物质 条 件 下 的 引力 声 廊 各 又 称 真 空中 的 引力 场 
方程 . 


$7.8 引力 场 中 其 他 物质 的 作用 量 与 运动 方程 ， 
能 量 动量 张 量 与 能 量 动量 守 伍 


表示 质点 在 引力 场 中 运动 规律 的 测 地 线 方 程 (7.100) 可 由 作用 量 
zx(2) r(2) 
S,= moc] V 一 godzdz =— moc?| dz 
= 一 moc’Ar (7.123 ) 
取 极 值 导出 0, 其 中 mo 为 质点 的 静止 质量 ,z(1) 和 z(2) 分 别 表 示 所 考虑 的 质点 
轨道 始末 点 的 时 空 坐 标 ,r(1) 和 r(2) 为 始末 点 的 原 时 .由 于 Ar 是 质点 由 始点 到 


末 点 经 历 的 原 时 ,最 小 作用 量 原 理 在 这 里 表现 为 最 短 原 时 原理 .\7.123) 积 分 号 前 


@ 参阅 本 从 书 第 一 卷 《 经 典 力学 》§ 2.5.( 科 学 出 版 社 2002). 
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乘 的 常数 因子 使 S。 具 有 作用 量 的 量 纲 

动量 . 长 度 = 能 量 . 时 间 . 
如 采 质 点 还 受 电磁 场 作 用 , 则 它 的 作用 量 应 在 (7.123) 基 础 上 加 入 电磁 场 的 贡献 . 
已 知 质 点 在 无 引力 惯性 系 中 在 电磁 场 作用 下 的 拉 格 朗 日 量 


3 3 
L =— moc 1c2 — (ti)? + gqAoc + gq >) Ati, 
i=1 i=1 


9 为 质点 电荷 ,A ,p==0,1,2,3, 为 四 维 电磁 势 . 此 量 的 时 间 积 分 即 为 作用 量 

Sp = [六 0CWV 一 Sodzpdzr + gqAydx’), (7.124) 
在 无 引力 惯性 系 中 (g,,) = (mo). 按 等 效 原理 ,在 有 引力 场 的 一 般 情形 中 ,只 要 在 
每 一 时 空 点 积分 号 下 的 量 都 在 局 域 无 引力 惯性 坐标 系 中 取 值 ,此 式 仍 应 成 立 .然而 


积分 号 下 为 标量 ,与 坐标 系 的 选择 无 关 . 可 见 (7.124) 在 一 般 情形 中 成 立 . 它 所 表示 
的 Ss 便 是 质 后 在 引力 场 和 电磁 场 联合 作用 下 的 作用 量 . 用 (7.94) 定 义 的 原 时 可 


将 它 写 为 
S =- (- mocs/ -gE E+ oA dE jar, (7.125) 
? r(1) 05 Bw dr dr 一 4 d 


其 中 函数 z(t) 因 而 满足 条 件 


dx dr” | 
NN Bm dr dr = (7.126) 


最 小 作用 量 原 理 对 此 可 表述 为 :在 始末 两 点 xz(1) 和 z(2) 之 间 满 足 条 件 (7.126) 的 
函数 (zz(r)) 中 ,可 用 来 表述 质点 轨道 的 函数 (z 忆 (rzr)) 使 作用 量 (7.125) 取 极 值 , 即 
使 变 分 


8S, = 0. (7.127) 
这 是 一 类 在 经 典 力学 中 曾 多 次 求解 的 变 分 问题 @, 由 此 导出 的 质点 在 引力 场 和 电 
人 磁场 联合 作用 下 的 运动 方程 为 


dx dz” dx” dz 
mo[ 纯 可 dz 2 十 1 一 dz dr )= qF™, dz 9 (7.128) 
其 中 
Fr, = BY 下， (7.129) 
La4， 94, ,| 
w= FH I = Avis — Apss (7.130) 


电磁 场 的 拉 格 朗 日 量 密度 (4.13) 是 一 标量 , 按 等 效 原理 可 用 于 有 引力 的 情形 . 
引力 场 中 电磁 场 的 作用 量 遂 为 


@D 参阅 本 丛书 第 一 卷 4 经 典 力学 》(9.73) 式 . (科学 出 版 社 2002). 
@ 参阅 本 丛书 第 一 卷 4 经 典 力学 》$ 4.6. (科学 出 版 社 2002). 
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1 . 
Si= |(- do Te 十 A V— gdiz 
= |(- ta"e"F Fa + A Tv — gd4tz,， (7.131) 
积分 遍及 问题 涉及 的 时 空 区域 . 要 求 此 作用 量 在 固定 A, 在 时 空 区 域 表面 取 值 的 
条 件 下 由 A, 变更 引起 的 变 分 为 零 , 得 电磁 场 在 引力 场 中 的 运动 方程 
有 = 一 po7”, (7.132) 
(7.130) 还 直接 导致 
tt = 0. (7.133) 
(7.132) 和 (7.133) 组 成 引力 场 中 的 麦克 斯 韦 方 程 ,描写 引力 场 中 电磁 场 的 运动 . 
(7.131) 和 (7.132) 中 每 一 时 空 点 的 电流 密度 四 矢量 (六 ) 的 值 首 先 在 该 点 的 局 
域 无 引力 惯性 系 中 定义 ,再 由 矢量 变换 规则 定义 它 在 其 他 任意 坐标 系 中 的 值 . 如果 
它 是 由 一 个 运动 带电 粒子 贡献 的 , 则 在 每 一 给 定时 刻 只 在 这 个 粒子 所 在 的 空间 点 
有 不 为 零 的 值 , 其 他 点 六 =0. 取 粒子 所 在 时 空 点 (xf) 的 局 域 无 引力 惯性 系 ,其 中 
该 点 附近 一 点 (x) 处 的 电流 密度 四 矢量 为 


jy(z) = gH (zr — Zz1) A 4 = 0,1,2,3. (7.134) 
由 此 得 zl 点 对 (7.131) 右 边 积分 号 下 第 二 项 的 非 零 贡 献 为 
jiV-gdr= gq Sgn = 4 Gear, 
此 式 是 矢量 关系 ,应 在 任何 坐标 系 中 都 成 立 . 可 见 (7.131) 右 边 积分 号 下 第 二 项 的 
非 零 贡 献 与 (7.125) 右 边 积分 号 下 第 二 项 的 贡献 是 同一 的 .在 (7.125) 中 它 给 出 质 


所 运动 方程 (7.128) 的 右边 ,在 (7.131) 中 它 给 出 电磁 场 运 动 方程 (7.132) 的 右边 . 
这 提醒 人 们 ,引力 场 中 电磁 场 与 质点 系 组 成 的 系统 的 作用 量 为 


Sm =|(- 4uot Te 十 A ] A 一 gdiz 


4 ec 
z, (2) 
- Dmow] VB zn) dd 
___l1 | 4 
= -406 FrF,V-gdzr 


+ D(C mo VB ) dd + quAs(zs) dy), (7.135) 


x,(1) 
其 中 m0、qs 和 (xh) 分 别 为 第 ”质点 的 静止 质量 ` 电 荷 和 坐标 , 求 和 对 所 有 质点 
进行 .固定 第 ”质点 的 始末 坐标 (区 (1)) 和 ( 鸡 (2)) ,对 联接 这 两 点 的 轨道 作 变 分 ， 
要 求 Su 取 极 值 , 即 
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con = 0， (7.136) 


便 得 第 ”质点 的 运动 方程 
d TX dx 
mn 5 党 十 了 和 (Z， ) 税 和 ]= qnFY (CT， ) 科 . (7.137) 


固定 A (zx) 在 一 时 空 区 域 表面 的 值 ,对 此 区 域内 的 A, (xz) 作 变 分 ,要 求 Su 取 极 
值 , 即 要求 (7.136) 成 立 , 便 得 电磁 场 的 运动 方程 (7.132). 其 中 的 电流 密度 四 矢量 
(六 ) 由 质点 运动 按 前 述 办 法 , 即 按 (7.134) 和 矢量 的 变换 规则 , 求 得 . 
考虑 由 度 规 gw 的 变更 引起 的 作用 量 的 变 分 .由 (7.119) 得 
SFP”= [(6g%)g” + BY(3g)jFw 

=— (gg"g” + gg” g™ )Fodg 

= 一 (8Fe + pF )dg. (7.138) 
由 此 式 (7.118) 和 (7.126) 得 


1 1 
Sm = 7 de -一 4 V — gdgwdtz 


dz 
ZF Dmo ee dr， gxedr， 


ee (7.139) 
其 中 的 积分 在 所 选 定 的 时 空 区 域 中 进行 
T(z) = 六 [FA(z)Pe(z) -4a (z) F(z) Pe(z)] 


/i me (x - zn)dr» (7.140) 


为 二 阶 对 称 反 变 张 量 .与 (1.243) 比 较 可 以 看 出 ,在 无 引力 条 件 下 此 式 右边 第 一 项 
恰 是 电磁 场 的 能 量 动量 张 量 .而 它 的 第 二 项 在 此 条 件 下 也 正 是 粒子 系 的 能 量 动量 
张 量 . 肥 灾 计生 动量 张 量 的 0 项 为 能 量 密度 ;0i 项 与 i0 项 ,i=1,2,3, 则 是 动量 密 
度 的 c 倍 ,也 是 能 流 密 度 的 十 “3 了 项 ,i=1,2,3, 为 动量 流 密度 . 由 于 运动 方程 


(7.132) 和 (7.137) 只 ,全 度 规 和 其 阶 从 做 商 二 站 区 (7 140) 中 不 全 度 规 的 微 商 
在 过 点 的 无 引力 惯性 坐标 系 中 ,原本 在 无 引力 条 件 下 成 立 的 能 量 动 量 守 恒 关 系 


oT _ 

本 0 (7.141 ) 
在 该 点 依然 成 立 , 且 可 写成 

Tw ,x = 0. (7.142) 


这 是 一 个 张 量 关 系 , 因 此 在 任 一 坐标 系 中 均 成 立 .不 过 ,一 般 说 来 (7.141) 并 不 成 
立 . 它 表明 ,由 于 存在 引力 场 及 其 与 电磁 场 和 质 扣 系 的 作用 ,电磁 场 与 质点 系 的 能 
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量 和 动量 并 不 单独 守恒 . 
现在 一 般 地 设 某 物质 系统 在 引力 场 中 的 作用 量 为 S". 广 义 相对 性 原理 要 求 它 
在 一 般 的 时 空 坐标 变换 中 为 标量 .由 度 规 (gw ) 的 变更 引起 的 变 分 


is。= 二 | Te(z)3gw(z)V 二 EC5Jdtz (7.143) 


也 应 是 标量 . 由 此 式 定义 的 (Te (xz)) 便 是 一 二 阶 对 称 反 变 张 量 . 由 于 物质 系统 各 
动力 学 变量 的 运动 方程 由 S。 对 这 些 动力 学 变量 的 变 分 为 零 决定 ,坐标 变换 通过 
这 些 动力 学 变量 的 变更 引起 的 S, 的 变 分 为 零 ,因而 只 能 通过 g。 的 变更 引起 S。 
的 变 分 .然而 ,如 上 所 述 , 广 义 相 对 性 原理 要 求 坐标 变换 中 S 不 变 , 即 要 求 坐 标 变 
换 通过 改变 g, 而 引起 的 8S。 为 零 .将 坐标 变换 写作 


T+*= +e(r), (7.144) 

在 无 穷 小 变换 中 e+ (x) 为 小 量 .到 er 的 一 次 医 ， 度 规 的 相应 变换 为 

9 dz” 
gw(T )= guy 元 了 
ce A 
i gy 3 
可 见 

g(r) = 一 5 er 一 ga 2 Ey 3, (7.145) 


右边 各 项 在 z 处 取 值 .将 此 式 代入 (7.143) 右 边 ,左边 取 值 应 为 零 .经 部 分 积分 并 
利用 T* 的 对 称 性 后 得 
= Te er) -1 /ar dz. 


C 


由 se” 的 任意 性 知 


二 (VSTo)- /gm = 0 


用 (7 32) 和 天 53) 洁 式 可 将 此 式 化 为 
(Ti’),, = 0. (7.146) 


乘 以 gx* 后 对 4 求 和 ,利用 协 变 微 商 的 莱 布 尼 茨 规则 和 度 规 张 量 协 变 微 商 为 零 的 性 
质 ,又 可 将 此 式 写 为 


Te ，= 0. (7.147) 
在 无 引力 条 件 下 它 成 为 
5 =- 0. (7.148) 


这 些 关 系 表明 ,(7.143) 定 义 的 (T*) 可 解释 为 所 考虑 的 物质 系统 在 引力 场 中 的 能 

量 动量 张 量 . (7.148) 显 示 , 由 此 定义 的 能 量 和 动量 在 无 引力 条 件 下 守恒 .各 有 引 

力 ,(7.148) 一 般 不 成 立 ,所 考虑 的 物质 系统 的 能 量 和 动量 不 再 守恒 .这 可 理解 为 它 
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与 引力 场 交换 能 量 和 动量 的 结果 . 


$7.9 引力 场 与 其 他 物质 组 成 的 总 系统 的 作用 量 ， 
有 源 引 力 场 方程 ,总 系统 的 能 量 动量 守 伍 


将 (7.110) 表 示 的 引力 场 作用 量 S, 与 其 他 物质 在 引力 场 中 的 作用 量 S, 加 起 
来 , 便 得 总 系统 的 作用 量 
S= Spt+ Sn 
由 于 S, 与 其 他 物质 的 动力 学 变量 无 关 ,S 对 这 些 变 量 的 变 分 就 是 Sw 对 这 些 变量 
的 变 分 .由 6S=0 导出 的 引力 场 以 外 其 他 物质 的 运动 方程 便 和 原先 由 SSu=0 时 
出 的 一 样 .现在 来 推导 在 有 其 他 物质 的 条 件 下 的 引力 场 方程 . 
由 (7.110) 和 (7.120) 得 


8S, =- 2| Vg(R® 一 方 BeR)3godtz， (7.149) 
将 它 与 (7.143) 相 加 ,得 
8S = 一 全 | (Re 一 广 geR 一 Te )3g V— gdtz. (7.150) 
要 求 对 度 规 的 任意 变更 5g,, ,此 式 表 达 的 作用 量变 分 都 是 零 , 便 得 
Re - 78°R = AT (7.151) 


与 (7.121) 比 较 知 ,这 是 有 源 的 引力 场 方 程 .引力 场 源 为 其 他 物质 的 能 量 和 动量 ,在 
方程 中 表现 为 右 端的 能 量 动量 张 量 . 

为 确定 常数 a ,将 (7.151) 用 于 一 个 静止 质点 产生 的 引力 场 ,并 取 弱 场 极 限 , 在 
此 极限 下 牛顿 引力 理论 与 实验 相符 .要 求 (7.151) 的 推论 在 弱 场 极限 下 与 牛顿 引力 
理论 相符 ,可 确定 常数 a. 

在 牛顿 引力 理论 中 , 置 于 原点 质量 为 M 的 质点 在 > 处 产生 引力 努 


8(r) = 一 24, (7.152) 
其 中 
G = 6.67259 x 10-1tm3kg-1s- (7.153) 
为 引力 常数 .(7.152) 表 示 的 引力 势 满足 泊 松 方程 
V2$(r) = 4xnGMS(r). (7.154) 


另 一 方面 ,如 (7.151) 右 边 为 零 , 它 便 有 无 引力 解 gw = 加 ,如 它 的 右边 为 小 量 , 便 
有 弱 场 解 (7.104) ,其 中 -ie 为 小 量 .可 见 , 到 一 级 小 ,(7.151) 右 边 Te 的 表达 式 中 


可 取 gj = 加 ,从 而 g= 一 1. 由 (7.140) 知 , 弱 场 条 件 下 ,一 个 位 于 原点 质量 为 M 
的 静止 质点 的 能 量 动量 张 量 诸 分 量 为 
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T% = Mec28(r),， Ti = T= Ti = 0， i,; = 1,2,3. (7.155) 
代入 (7.151) 右 边 ,得 


Ri# = 3R, ; = 1,2,3. (7.156) 


弱 场 近似 下 , R” 为 小 量 ,到 一 级 小 


R = 加 Re = FR- RY, 
R = 2R0. (7.157) 
代入 (7.151) 得 
Ro = 二 To (7.158) 
a 
(7.76) 表 明 ,到 一 级 小 
11(198gw ,Ig Tgw 98u 
下 on 2 (8 和 ja jg ee ). (7.159) 
静止 质点 产生 的 引力 场 应 与 时 间 无 关 , 因 此 各 量 对 zx? 的 微 商 为 零 , 到 一 级 小 
一 pp _1 ur 9” goo 
Row = Roo 一 六 下 co0 一 2 六 Dzze3 了 
= 广 品 go = 方 Y2go， (7.160) 
其 中 
D2 
[] = 1 EE (7.161) 
为 无 引力 条 件 下 的 达 朗 贝尔 算 符 ,V* 为 拉 普 拉 斯 算 符 .(7.104) 和 (7.108) 表 明 
g00 = 一 (1+ 与 四)， (7.162) 


$ 为 引力 势 .将 此 式 代 入 (7.160) 后 ,再 将 所 得 的 RY 和 (7.155) 表 示 的 T% 一 起 代 
人 (7.158) 得 


v2 =— Mealr). (7.163) 
要 求 它 与 (7.154) 一 致 , 定 得 
a =- Te (7.164) 
代入 (7.151) 得 有 源 引 力 场 方程 
Re 一 六 goR = Tw， (7.165) 
它 的 协 变形 式 为 
Rue - 方 goR =- ST (7.166) 
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此 方程 为 爱 因 斯 坦 发 现 , 称 为 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 .此 方程 的 形式 与 坐标 系 的 选择 
无 关 , 是 广义 相对 论 的 ,因此 又 称 广义 相对 论 引力 场 方程 . 它 的 实验 基础 是 等 效 原 
理 . 它 的 正确 性 由 它 的 全 部 推论 与 迄今 的 有 关 实 验 结果 一 致 证 明 . 这 个 方程 对 它 的 
未 知 函数 go 是 非 线 性 的 ,这 一 点 与 电磁 场 的 麦克 斯 韦 方程 (1.221) 和 (1.222) 十 分 
不 同 . 这 种 非 线性 在 求解 和 解释 上 都 带 来 复杂 性 . 


如 果 不 限 定 -iiw 是 小 量 ,分 解 (7.104) 可 以 是 严格 的 . 实际 上 表示 引力 场 的 应 
是 (gw) 与 (%) 的 差 ,而 不 是 (g,) 本 身 .用 hh 表示 引力 场 有 时 会 带 来 方便 .代价 
是 :这 种 表示 将 失去 广义 协 变性 . 黎 曼 张 量 以 及 由 它 收缩 成 的 里 奇 张 量 和 曲率 标量 
与 hi 的 关系 都 是 非 线性 的 .但 可 将 其 中 的 线性 部 分 分 离 出 来 .用 上 标 (1) 表 示 一 
个 量 与 hi 关系 的 线性 部 分 . (7.76) 表 明 全 协 变 黎 曼 张 量 的 线性 部 分 为 


07 2 a2h oh 
RW, 二 (FA ha, x 二 (7.167) 


QT9r XAT 97X97 Dz4a 录 
一 个 量 的 线性 部 分 的 指标 只 能 用 (7。) 来 升降 .例如 


R= FR 
| oh* 1 a2h* oh 
= 7 39g Fa gr + Dh, )， (7.168) 


其 中 太 ,= Yh ,本 节 的 达 朗 贝尔 算 符 均 由 (7.161) 定 义 ,其 中 没有 引力 的 影响 . 
进一步 用 (x ) 收 缩 ,得 曲率 标量 的 线性 部 分 

92 A 
这 些 只 含 线 性 部 分 的 量 已 不 是 一 般 坐 标 变换 中 的 张 量 ,但 仍 是 洛 伦 兹 变换 中 的 张 


量 .将 (7.166) 左 边 的 非 线性 部 分 移 到 右边 ,左边 便 只 剩 下 线性 部 分 . 这 样 ,可 将 爱 
因 斯 坦 引 力 场 方程 写 为 


(7.169) 


D2 h* ， D2 h? 22 h* ， 1 D2 六 ic 
Ln, t(D 4 i | 
16nxG 

= MSE(T, + U,), (7.170) 

其 中 
c4 1 1 
Un = sa [Ry 一 广 &oR — (RW 一 7 MR" )] (7.171) 

为 洛 伦 兹 变换 中 的 张 量 ， 


(7.170) 具 有 狭义 相对 论 场 方程 的 一 般 形式 ,左边 是 场 量 二 阶 微 商 的 线性 式 ， 
右边 是 场 源 .不 过 ,现在 场 源 中 多 出 一 项 , 即 由 场 量 的 二 次 医 和 高 次 医 组 成 的 洛 伦 
兹 张 量 ( UU, ) ,从 它 在 场 方程 (7.170) 中 的 位 置 和 它 的 量 纲 看 ,应 将 它 解释 为 引力 
场 本 身 的 能 量 动量 张 量 . 这 是 很 自然 的 . 既然 物质 的 能 量 动量 是 引力 场 源 , 引 力 场 
本 身 的 能 量 动量 自 应 是 场 源 的 一 部 分 .而 且 (7.170) 和 (7.171) 表 明 , 正 是 由 于 自身 
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的 能 量 动量 是 自身 的 源 ,引力 场 方程 必定 是 非 线性 的 . 
由 (7.167) 可 直接 看 出 


了 网 + SR + FR = 0 (7.172) 


这 是 线性 量 的 比 安 基 恒等式 .重复 (7.80) 一 (7.87) 的 推导 ,在 其 中 用 RD? 代替 R， 
用 %% 代 蔡 gj ,用 普通 微 商 代替 协 变 微 商 , 便 可 得 


3 (RD _ PRY)= 0 (7.173) 
将 (7.170) 左 边 变 成 反 变 洛 伦 效 张 量 后 就 是 
20 (RO RD ) | 
将 (7.173) 用 于 这 样 得 到 的 反 变 张 量 场 方 程 , 即 得 
) = 0. (7.174) 


它 表明 ,引力 场 与 其 他 物质 组 成 的 总 系统 能 量 动 量 守 恒 . 
在 (7.166) 两 边 乘 g* 后 对 jy 和 vy 分 别 求 和 ,利用 (7.14) 得 


R = 2 了， (7.175) 
其 中 
T= gpT = T™,. (7.176) 
将 (7.175) 代 入 (7.166) 左 边 第 二 项 ,并 将 所 得 移 到 等 号 右边 ,得 
R, =- srG (7 - 六 goT) (7.177) 
也 可 在 (7.170) 两 边 乘 产后 分 别 对 ww 和 v 求 和 ,得 
Dm- 2 = 有 3， (7.178) 
其 中 
S = PS。 (7.179) 
S, = T+ Uy (7.180) 


(Ss ) 为 引力 场 与 其 他 物质 的 按 洛 伦 效 变 换 的 总 能 量 动 量 张 量 .将 (7.178) 代 入 
(7.170) 左 边 末 项 ,并 将 它 移 到 右边 ,得 


Oa a2h* oh*, 16xG 
Oh, + Fg -了 一 一 了 ，， (7.181) 
了 = S,, — WS. (7.182) 


(7.170)、(7.177) 和 (7.181) 都 等 价 于 (7.166) ,都 是 严格 的 引力 场 方程 ,是 爱 因 斯 
坦 场 方程 的 不 同 表 达 形 式 . 
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37.10 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 的 自治 性 与 完备 性 ， 
坐标 条 件 , 谐 和 坐标 


爱 因 斯 坦 场 方程 (7.165) 或 (7.166) 两 边 都 是 四 维 二 阶 对 称 张 量 . 这 种 张 量 的 

独立 分 量 共 有 
4 -(4 -4)[2 = 10 
个 .一 般 说 来 这 种 张 量 方程 共有 10 个 独立 方程 . 场 方程 的 未 知 函数 g ,也 组 成 四 维 
二 阶 对 称 张 量 , 独 立 未 知 函数 的 个 数 也 是 10. 似乎 爱 因 斯 坦 场 方程 恰 足 以 确定 所 
需 的 未 知 函 数 g,, .其 实 不 然 .这 是 因为 (7.165) 的 左边 服从 恒等式 (7.87) ,右边 服 
从 方程 (7.147). 好 在 两 边 服从 的 关系 式 是 相 浴 的 ,这 便 是 爱 因 斯 坦 场 方程 的 自治 
性 . 自治 方程 
8TCr 


(Re -eR) =— Te ,,, p= 0,1,2,3, (7.183) 


sy 


是 四 个 恒等式 . 它 使 爱 因 斯 坦 场 方程 中 独立 方程 的 个 数 降 为 10 一 4= 6. 要 补充 4 
个 方程 才 足 以 确定 10 个 未 知 函数 g, .不 过 这 种 不 确定 性 只 是 表面 的 .由 于 爱 因 斯 
坦 场 方程 的 广义 协 变 性 ,如 果 一 组 度 规范 数 (g(x) ) 满 足 此 方程 , 则 由 任意 坐标 变 
换 zx 一 x 导致 的 新 度 规 函 数 (g ,, (xz )) 必 也 满足 此 方程 . 爱 因 斯 坦 场 方程 解 的 不 
确定 是 它 的 广义 协 变性 的 表现 .要 确定 解 必 先 确定 坐标 . 确定 4 个 坐标 的 取 法 恰 提 
供 4 个 条 件 , 称 为 坐标 条 件 ,这 便 足 以 从 爱 因 斯 坦 场 方程 中 定 解 . 在 选 定 坐标 后 爱 
因 斯 坦 场 方程 足以 确定 时 空 度 规 , 从 而 确定 引力 场 , 这 就 是 爱 因 斯 坦 引 力 场 方 程 的 
完备 性 . 

广义 相对 论 中 党 选用 谐 和 坐标 . 谐 和 坐标 条 件 是 

R= gD =0, X=0,1,2,3. (7.184) 

这 一 组 4 个 条 件 在 坐标 变换 中 是 不 协 变 的 ,因而 可 选 出 一 组 特别 的 坐标 , 称 为 谐 和 
坐标 . 

设 随 意 选择 的 一 组 坐标 z 不 满足 条 件 (7.184) ,可 考虑 坐标 变换 z 一 z ,在 新 
坐标 系 中 仿 射 联络 可 由 (7.28) 求 得 .微分 (7.5) 式 ,适当 改变 标号 名 称 后 得 


3277 dr” 32 地 和 dam dr 
TT mn (7.185) 
代入 (7.28) ,可 将 它 写 为 
， dr 9z az2 327z2 9z gar 
A -~—~. 一 一 /一 7 7 
二 zy az am ** gr 9r’ 9rt ar™ (7.186) 
两 边 乘 g* 后 对 yj 和 v 求 和 ,由 (7.184) 和 (7.15) 得 
A az ”′” 2 Cah 
rT? = 3 g** 5 Yr (7.187) 
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要 求 新 坐标 系 (zw(z)) 符 合 谐 和 条 件 (7.184) , 即 要 求 P2 =0, 必 须 且 只 须 它 满足 
方程 


Fx _ 97th 一 
2 m= IAT p=0,1,2,3. (7.188) 


可 见 恒 可 通过 求解 这 组 方程 找到 谐 和 坐标 . 
按 (7.184) 和 (7.47)， 


y 9 gnu 9 gm 9 giw 
r= te (ee + -|. (7.189) 
由 (7.14) 得 
gw 38 
5 dr Bu az 
由 (7.52) 得 


代入 (7.189) 得 


ri -7 (7.190) 
谐 和 坐标 条 件 (7.184) 可 表 为 
=- 0. (7.191) 
比较 (7.190) 和 (7.56) 知 ,可 将 达 朗 贝尔 算 符 对 函数 $ 的 作用 表 为 
口 y = gn (7.192) 


与 (7.188) 比 较 知 ,原来 谐 和 坐标 满足 广义 协 变 的 达 朗 贝尔 方程 .在 三 维 空间 中 将 
满足 拉 普 拉 斯 方程 的 函数 称 为 谐 和 函数 . 达 朗 贝尔 算 符 可 视 为 拉 普 拉 斯 算 符 在 四 
维 时 空中 的 推广 . 达 庆 贝尔 方程 的 解 可 称 为 四 维 时 空中 的 谐 和 函数 . 既然 条 件 
(7.184) 规 定 的 坐标 满足 达 朗 贝尔 方程 ,是 四 维 时 空中 的 谐 和 函数 , 称 它们 为 谐 和 
的 在 闵可夫 斯 基 时 空中 取 笛 卡 儿 坐标 (zw), 显然 有 丰 =0 上 是 


;=0, 这 一 组 坐标 符合 谐 和 条 件 (7.188). 阅 可 夫 斯 基 时 空中 的 笠 卡 儿 坐 标 
是 谐 和 坐标 .一 般 时 空中 的 谐 和 坐标 是 笛 卡 儿 坐标 的 推广 . 
习 题 七 


1. 直接 由 仿 射 联络 的 变换 公式 (7.28) 证 明 A* + 8A* 按 x+6z 点 的 反 变 矢 量变 换 , 其 中 
8Ar* 由 (7.29) 定 义 . 


2. 试 证 车 对 任 一 张 量 (B 和 A "” ),(7.34) 定 义 的 sn m4 以 均 组 成 张 量 , 则 
PP 1 
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(7.34) 右 边 的 A,! 2 “也 组 成 张 量 . 
3. 试 证 (7. 34) 定 义 的 张 量 乘积 的 协 变 生 注 从 于 尼 区 规则 


SY F2? 机 3 = Ai 2 “pp 久 ， 
YY) ?YE 92 1 这 i pv 2 
+ AL 2 BA 2， . (7.193) 
Y1"72， po vy iy 

4. 试 证 

ae” ,i=0. (7.194) 
5. 试 证 

Ve, 一 gr Vy, Vi 一 gaVi,, (7.195) 


即 升降 指标 和 协 变 微 商 两 种 运算 可 交换 次 序 . 
6. 试 证 质点 在 引力 场 和 电磁 场 中 的 运动 方程 (7.128) 有 满足 条 件 (7.126) 的 解 . 
7. 设 标量 场 &%z) 具 (长 度 )” 量 网 , 它 在 引力 场 中 的 作用 量 为 


on 9 
S.=- 艺 GE 2 + 龙凤) gdtz, (7.196) 


b 和 4 为 常数 . 问 此 二 常数 应 具 何 量 纲 . 
8. 请 导出 上 题 中 标量 场 $(z) 在 引力 场 中 的 运动 方程 . 
9. 请 导出 第 7 题 中 标量 场 &%z) 的 能 量 动量 张 量 , 并 进而 导出 此 标量 场 中 的 引力 场 方程 . 
10. 设 质点 在 引力 场 和 第 7 题 的 标量 场 中 运动 ,作用 量 为 


zx(2) ， 
S = | (wdz) — moc)V - g(r) dr dr’, (7.197) 


7 为 常数 . 问 此 常数 的 量 纲 . 
11. 请 导出 上 题 中 质点 在 引力 场 和 标量 场 作用 下 的 运动 方程 . 
12. 设 标量 场 和 质点 的 作用 量 为 
Su = Ss+ S,, (7.198) 
其 中 S, 由 (7.196) 表 示 , S, 由 (7. 197) 表 示 . 请 导出 标量 场 在 引力 场 和 质点 作用 下 的 运动 方程 . 
13. 请 导出 作用 量 为 (7. 197) 的 质点 的 能 量 和 动量 的 表达 式 . 
14. 请 导出 作用 量 为 (7.198) 的 标量 场 和 质点 的 能 量 动量 张 量 , 并 导出 引力 场 在 它们 作用 
下 的 运动 方程 . 
15. 用 
[me 可 Ve om 
代替 (7.197), 问 常数 7 的 量 纲 ,并 请 重复 11 一 14 诸 题 中 的 讨论 . 
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第 八 章 引力 场 方程 的 解 及 其 应 用 


$8.1 静态 引力 场 方程 


考虑 静止 质量 分 布 产生 的 引力 场 , 这 种 引力 场 本 身 也 与 时 间 无 关 , 称 为 静态 
的 . 肿 态 引力 汤 的 具体 定义 是 : 存在 坐标 系 ,其 中 有 一 个 时 间 坐 标 xz” 和 三 个 空间 
坐标 x*、x“、xz” ,两 个 无 穷 靠近 的 时 空 点 间 的 微分 时 空 距离 平方 为 


(ds)* =— f2(dzx°)?2 + >» ydzridz’, (8.1) 
即 可 分 解 为 微分 时 间距 离 平 方 - 太 (dz 与 微分 空 s 间 距离 平方 
(dc)2 = >» ysdzidz’ (8.2) 


之 和 , 且 f 与 7; 缘 只 是 空间 坐标 zx!'、x? a 的 函数 , 而 与 时 间 坐 标 z" 无 关 . 由 
(8.1) 得 度 规 张 量 诸 分 量 
So00 =— ff， g0i = gi0 = 0,， gi = Yj;, 1,] = 1 ,2,3; (8.3) 
再 由 (7.47) 得 仿 射 联络 诸 分 量 
TW 三 人 如 三 广 Dr (+ 7 -22)， 
en (8.4) 


其 中 拉丁 上 下 标 i,; 和 有 的 取 值 绢 从 1 到 3, /二 = 组 成 四 维 时 空 s 中 三 维 子 空间 


的 协 变 矢量 , 六 三 po 组 成 相应 的 三 维 反 变 矢 量 ,区 为 三 维 子 空间 的 仿 射 联络 . 
由 (7.81) (7. 59)、 (8.4) 和 (7.53) 便 可 算得 里 奇 张 量 诸 分 量 


i ”二 尺 ,. = 2 .7 二 
Ry = Ry+ ,Ro = Ro = 0, | ‘85) 
Ko = — fAf. 
其 中 (,) 为 三 维 子 空间 的 里 奇 张 量 ; 
_9f ips af i 
i 二 3 2 Th = 下 之 开外 (8.6) 
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为 三 维 子 空间 中 协 变 矢量 () 的 协 变 微 商 ， 组 成 三 维 二 阶 协 变 张 量 ; 
A/= fii= + Pr) 


_1 ys 9f 
- 方 当 训 - 声 吕 (P33Y2) (87 
为 三 维 子 空间 的 标量 ,y 为 三 维度 规 张 量 (7; ) 的 行列 式 ; 
ua _ TAN 9 Si 
A=W= 声 > (7) (8.8) 
为 一 般 三 维 空间 的 拉 普 拉 斯 算 符 .由 (8.3) 知 
V—-g= Fv7y， (8.9) 
再 由 (8.5) 的 末 式 得 
VaR =- V8 ARw = 7Af. (8.10) 
混合 张 量 密度 (V 一 gR* ,) 的 其 余 分 量 为 
人 | i,; = 1,2,3 (8.11) 
Vv- gRio=V- gR",;=0, 
采用 爱 因 斯 坦 场 方程 (7.177) 的 混合 张 量 形式 
Re ， = (TY， - 方 8% T). (8.12) 


设 场 源 为 一 组 静止 的 质点 . 按 (7.140) ,这 种 场 源 的 能 量 动量 混合 张 量 密度 只 有 00 
分 量 


Vv- gT 0o(x)= /mor F(z — za) 
= 2 -f(r)monc’) (zr — zn) (8.13) 
不 恒 为 零 .可 见 T= To， | 
Vg(T -90T)= 广 V8T 0 


=— ED Smow’d(z — Xn). (8.14) 
又 由 于 


sz 一 2 )d4z = 和 在 zn 在 积分 区 域内 ， (8.15) 


0， 否则 ， 
是 标量 ,V 二 gdtz 也 是 标量 ,可 知 一 上 -3(x -zx,) 是 标量 .在 局 域 静 止 无 引力 惯 


V 一 区 
性 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,标量 
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& = A Do) st — Za)drn 
= 2 monc H(z 一 za) (8.16) 
是 静止 质点 系 的 能 量 密度 .而 对 静止 质点 系 ,标量 密度 
p(X)= V -g(r)%(r) = Pmoe| Fz 一 zn)drt, 


= Dmonf (zB(zr — x) (8.17) 
表示 了 质量 密度 的 空间 分 布 .将 (8.10) 和 (8.13) 代 入 (8.12), 定 义 
G(z) = cf(z), (8.18) 
再 用 (8. 17) 便 可 将 引力 场 方程 的 00 分 量 方程 表 为 
V7YAGS(z) = 4rGo(z). (8.19) 


这 是 一 个 广义 三 维 空间 的 泊 松 方程 , 源 函 数 为 p(xz), 未 知 场 聘 数 为 B(xz). 用 


(8.8) 可 将 此 方程 明显 地 表 成 偏 微分 方程 
2 二 (17> Va 2)= 4nxGp. (8.20) 


场 方程 (8.12) 的 0i 和 ;0 分 量 方程 (i =1,2,3) 为 恒等式 0=0,i; 分 量 方程 (i,j = 
1,2,3) 为 


f YR =— 8p V7 (8.21) 
在 作 分 析 时 ,(8.20) 作 为 未 知 函数 B(xz) 的 方程 ,其 中 三 维 空间 的 度 规 张 量 (yi ) 被 
当 作 已 知 的 ; (8.21) 作 为 未 知 函数 组 .y (xz) 的 方程 ,其 中 时 间 度 规 玉 被 当 作 已 知 


的 .在 实际 计算 中 f 与 7; 均 为 未 知 沙 数 ,要 由 方程 组 (8.20) 和 (8.21) 联 立 求解 . 值 
得 注意 的 是 :由 与 (7.154) 比 较 可 看 出 ,(8.19) 与 牛顿 静态 引力 场 方程 非常 相像 . 


$8.2 中心 对 称 静态 引力 场 , 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 的 
施 瓦 氏 解 , 伯 克 霍 夫 定理 


静态 引力 场 中 时 空 微分 距离 平方 的 表达 式 (8.1) 在 加 上 中 心 对 称 条 件 并 采用 
以 对 称 中 心 为 原点 的 球 坐 标 后 可 表 为 @ 
(ds)* = A(r)(dr)* + r*[(d0)? + sin20(do)] — f(r)(dzx")*. (8.22) 


® K. Schwarzschild, S. B. preuss Akad. Wiss (1916) 189. 
® G.D. Birkhoff, Relativity and Modern Physics (Havward University Press, Cambridge 
1923) p. 253. 
® ”参阅 本 从 书 第 一 卷 《 经 典 力 学 》§ 10.4( 科 学 出 版 社 2002). 
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其 中 三 维 空间 协 变 度 规 张 量 是 对 角 的 , 非 零 分 量 只 有 


yr = A(r), yw =r, Yo = rsin’O; (8.23) 
三 维 反 变 度 规 张 量 因 而 也 是 对 角 的 , 非 零 分 量 只 有 
__1 _1 1 
”= A(r)’ = rr ”= r2sin20- (8.24) 
由 (8.23) 得 
VY = VAr2sin0. (8.25) 
由 (8.4)、(8.23) 和 (8.24) 得 仿 射 联络 的 非 零 分 量 
r%= T9 = 二 至， Pi = 天下， (8.26) 
rr yy FT 加 = 一 工 ，T 和 = 一 工 sin20， (8.27) 
nr% = Tr =, I, = singcos0, (8.28) 
rg = T= i, Tg= T= o0t0. (8.29) 
三 维 矢 量 (f) 和 (了 ) 分 别 都 只 有 一 个 非 零 分 量 , 即 
_df _1d 
f= f=Ay (8.30) 
张 量 (f) 是 对 角 的 , 非 零 分 量 为 
qd dA d r d rSl 20 d 
所 = 种 - 痪 秆 对， 各 -下 针 和- (8.3 
场 方程 (8.20) 成 为 
2 
sin0 一 (二 EE 4rCp. (8.32) 
在 选用 球 坐 标 后 ,以 原点 为 对 称 二 全 于 对 称 质量 记 度 分 布 可 为 
O = 5(r)VY7 = 5C7r) V Ar2sin0. (8.33) 
-代入 上 式 得 
d/r: dg 
A (去 = 4rGD(r). (8.34) 


由 (8.27) 一 (8.29) 还 可 算得 三 维 子 空间 的 里 奇 张 量 (R;), 它 也 是 对 角 的 , 非 零 分 
量 为 


R=- Rw=A-2 -1 Ro = Rosin0. (8.35) 
考虑 到 (8.33), 场 方程 (8.21) 的 协 变 形式 可 写成 
fR; 三 一 ‘yyp 一 fi. (8.36) 
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由 于 其 中 每 一 项 的 张 量 都 是 对 角 的 ,这 组 方程 中 的 非 对 角 分 量 方程 都 是 恒等式 
0=0; 由 (8.23)、(8.31) 和 (8.35) 知 其 中 ~ 和 99 两 对 角 分 量 方程 分 别 为 


6 1dB\ldA do _ 5 
1 rdA 7d@_ 2 _ 


pp 对 角 分 量 方程 只 是 在 9 对 角 分 量 方程 (8.38) 两 边 同 乘 以 sin20 ,因而 不 是 独立 
的 . 设 静 止 质量 只 分 布 在 有 限 区 域 中 ,在 某 一 有 限 半 径 外 5=0. 先 在 5=0 的 外 部 
空间 求解 场 方程 (8.34)、(8.37) 和 (8.38). 在 此 区 域 中 它们 成 为 


d 元 又 )- 

瑟 1dcld4A de _ 

(2 “2 dr ) dr dr2 0， (8.40) 
1 rd4 7d 

(全 5 1 B+ 2 0. (8.41) 


与 (8.40) 相 加 得 


的 (5 和 +24 生 = 0 
在 rA 有 限 处 ,此 式 左 边 的 括号 为 零 , 从 而 
dA - so 和 +24 生 )= 0. 
可 见 
AP = AP = 常数 . (8.42) 


无 穷 远 处 ,引力 消失 ,时 空 应 成 为 平 直 的 .用 球 坐 标 表 示 ,这 种 平 直 时 空 的 微分 距 高 
平方 为 


(ds)2 = (dr)? + r2[(d0)? + sin20(do)2] - (dz0)2. (8.43) 
与 (8.22) 比 较 知 , 上 述 无 穷 远 处 的 边 条 件 为 
limA(r) = limf(r) = 1. (8.44) 
(8.42) 中 的 常数 在 无 穷 远 处 为 1, 因 而 处 处 为 1, 即 
__ 1 
A(r) = RY (8.45) 
和 (8.18) 一 起 ,代入 (8.39) 得 
d/ df\ 
7 和 )=0 
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此 式 在 边 条 件 (8.44) 下 的 解 为 


户 = 工 -二 ， (8.46) 
“x 为 积分 常数 .代入 (8.45) 右 边 得 
A(r) = (1 - £). (8.47) 
用 此 式 和 (8.18) 可 将 真空 中 的 分量 方程 (8.41) 写 成 


df 


2 
2 _1-0. 
f 7 1=0 


(8.46) 显 然 符 合 此 方程 .因此 ,(8.46) 和 (8.47) 是 真空 中 引力 场 方程 (8.39) 一 
(8.41) 的 解 . 
设 在 r 之 a 处 已 无 质量 分 布 .将 (8.32) 两 边 在 半径 为 a , 球 心 在 原点 的 球 内 积 


分 . 设 -二 最 在 球 心 *=0 处 有 界 ,左边 积 得 


/Adr 
S ( 2 4 ) jisinoae| ar = 2xc2k, 
这 里 用 了 场 方程 在 xr = a 处 的 解 (8.45) 和 (8.46) .右边 积 得 4x*GM ,其 中 
M = [ar ae am (8.48) 
定义 为 球 内 的 总 质量 .两 边 比较 得 积分 常数 
«= “Cd (8.49) 


C 
至 此 解 得 中 心 对 称 静 质量 分 布 外 面 的 引力 场 ,在 采用 以 对 称 中 心 为 原点 的 球 坐 标 
后 , 它 表现 为 时 空 微分 距离 平方 的 表达 式 


_2GM 


(ds) = (1 27 ) (dr + 一 [(d0) + sin0(do)] 一 (1 -0M 


cr 


)(ax'). 
(8.50) 
这 便 是 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 的 施 拟 氏 解 .此 解 适 用 于 质量 分 布 以 外 的 区 域 , 可 令 其 


中 的 > 趋 于 无 穷 .在 > 很 大 ， 以 致 < 为 小 量 处 ,引力 场 成 为 弱 场 ,近似 (7.162) 成 


立 .牛顿 引力 势 恰 为 (7.152) 所 示 , 只 是 其 中 的 质量 M 现在 由 (8.48) 表 示 . 换 句 话 
说 ,(8.48) 所 示 的 M 确实 对 应 观察 到 的 静 质 量 分 布 的 总 质量 .不 过 ,(8.17) 表 明 ， 
这 个 总 质量 并 非 各 质点 质量 的 简单 和 , 求 和 中 要 在 处 于 z 点 的 质点 质量 上 乘 以 权 
重 f(z ) ,代表 引力 场 对 总 质量 的 影响 . 

场 方程 (7.177) 和 (8.12) 都 表明 ,在 质量 分 布 区 域 以 外 , 即 在 施 所 氏 解 适用 的 
区 域 中 ,四维 时 空 的 里 奇 张 量 为 零 .然而 (8.33) 和 (8.47) 表 明 ,在 此 区 域 中 三 维 空 
闻 里 奇 张 量 有 不 为 零 的 对 角 分 量 
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R,, = Ai) Rw =— 7-, Ry, =— Fsin?0, (8.51) 
黎 曼 张 量 上 自然 也 不 会 是 零 . 空间 成 为 弯曲 的 , 疝 非 欧 几 里 得 空间 . 由 (7.76)、 
(8.22)、(8.46)、(8.45) 和 (8.26) 一 (8.29) 算 得 ,此 区 域 中 四 维 时 空 黎 曼 张 量 有 非 
等 分 量 
Roy = 每 ， Roos = -去 (1 - 全， Rom， = - 才 (1 -££ Jsin 0. (8.52) 
可 见 它 所 租 入 的 四 维 时 空 也 不 是 平 直 的 , 属 非 闵可夫 斯 基 时 空 .质量 对 空间 和 时 空 
的 影响 都 不 局 限于 它 所 在 的 空间 点 和 它 所 走 的 世界 线 . 它 对 空间 和 时 空 性 质 的 影 
响 是 全 局 性 的 .这 和 电荷 对 空间 电磁 性 质 的 影响 类 似 .一 个 电荷 不 仅 在 它 所 在 的 位 
置 产 生 电 场 ,而 且 在 整个 空间 产生 库仑 电场 ,影响 也 是 全 局 性 的 .不 过 这 种 对 全 局 
的 影响 又 是 由 微分 方程 表达 的 , 即 全 局 场 与 局 部 源 的 关系 是 逐 点 建立 的 . 
施 瓦 氏 解 (8.50) 是 静态 的 ,因为 其 中 的 四 维 时 空 坐 标 中 有 一 个 时 间 坐 标 xz? 
和 三 个 空间 坐标 +、.9、9 ,微分 时 空 距离 平方 是 微分 空间 距离 平方 与 微分 时 间距 高 
平方 之 和 , 且 度 规 张 量 只 是 空间 坐标 的 函数 而 与 时 间 坐 标 无 关 . 这 正 符 合 $88.1 开 
头 对 静态 引力 场 的 定义 .一 个 静止 的 中 心 对 称 质 量 分 布 的 外 面 ,引力 场 由 这 个 解 表 
示 . 由 于 是 在 真空 中 求解 ,质量 分 布 的 影响 只 在 最 后 确定 积分 常数 x 时 出 现 . 解 的 
静态 性 质 并 非 来 源 于 质量 分 布 的 静态 ,而 来 源 于 对 解 本 身 的 静态 假定 (8.22) .如果 
放弃 静态 假定 ,但 仍 保持 中 心 对 称 ,那么 所 得 的 解 应 适用 于 中 心 对 称 质量 分 布 外 面 
的 空间 ,这 个 中 心 对 称 质 量 分 布 却 可 以 与 时 间 有 关 , 例 如 沿 径 向 各 向 同性 地 膨胀 、 
收缩 和 振动 (脉动 ,呼吸 模式 ). 中 心 对 称 的 解 在 绕 对 称 中心 的 转动 变换 中 应 不 变 ， 
只 能 与 转动 变换 中 的 不 变量 有 关 . 采 用 以 对 称 中 心 为 原点 的 球 坐 标 , 这 些 转动 不 变 
量 是 
t, dt, r, rdr=rdr, (dr)* = (dr) + r*[(d0)* + sin’0(dp)’]. 
微分 时 空 距离 平方 可 表 为 
(ds)* =C(r,t){(dr)* + r*[(d0)* + sin0(dp)*]} 
+ DOr,i)r (dr) +2E(r,t)crdrdt — F(r,t)c*(dzt)*. (8.53) 
定义 新 的 径 问 坐标 
r 和 VvV Cl(r,t)r, 
这 相当 于 在 不 同 径 向 位 置 和 不 同时 刻 重新 定义 长 度 单位 .由 此 解 出 孙 数 r(x’,z)， 
并 微分 得 dr 与 dr 和 dz 的 关系 .将 它们 一 并 代入 (8.53) 右 边 得 
(ds) =D’(r’,t)(dr’)*+ rr“*[(d0)? + sin20(do)2] 
+2E’(r’,t)dr’dt — F’'(r’,t)c*(dz)’, (8.54) 
其 中 


D'(r,)=[C(r,t) + PD(r,t)] (FE), 


9r qr 


E’(r’,t)=[C(r,t) + r*D(r,z)] Fy 了 + E(r,t)cr 5 


Fr ti) 三 下 Or) 一 全 B(r,t)r 了， 
rr 为 rr 与 z 的 函数 .用 微分 关系 
dz = [Fr Ddt- SE'(r’,t)dr’ | (8.55) 


定义 新 的 时 间 ,其 中 tc(x’,z) 是 一 个 积分 因子 ,保证 此 式 右 边 为 一 全 微分 ,从 而 
可 以 积 出 1 (x ,z). 全 微分 条 件 要 求 


Fr F(t)] =— Cr Er’,t)]. 
这 个 方程 作为 《x,t) 的 偏 微 分 方程 可 以 解 出 ,这 一 点 可 由 下 面 的 分 析 看 到 :在 给 
定 初 值 函 数 5(x“, to) 后 ,可 由 此 方程 解 出 丝竹- 达 | ,从 而 求 出 67 ,to+ 
4t) .如 此 不 断 推进 便 可 得 K(x ,2). 用 (8.55) 可 将 (8.54) 表 为 
(ds)? = (PD + (dr +7z2[(dg) + sin20(do)] 一 上 c2(dt“)2. 


CF 
将 rt 重新 称 为 、t, 定 义 A 二 D'+ 居 s>,B= 可 ,此 式 便 可 表 为 
(ds) = A(r,z)(dr)* + r2*[(d0)*+ sin20(do)] — BOryti)c2(dz)2. 


(8.56) 
如 果 A、B 均 与 时 间 无 关 , 此 式 就 是 标准 形式 (8.22), 在 那里 B(r)= 卢 (>). 这 再 
一 次 证 明了 中 心 对 称 静态 引力 场 可 取 形 式 (8.22). 不 过 现在 进一步 证 明了 :即使 质 
量 分 布 与 时 间 有 关 , 只 要 它 仍 是 中 心 对 称 的 , 所 产生 的 引力 场 仍 具 标 准 形式 
(8.56), 只 是 其 中 度 规 A 与 B 可 与 时 间 有 关 . 仍 考虑 质量 分 布 以 外 区 域 中 的 引力 
场 .在 无 质量 处 它 应 满足 真空 中 的 爱 因 斯 坦 方程 . 按 (7.177) 这 就 是 
R, = 0. (8.57) 
(8.56) 表 明 , 四 维 时空 的 度 规 张 量 是 对 角 的 , 非 零 分 量 只 有 
go =— B(r,t), g;, = A(r,t), gw = r’, gwp = rsin:0. (8.58) 
反 变 度 规 张 量 的 非 零 分 量 只 有 


1 ~”_ 1 -1 -_ 1 
8 =- B(r,t)’ 8 A(r,t)’ 8 = 8”- rsin20 (8.59) 
由 (7.47) 得 仿 射 联络 ,其 中 的 非 零 分 量 为 


r%= 小， r= 让， 3 = P% = 六; (8.60) 
r _B r 一 r _A r _A 
To= 3 To= To,= FA Tr = 一 2A， 

(8.61) 
Tw = 一 站， 有 Po =— Asin?0; 
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， 有 op 一 一 sinOcosO0; (8.62) 


PP = T= ~, Tg= T= cotb. (8.63) 


函数 符号 上 方 的 圆 点 表示 这 个 函数 对 时 间 上 的 微 商 ,右上 角 的 一 撤 表 示 它 对 坐标 
r 的 微 商 . 将 所 有 对 时 间 的 微 商 置 零 ,并 令 B = 玉 , (8.60) 一 (8.63) 便 成 为 
(8.26) 一 (8.29). 将 这 些 仿 射 联 络 表达 式 代 和 人 (7.59) ,再 将 所 得 的 黎 曼 张 量 代入 
(7.81) ,得 里 奇 张 量 ,其 中 的 非 零 分 量 为 


LA A /A DBW HB BI4 B\ B 

Ro = 72A -42a(A +B)-24+44 (A +B)-A, (8.64) 
__A A /A,B\,B B/A BY\ A 

Kr = 2326 + 48( 全 +B)+ 产 #5 (4 +B) rA’ (8.65) 
_1 rr/A B\ 

Ro = 人 去 ( 分 B | 1， (8.66) 

下 wm = Rsin’ 0, (8.67) 

Ro, = R,, =- 全， (8.68) 


将 它们 代入 场 方程 (8.57) .由 Ro,=0 得 A=0,A 与 时 间 无 关 . 这 使 里 奇 张 量 中 含 
时 间 微 商 的 项 全 部 消去 . 场 方程 变 得 与 静态 场 方程 一 样 .不 过 由 于 质量 分 布 随时 间 
变化 ,可 能 发 生 引 力 辐射 ,无 穷 远 处 的 度 规 不 一 定 是 闵可夫 斯 基 度 规 ,而 可 绕 闵 可 
夫 斯 基 度 规 振荡 .在 这 种 条 件 下 场 方程 的 解 不 一 定 就 是 静态 的 .究竟 是 何 种 情形 ， 
解 出 以 后 才 知 道 .为 此 ,将 求解 过 程 再 做 一 遍 . 
用 B 除 (8.64),A 除 (8.65) ,然后 相 加 得 
Ro FR ”BB 
六 + 至 =- 认 (人 +8) 

由 于 Roo = R,, =0, 此 式 表 明 


A4A .B’ 
rr 十 B= 0. (8.69 ) 
积分 得 
全 ln(AB) 本 0， 
AB = €(1), (8.70) 
8(?) 只 是 时 间 * 的 函数 ,而 与 - 无 关 . 用 (8.69) 消 去 (8.66) 中 的 号 ,再 由 Ro=0 
得 
d /> 
jr (A)=+ 
积分 得 
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A(r) = (1 - £). 


由 于 A 与 1 无 关 ,x« 是 与 x 和 + 都 无 关 的 常数 .此 式 与 静态 解 中 的 (8.47) 相 同 . 代 
入 (8.70) 便 得 


B(r,i) = es 人 1- 生 | (8.71) 
代入 (8.56) 得 
(ds)? = (1 一 £) (dm + r2[(d0)? + sin2g(dp)2] — el1 一 全 jc2(dt)2 
(8.72) 
作 变 换 
1t” = | YE, (8.73) 


将 变换 后 的 1 重新 称 为 1, 并 采用 « 的 表达 式 (8.49), (8.72) 就 成 了 静态 解 
(8.50). 可 见 ; 只 要 质量 分 布 是 中 心 对 称 的 ,不 论 它 是 否 随 时 间作 中 心 对 称 的 运动 ， 
在 它 外面 的 空间 中 引力 场 就 是 静态 的 ,并 且 由 施 瓦 氏 解 (8.50) 描 述 . 这 就 是 伯 克 霍 
夫 定 理 . 

施 瓦 氏 解 描述 中 心 对称 引 力 源 外 面 的 引力 场 . 它 只 反映 引力 源 的 中 心 对 称 性 
质 ,并 只 取决 于 一 个 参数 , 即 引力 源 的 总 质量 M .一 个 引力 源 外 的 观察 者 可 以 根据 
引力 场 是 否 符合 施 瓦 氏 解 判断 引力 源 是 否 中 心 对 称 , 但 无 法 判断 质量 在 引力 源 中 
是 如 何 分 布 的 . 它 可 以 是 一 个 处 于 对 称 中 心 的 质点 ,也 可 以 是 一 个 结构 复杂 的 球 . 
伯 殉 霍 夫 和 定理 更 进一步 告诉 我 们 ,从 引力 场 也 无 法 判断 引力 源 是 否 沿 径 向 各 向 同 
性 地 运动 .这 种 径 向 运动 不 产生 引力 辐射 . 


8.3 质点 的 引力 质量 与 惯性 质量 ,等 效 原理 的 
目 治 性 ,质点 质量 的 引力 起 源 


考虑 一 个 质点 周围 的 引力 场 , 它 由 施 瓦 氏 解 (8.50) 表 示 , 其 中 的 参数 M 就 是 
在 无 穷 远 处 观察 这 个 引力 场 测 得 的 质点 的 引力 质量 .这 可 当 作 引力 质量 的 定义 ,就 
像 在 牛顿 引力 理论 中 将 (7.152) 中 的 M 定义 为 引力 质量 一 样 .现在 的 问题 是 :这 
样 定义 的 引力 质量 是 否 与 质点 的 惯性 质量 相等 , 即 是 否 符 合 等 效 原理 .等 效 原理 是 
广义 相对 论 的 基础 ,广义 相对 论 关 于 引力 的 一 切 结果 必须 与 这 一 原理 一 致 ,才能 目 
洽 . 按 相对 论 ,惯性 质量 是 能 量 与 光速 平方 之 比 , 求 惯性 质量 归结 为 求 能 量 . 不 过 ， 
质点 是 带 着 它 周 围 的 引力 场 一 起 运动 的 ,质点 的 惯性 包括 它 周 围 引 力 场 的 惯性 , 它 
的 能 量 也 包括 它 周围 引力 场 的 能 量 .质点 与 周围 引力 场 的 能 量 动量 张 量 (S,) 由 
(7.180) 表 示 . 利 用 场 方程 (7.170) 可 将 它 完 全 由 引力 场 量 表 出 
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2 02 h* 32 Op 32 h* 32 Me 
(人 A y A 
Sp = EG [Dh + 7 PE ~ armaw ma (Dh 4 | 
2 
mp C cg 
167G 3 (8.74) 
其 中 
Qh 2 2 9h*, 9he, (2 A ak 
QT + gp 3 了 a ER a am | ‘8.75) 


在 施 瓦 氏 解 中 ;与 时 间 无 ,有 hio = hoi; = 10 三 70; =0(i=1,2,3), 故 有 

Sio = So =0，1i1= 1,2,3. 
它们 表明 ,质点 及 其 引力 场 的 动量 密度 和 能 流 密度 都 是 零 , 动 量 目 然 也 是 零 .这 是 
理所当然 的 ,因为 这 里 施 瓦 氏 解 表示 一 个 静止 质点 周围 的 引力 场 ,质点 和 引力 场 都 
没有 运动 .由 于 Qs, 与 时 间 无 关 , 能 量 密度 为 


2 3 
(人 9 _ 
Soo 一 16xG 2 I (8.76) 
其 中 
= + 26 立 as - 立 (2 -ai 
“二 一 十 全 一 - 一 一 | , 
ar 9r 之 9 2 97: gz (8.77) 


推导 中 用 了 闵可夫 斯 基 度 规 的 表达 式 (7.24) ,表明 取 了 笛 卡 儿 坐 标 : 


rzx! = rsingcosp， yy 三 x* = ene, | 


8.78 
z = Xx? = rcosb. ( ) 


将 能 量 密度 (8.76) 在 以 原点 为 心 的 无 穷 大 球体 内 积分 , 便 得 质点 及 其 周围 引力 场 
的 总 能 量 
E = | Sway 


dy 为 体积 元 .在 采用 向 卡 儿 坐 标 后 df= dzldz2zdz3, 这 个 体积 分 可 由 高 斯 定理 化 
成 大 球 表 面 的 面积 分 : 


_ c” [> i : 
E =- Ea 2 Qioda;， (8.79) 


其 中 doj 二 do 为 大 球 表面 面 元 do 的 ; 分 量 ,do 为 面 元 的 大 小 .既然 是 在 无 穷 远 
处 的 大 球面 上 计算 , 便 可 取 施 瓦 氏 解 (8.50) 在 无 穷 远 处 的 渐 近 形式 . 即 以 。 = 
“多 < 为 小 量 将 它 展 成 。 的 寄 级 数 , 取 到 e 的 一 次 等 .于 是 有 


(dj = [(1-23M) -1ary + ary (1- 2 ) (ere) 


= [生计 + Oe?) ] Sr dr + dry- (1- 2 (dz (8.80) 


O(e*) 为 e 的 不 低 于 二 次 竹 的 各 项 之 和 ,在 r 一 处 为 可 以 略 去 的 高 级 小 量 ; 
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(dr) = (dr) 十 关 [(db)2 十 sin20(dp)]. (8.81) 


由 (8.80) 和 
3 
rdr= Dridri (8.82) 
i=1 
得 
hi; = c(gi — 6;) = [和 + 0(e) | 王 ， (8.83) 
3 
2 ha = 2M + O(e’), (8.84) 
9h., V2 i 
= [+ oC(e’) ||1+ 6; - 加 | (8.85) 
3\ 9hy rT2GM zi 
2 3 局 | r 十 0(e?) | 专 ， (8.86) 
au, [rr2GM zi: 
37 2 三 一 | -+ 0(e?) | 扎 . (8.87) 
代入 (8.77) 得 
Qi =- be + 0(e?) | 亏 . (8.88) 
再 代入 (8.79) ,并 令 一 co ,得 
. 4GM 
E = 1£ lim| 和 de = Me?. (8.89) 


携带 着 引力 场 的 质点 ,惯性 质量 真 的 就 是 M. 质点 的 引力 质量 等 于 它 的 惯性 质量 ， 
符合 等 效 原理 . 以 等 效 原理 为 基础 的 广义 相对 论 引 力 理论 的 结论 符合 等 效 原理 , 表 
明 等 效 原理 自治 . 

值得 注意 的 是 ,在 以 上 分 析 中 ,不 论 引力 质量 还 是 惯性 质量 都 属于 质点 和 它 携 
带 的 引力 场 .并 未 区 分 多 少 成 分 来 源 于 质点 ,多 少 成 分 来 源 于 它 周围 的 引力 场 .由 
于 不 存在 不 携带 引力 场 的 质点 ,这 种 质点 单独 的 质量 是 原则 上 不 可 观察 的 .上 述 划 
分 在 原则 上 和 实际 上 都 不 可 能 . 因此 可 以 设想 :质点 本 无 质量 ,质量 完全 由 它 携带 
的 引力 场 提 供 . 按 此 观点 ,不 是 质点 的 质量 产生 引力 场 , 而 是 引力 场 提 供 质点 的 质 
量 , 并 通过 自身 提供 的 质量 产生 引力 场 自 身 .引力 场 是 自在 的 ,并 且 是 质量 的 起 源 . 
在 一 个 只 有 引力 而 没有 其 他 作用 的 世界 里 ,引力 场 就 是 一 切 ,质点 不 过 是 它 的 奇 
点 . 正 是 周围 的 引力 场 赋 予 所 人 能 拥 的 奇 点 以 质量 ,使 之 成 为 质点 .所 赋予 的 质量 既 
是 惯性 质量 又 是 引力 质量 .由 于 引力 场 即 时 空 的 度 规 场 , 引 力 场 是 一 切 意 即 度 规 时 
空 就 是 一 切 ,质点 不 过 是 它 的 奇 点 .这 是 一 种 颇 优 美的 思想 .可惜 实际 世界 并 非 这 
样 简单 ,不 只 有 引力 ,而 且 还 有 其 他 作用 ,例如 电磁 作用 .于 是 , 爱 因 斯 坦 用 他 的 后 
半生 致力 于 引力 场 与 电磁 场 的 统一 理论 ,希望 将 电磁 场 论 也 纳入 他 的 世界 几何 理 
论 之 中 .这 便 是 他 的 统一 场 论 .虽然 由 于 后 来 发 现 的 弱 作 用 和 强 作 用 使 情形 更 加 复 
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杂 ,建立 与 量子 概念 一 致 的 统一 场 论 仍 是 当前 理论 物理 最 重大 的 目标 .在 建立 统一 
场 论 的 不 懈 努 力 中 ,粒子 是 场 的 奇 点 ,粒子 质量 起 源 于 场 的 思想 , 仍 颇 有 启发 
性 . 


$8.4 施 瓦 氏 奇 异性 与 施 瓦 氏 黑 洞 , 克 鲁 斯 卡 " 坐标 


施 瓦 氏 解 (8.50) 的 度 规 ,作为 r 的 函数 ,有 两 处 奇 点 .一 是 ~ 一 0 处 ， 


g00 一 co ， go -> 0， gr 0, gg > co; 


另 一 是 /一 < 处 ， 


go 一 0， g"”—>%, gry—>%, g”" 0. 
当然 ,只 当 引 力 源 是 一 质点 时 >=0 处 的 奇异 性 才 会 显露 ,只 当 引 力 源 的 半径 小 于 


二“ 时 r=7; 处 的 奇异 性 才 显露 . x 称 为 施 瓦 氏 半径 . 施 瓦 氏 解 是 由 真空 中 


的 场 方程 (8.57) 解 出 的 .对 原点 处 静止 质点 产生 的 施 瓦 氏 引 力 场 ,(8.57) 在 原点 以 
外 处 处 成 立 .将 它 的 两 边 在 以 原点 为 心 ,a 为 半径 的 小 球 内 积分 ,车 原点 非 奇 点 必 
有 


| Rv | Y Idrd0odo = 0. 
男 一 方面 ,由 (8.14)、(8.46)、(8.49) 和 (8.50) 知 ,对 一 个 静止 于 原点 的 质点 
Too 一 go0T= gol To。 一 py 
3( 7 ， 
27r2sin6 0 8 (4z) 
将 它 在 同一 小 球 内 积分 得 


2 
| (Tw 一 gmT )v | 7Y ldrdbdop = FO moe? = 00. 


可 见 , 施 瓦 氏 解 在 原点 将 不 满足 爱 因 斯 坦 场 方程 (7.177) ,除非 令 它 在 原点 的 里 奇 
张 量 以 一 种 特殊 方式 趋 于 无 穷 . 原点 , 即 质点 所 在 处 ,是 施 瓦 氏 解 的 真正 奇 点 ,也 是 
爱 因 斯 坦 场 方 程 的 奇 点 .与 之 相 较 , 施 瓦 氏 解 在 > = ~, 处 仍 满足 爱 因 斯 坦 场 方程 . 
r; 处 是 施 瓦 氏 解 的 奇 点 , 却 不 是 爱 因 斯 坦 场 方 程 的 奇 点 . 人们 进一步 猜想 ,如 果 不 
将 解 写成 标准 形式 (8.22) ,或 者 说 不 按 标准 形式 选择 时 空 坐标 z*、r、9、gp ,这 一 奇 
异性 也 许 不 会 出 现 .这 一 猜想 在 1960 年 由 克 鲁 斯 卡 证 实 . 


® M.D. Kruskal, Phys. Rev. 119 (1960) 1743;C. Fronsdal, Phys. Rev. 116 (1959) 
778. 
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克 鲁 斯 卡 引 进 坐标 


rr 12 a pa 
( 王 -1) Er.ch 3 如 >,， 
1 三 » 1 0 (8.90) 
(1- 芯 ) er,sh >， 如 > < 7r,， 
1/2 7 0 
(下 -1) ezrsh 5 ， 如 >， 
v 二 j 2 0 (8.91) 
(= 三) e2rch 5， 如 -< x， 


以 代替 施 瓦 氏 坐标 中 的 > 和 zx .微分 得 


二 [(-1) de + 人工- 1 | 号 工 中 艺 dr|， 若 r > 7， 

[< 
下 [( 玉 1) 号 由 过 do+ 伟 -1 咏 和 过 tr]， 若 "> 

dz = 

I 要 -人 -二 本 5 束 tr]， 关 r<v 


不 论 +>r, 还 是 r<r,, 便 都 有 

(du (do = be [ (1 ) arp- (1 至 jdzo?] 
于 是 ， | 微分 时 空 距离 平方 成 为 

(ds)?= —:er[(du)? - (dv)?] + rz2[(d6)2 + sin20(dp)2] 


- 2G M. A 


-Ah[ (du)? — (dv)2] + 72[(dg)2 + sin 20(do)2],(8.92) 
其 中 > 为 x 和 的 函数 可 由 方 和 
[到 一 1 |e5 = uv (8.93) 


解 出 .(8.92) 是 用 克 鲁 斯 卡 坐标 表 出 的 施 瓦 氏 解 ,其 中 的 度 规 在 r = x, 处 已 无 奇异 
性 ,r=0 处 却 仍 是 奇 点 . 

克 鲁 斯 卡 坐 标 虽 消去 了 度 规 在 >= ~ 处 的 奇异 性 , 却 消除 不 了 人 们 对 rr = 7 
处 可 能 有 的 奇特 物理 现象 的 兴趣 .这 特别 由 于 施 瓦 氏 坐 标 > 和 x" 与 实际 观察 结果 
有 直接 的 联系 .至 少 在 一 ~co 处 , 施 瓦 氏 度 规 趋 于 闵可夫 斯 基 度 规 ,> 直接 表示 位 


置 ,而 := 芝 直 接 表示 时 间 .在 分 析 无 穷 远 处 观察 者 获得 的 信息 时 , 施 瓦 氏 坐标 是 


方便 的 .考虑 光 沿 径 向 的 传播 .在 无 重力 惯性 系 中 光 以 光速 c 直线 传播 ,ds = 0. 按 
. 311 : 


等 效 原理 ,在 有 重力 的 一 般 坐 标 系 中 光 的 传播 仍 有 ds = 0. 按 施 瓦 氏 解 (8.50) ,对 
光 的 径 回 传播 , 这 便 是 


它 的 积分 为 
rr 十 7 nlr 一 r,1+Q = 土 ct， (8.94) 
a 为 积分 常数 .在 r>>r, 的 区 域 ,右边 的 正 号 对 应 向 外 的 运动 , 负 号 对 应 问 内 的 运 
动 ;在 r<r, 的 区 域 ,右边 的 正 号 对 应 向 内 的 运动 , 负 号 对 应 癌 外 的 运动 .考虑 从 内 
外 两 侧 靠近 施 瓦 氏 半径 的 运动 ,因而 在 (8.94) 右 边 取 负 号 . 当 > 一 盖 ,左边 对 数 的 
自 变量 趋 于 零 ,对 数值 趋 于 - co ,zt->o% .可见 ,不 论 从 内 侧 还 是 从 外 侧 , 要 到 达 施 瓦 
氏 半 径 处 ,都 有 上 = %. 如 前 所 述 ,t 是 无 穷 远 处 观察 者 的 时 间 . 可 见 无 穷 远 处 的 观 
察 者 在 任何 有 限时 间 内 都 看 不 到 光 穿 越 施 瓦 氏 奇异 面 . 既 看 不 到 光 从 外 面 穿 进去 ， 
也 看 不 到 光 从 里 面 穿 出 来 . 施 瓦 氏 奇 异 面 确 有 其 奇异 的 性 质 . 
这 个 结论 是 一 般 的 ,不 局 限于 光 , 也 不 限于 径 癌 运动 .不 论 是 光 还 是 质点 ,都 走 
一 条 测 地 线 . 采 用 施 瓦 氏 坐 标 , 在 施 瓦 氏 引 力 场 中 的 测 地 线 方 程 (7.100) 可 写 为 
d0 2 ddr (名 ) _ 0 
do ’ 


412+7rdd- sin0ocosl 

de， 2 de dr de dg _ 

9 号 + 和 92 9 +2cotg 9 9 = 一 0， 
2 

dz2 2A“° \do 2A\d Al\do A \ldo/ 

di: Bddr_ 

2 + B dz ds = 0 ， (8.95) 


其 中 B= 广 .第 一 式 有 特 解 0= 了 .此 解 对 应 赤道 平面 内 的 运动 .由 于 中 心 对 称 , 任 


何 通过 中 心 的 平面 都 可 作 赤 道 平 面 . 取 此 特 解 不 失 一 般 性 .将 此 解 代 人 后 二 式 中 
得 


do 2dpdr 
本 + 二 9 入 = 0， (8.96) 
dr Bad Adr r/do\ 
qi + 2AC | + 贫 ( 于 ] 下 (各 = 0. (8.97) 
(8.95) 与 (8.96) 分 别 有 初 积分 
dt _ 
BI =«, (8.98) 
r2 92 = 用， (8.99) 


« 与 为 积分 常数 .用 B 儒 乘 (8.95) ,与 把 乘 (8.96) ,仿生 乘 (8.97), 然 后 适当 组 
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合 起 来 ,得 
d 


do 


a(E) -E+ 


B( 侍 ) -点 [A( 旦 ) + 7() ]= b， (8.100) 


b 为 积分 常数 .对 于 质点 ,可 取 c= rz 为 质点 本 身 的 原 时 ,这 使 5=1,(8.100) 就 是 
(7.126). 对 于 光 ,ds =0 要 求 5 = 0,o 为 一 适当 选取 的 表示 进程 的 参数 . 注意 
(8.98) 式 ,在 r 关 rr 处 B 源 0, 对 于 一 个 时 间 进 程 驻 天 0， 因此 常数 < 天 0. 将 (8.98) 
和 (8.99) 代 入 (8.100) ,经 整理 得 


2 2 
(Ey = ea- (s+)B. (8.101) 


积分 得 


do 
在 > 一 六 处 ,B 一 0, 开 一 二 we. 用 它 除 (8.98) 两 边 得 
B Gt ~+ i (8.102) 


它 的 积分 
r+rlnilr-r,|l+a 守 + ct 
在 > 一 ”~ 处 趋 于 (8.94) ,与 (8.94) 只 有 有 限 的 差别 .这 使 得 在 讨论 光 或 质点 在 施 瓦 
氏 奇 异 面 附近 的 运动 时 可 用 (8.94) 式 .可 见 (8.94) 后 面 关 于 光 沿 径 回 趋 近 和 穿越 
施 瓦 氏 面 所 需 时 间 的 讨论 适用 于 光 与 质点 以 任何 方式 趋 近 和 穿越 施 瓦 氏 面 的 运 
动 . 即 在 无 穷 远 处 的 观察 者 看 来 , 光 与 质 点 不 论 从 外 侧 还 是 从 内 侧 趋 近 和 穿越 施 
瓦 氏 奇异 面 都 需要 无 穷 长 时 间 . 在 任何 有 限时 间 内 是 看 不 到 这 种 趋 近 和 穿越 
的 . 
按 等 效 原理 ,每 一 处 的 观察 者 都 用 该 处 局 域 无 引力 惯性 坐标 系 的 时 标量 时 间 ， 
量 得 的 是 该 处 的 原 时 .在 施 瓦 氏 引 力 场 中 ,r 处 原 时 间 
Ar = VB(Cr)Ai (8.103) 
是 无 穷 远 处 时 间 Ar 的 VB(7) 信 .在 r>r, 处 ,0<vB(r)<1 为 一 有 限 实 因 子 .在 
无 穷 远 处 看 来 无 穷 长 的 时 间 ,在 >> ~ 处 的 观察 者 看 来 也 是 无 穷 长 时 间 . 因 此 , 趋 
近 与 穿越 施 瓦 氏 奇 异 面 的 运动 ,在 奇异 面 外 的 每 一 观察 者 看 来 都 需要 无 穷 长 时 间 . 
在 任何 有 限时 间 内 他 们 都 看 不 到 这 种 趋 近 与 穿越 .奇异 面 上 的 任何 有 限时 间 过 程 ， 
在 奇异 面 外 的 观察 者 看 来 都 经 历 了 无 穷 长 时 间 . 这 是 一 种 无 限 的 时 间 膨 胀 ,或 者 说 
是 一 种 无 限 的 引力 红 移 .一 切 好 像 都 在 奇异 面 上 停 了 下 来 ,这 就 是 ~= ~ 球面 上 的 
施 瓦 氏 奇异 性 . 
在 有 限时 间 内 奇异 面 外 的 观察 者 看 不 到 跨越 奇异 面 的 运动 并 不 表明 没有 跨越 
奇异 面 的 运动 . 如 果 观 察 者 就 在 奇异 面 上 ,他 记录 的 便 是 奇异 面 上 的 原 时 . 由 于 
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B(r,)=0, 将 At = co 代入 (8.103) 的 右边 ,左边 得 到 的 奇异 面 上 的 原 时 可 以 是 有 限 
的 .或 者 说 ,奇异 面 上 过 程 的 有 限时 间 在 奇异 面 外 的 记录 中 被 无 限 放 大 了 .一 个 随 
质点 运动 的 观察 者 记录 的 时 间 则 是 质点 的 原 时 . 在 他 经 过 奇异 面 时 记录 的 质点 径 
向 速度 按 (8.101) 应 为 


了 了 三 土 kc 
dr ， 


是 有 限 的 .他 发 现 自己 正常 地 跨越 了 奇异 面 , 并 未 遇 到 阻 滞 . 可 见 奇异 面 只 妨碍 对 
运动 的 观察 ,并 不 妨碍 运动 本 号 . 

在 >< ”~ 处 go 变 成 正 的 , g,, 变 成 负 的 .在 变 到 给 定点 的 局 域 无 引力 惯性 系 
后 ,时 间 轴 将 沿 7 方向 ,zt 方向 上 则 是 空间 轴 . > 成 了 时 间 坐 标 , 上 成 了 空间 坐标 . 如 
果 这 个 区 域 中 有 观察 者 , 且 他 们 可 以 比较 彼此 的 观测 结果 ,如果 因果 律 在 这 个 区 域 
中 仍然 正确 , 则 他 们 各 自 坐 标 系 中 的 时 序 应 彼此 相同 .例如 > 增 大 的 方向 对 他 们 
来 说 都 是 将 来 , > 减 小 的 方向 都 是 过 去 .或 者 反 过 来 , > 减 小 的 方向 对 他 们 来 说 都 
是 将 来 ,> 增 大 的 方向 都 是 过 去 .在 前 一 种 情形 中 ,>< ~ 处 的 所 有 物质 ,包括 光 ， 
都 向 > 增 大 的 方向 运动 ,最终 越 出 x = ~, 处 的 界面 ,虽然 >> ~, 处 的 观察 者 在 有 限 
时 间 内 看 不 到 这 种 穿越 .若是 这 种 情形 ,> 委 的 球形 区 域 称 为 施 瓦 氏 白 洞 ,简称 
日 润 . 在 后 一 种 情形 中 ,r< ~ 处 的 所 有 物质 ,包括 光 , 都 向 > 减 小 的 方向 运动 ,不 
会 越 出 r=, 处 的 界面 .若是 这 种 情形 ,> 委 ”~ 的 球形 区 域 称 为 施 瓦 氏 黑 洞 ,简称 
黑洞 . 

施 瓦 氏 解 (8.50) 只 适用 于 没有 质量 分 布 的 区 域 .只 当 质 量 分 布 半径 R 小 于 施 
瓦 氏 半径 


,三 < (8.104 ) 


时 才 会 出 现 施 瓦 氏 奇 异性 , 才 会 出 现 白 洞 或 黑洞 .太阳 质量 为 

Mo = 1.989 x 10% kg， (8.105) 
将 它 和 引力 常数 (7.153) 代 入 (8.104) ,算得 太阳 的 施 瓦 氏 半 径 为 2.95km. 而 太阳 
半径 却 有 6.96 x 10?km, 远大 于 它 的 施 瓦 氏 半 径 .太阳 周围 不 会 出 现 施 瓦 氏 奇 异 
性 . 目 获 得 施 瓦 氏 解 以 来 ,人 们 以 极 大 的 兴趣 在 宇宙 中 寻找 日 洞 与 黑洞 ,然而 至 今 
未 发 现 它们 存在 的 确 当 证 据 . 所 有 有 确实 数据 的 天 体 ,半径 都 大 于 它们 各 自 的 施 瓦 
氏 半 径 .致使 日 洞 与 黑洞 的 研究 仍 停留 在 理论 探讨 阶段 .不 过 有 一 类 天 体 , 即 中 子 
星 , 半 径 与 它们 各 自 的 施 瓦 氏 半径 已 很 接近 ,只 大 若干 倍 .这 使 人 们 可 相当 接近 施 
瓦 氏 奇 异性 ,检验 广义 相对 论 的 引力 论 , 例 如 检测 中 子 星 周围 的 巨大 引力 红 移 是 否 
符合 广义 相对 论 的 预言 等 . 
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3 8.5 ”中心 对 称 质量 与 电荷 分 布 周围 的 引力 场 与 电场 ， 
场 方程 的 莱 斯 纳 ` 解 , 伯 克 霍 夫 定理 的 推广 


中 心 对 称 是 指 存在 一 对 称 中 心 ,空间 一 氮 各 量 的 取 值 只 与 该 点 与 对 称 中 心 的 
距离 有 关 , 而 与 该 点 的 方位 无 关 . 采 用 以 对 称 中 心 为 原点 的 施 瓦 氏 坐 标 ”>、0、P 和 
.中心 对 称 指 各 量 取 值 的 空间 分 布 只 与 > 有 关 , 而 与 9、9 无 关 . 只 要 求 质量 和 电 
荷 的 分 布 是 中 心 对 称 的 ,并 不 要 求 这 种 分 布 是 静态 的 . 即 允 许 质 量 和 电荷 沿 径 同 各 
向 同性 地 运动 . 设 这 种 分 布 有 一 定 范围 ,在 这 范围 以 外 质量 密度 和 电荷 密度 都 是 
零 . 这 一 范围 必 是 有 一 定 半 径 的 以 原点 为 心 的 球 .本 节 要 求解 的 便 是 这 一 范围 以 外 
的 引力 场 和 电场 . 

$ 8.2 已 确定 了 中 心 对 称 条 件 下 时 空 微分 距离 平方 的 标准 形式 (8.56), 其 中 
有 两 个 未 知 函 数 A(r,t) 和 B(r,z). 电 磁场 由 标 势 $ 和 矢 势 A 表示 .在 中 心 对 称 
条 件 下 , 矢 势 只 有 径 向 分 量 A, 非 零 , 且 $ 与 A, 也 只 能 是 > 和 z 的 函数 ,与 9、q 无 
关 . 可 取 A,=0 的 规范 , 即 用 规范 变换 令 A, =0. 在 此 规范 中 ,中 心 对 称 电 磁场 只 
由 一 个 标 势 & > ,zt) 表 示 . 张 量 (F) 中 ,中 心 对 称 电磁 场 只 有 一 个 非 零 分 量 , 就 是 
径 向 电场 


6, 一 cF .0 一 一 cCFo: Tar 8 . (8.106 ) 
用 度 规 张 量 (8.59), 可 得 (FY ) 的 惟一 非 零 分 量 
7 -一 1 4 
Fr =— Fo0r = AB$ (8.107) 
和 (Fx ) 的 两 个 非 零 分 量 
Fr = A Fo = Ex (8.108) 


电磁 场 方 程 (7.132) 中 的 9 分 量 方程 和 gq 分 量 方程 都 是 恒等式 0=0,> 分 量 方程 
和 上 分 量 方程 在 真空 中 成 为 


2 (A )=0 和 2 (ss)=0 (8.109) 


由 此 得 初 积 分 
-$= a， (8.110) 


a 为 与 + 和 + 都 无 关 的 常数 .将 (8.106) 一 (8.108) 代 入 (7.140) ,得 真空 中 电磁 场 
的 能 量 动量 张 量 (T). 它 的 非 零 分 量 是 
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€0 ，， €0 ,, 
To = Ag， T=- Fp$", 


(8.111) 
2 
Tw = Co $*, T,, = Tosin0 
好 2 AB 9 pp 好 。 
由 此 还 可 得 
T= gwT。= 0. (8.112) 


将 (8.64) 一 (8.68) 代 入 场 方程 (7.177) 左 边 , (8.58)、(8.111) 和 (8.112) 代 入 它 的 
右边 . 场 方 程 的 0> 分 量 方程 为 
A _ 
Ar 一 0 ， 
因此 ,A =0,A 与 时 间 无 关 , 只 是 > 的 函数 .这 使 里 奇 张 量 的 其 余 分 量 都 与 度 规 的 


时 间 微 商 无 关 . 场 方程 (7.177) 的 00 分 量 方程 和 rr 分 量 方程 分 别 为 


_B,B/A.,B\ B 8xG ,2 
24+ HA (A + B)- A A (8.113) 
Br BA BA _ grG Cs 
2B 后 (全 + 名 | -A= 4 3B (8.114) 
用 B 除 (8.113) 加 A 除 (8.114) 得 
A 8B _ 
人 十 方 = 0 


这 正 是 (8.69) ,因此 可 得 (8.70). 这 使 (8.56) 成 为 
(ds)2 = A(r)(dr)2 + r2[(d0)? + sin2g(do)2] - dz). 


变换 (8.73) 将 此 式 变 为 
(ds)* = A(r)(dr)* + r*[(d0)* + sinm0(dg)*|] — B(r)c’(dz)’,(8.115) 


且 
.AB=1. (8.116) 
将 此 式 代入 (8.110) ,得 它 在 边 条 件 lim$(r)=0 下 的 解 
$(r) = 一 (8.117) 
4rkor 


这 正 是 中 心 对 称 电荷 分 布 外 面 的 库仑 电势 ,引力 场 对 库仑 势 没有 修正 . 此 处 已 令 
(8.110) 中 的 积分 常数 


9 
4re0 


其 中 60 为 真空 介 电 常数 ,由 此 定义 的 常数 9 为 无 穷 远 处 观察 者 实测 得 的 引力 源 电 
荷 .将 (8.69) 代 入 (8.114) 的 左边 ,(8.117) 代 入 它 的 右边 ,得 
2 
B’ + 4B’ = (8.118) 
7 C 2xreor 
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经 一 次 积分 得 


,_ _Goqa 1 
r2:B = 4 2re 六 (8.119) 
无 穷 远 处 时 空 应 是 平 直 的 , 具 闵 可 夫 斯 基 度 规 ,从 而 
limB(r) = limA(r) =1. (8.120) 
按 (8.49) 为 (8.119) 中 的 积分 常数 < 取 值 ,将 它 在 边 条 件 (8.120) 下 积分 ,得 
2 
B(r)=1- +E 0 5 (8.121) 
C“ 7 c4 4neor 
将 此 式 代 入 (8.116) 得 
2GM G 9% | 
A(r) = + rer (8.122) 


容易 验证 ,(8.121) 和 (8.122) 也 满足 场 方程 (7.177) 的 其 他 分 量 方程 .将 它们 代 回 
(8.11S) ,得 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 在 中 心 对 称 质 量 和 电荷 分 布 外 面 的 解 , 称 莱 斯 纳 


解 .在 > 很 大 处 , 荆 为 小 量 , 弱 场 近似 (7.162) 适 用 .在 二 的 二 次 宕 可 以 忽略 的 条 件 
下 , 莱 斯 纳 解 趋 于 施 瓦 氏 解 ,引力 势 趋 于 牛顿 势 (7.152). (8.121) 中 定义 的 M 便 


是 无 穷 远 处 观察 者 实测 得 的 引力 源 的 引力 质量 . 不 过 在 计 及 二 的 二 次 短 时 , 莱 斯 纳 


解 表明 ,有 一 项 电荷 对 引力 势 的 修正 . 它 是 电荷 产生 的 静电 场 能 量 的 贡献 . 
$ 8.3 中 关于 质点 的 引力 质量 与 惯性 质量 相等 的 证 明 , 只 用 到 施 瓦 氏 解 在 无 


穷 远 处 的 渐 近 形式 , 且 只 用 到 二 的 一 次 短 项 . 莱 斯 纳 解 在 无 穷 远 处 的 渐 近 形式 中 ， 


二 的 一 次 短 项 与 施 瓦 氏 解 的 相同 .因此 ,该 处 的 证 明 也 适用 于 莱 斯 纳 解 . 可 以 认为 ， 


荷 电 质点 的 质量 完全 来 源 于 它 周 围 的 引力 场 和 静电 场 ,而 且 这 一 质量 既是 引力 质 
量 又 是 惯性 质量 . 荷 电 质 点 可 视 为 引力 场 和 静电 场 的 奇 点 . 

莱 斯 纳 解 本 是 对 荷 电 质点 或 静态 中 心 对 称 质 量 电荷 分 布 周围 的 引力 场 推导 
的 .不 过 在 本 他 的 推导 中 没有 用 质量 电荷 分 布 的 静态 条 件 , 而 只 用 了 中 心 对 称 条 
件 . 即 证 明了 质量 和 电荷 作 中 心 对 称 运动 的 条 件 下 ,或 者 说 作 各 疝 同性 径 向 运动 的 
条 件 下 ,静态 的 莱 斯 纳 解 仍然 成 立 .这 便 是 伯 克 霍 夫 定理 对 莱 斯 纳 解 的 推广 .一 个 
无 穷 远 处 的 观察 者 可 以 通过 实测 引力 场 与 莱 斯 纳 解 的 比较 ,判断 作为 引力 场 源 的 
质量 和 电荷 分 布 是 否 中 心 对称 , 却 不 能 判断 这 一 分 布 的 详情 . 它 可 以 是 一 个 点 源 ， 
也 可 以 是 一 个 结构 复杂 的 球 , 还 可 以 作 各 向 同性 的 径 向 运动 .无 论 如 何 ,只 要 保持 
了 中 心 对称 , 源 外 的 引力 场 都 由 静态 菜 斯 纳 解 表示 ,电磁 场 也 就 是 库仑 场 .总 共 只 
有 两 个 参数 , 即 质 量 M 和 电荷 gq. 场 源 各 向 同性 的 径 向 运动 既 不 会 导致 引力 辐射 ， 
也 不 会 导致 电磁 辐射 . 
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8.6 弱 场 条 件 下 引力 场 方程 的 线性 化 ， 
引力 波 与 引力 辐射 


作 分 解 (7.104) , 设 度 规 相对 闵可夫 斯 基 度 规 的 偏离 (三 | 为 小 量 . 这 就 是 弱 
声 条 件 .由 (7.171) 定 义 的 引力 场 能 量 动量 张 量 (U) 由 (三 h。 ) 中 各 分 量 的 二 次 


宏和 更 高 次 芋 组 成 ,在 弱 场 条 件 下 为 高 级 小 量 . 忽 略 它 的 贡献 ,并 忽略 引力 场 对 其 
他 物质 能 量 动量 张 量 的 影响 ,引力 场 方程 (7.181) 成 为 


oh 9 了 9h’, 16xG 0) 
jh, " aar m9r dT oe “和 (8.123) 
If(0) 1 
Jp = TH -7 MT, (8.124) 


TO = py*TO. (8.125) 
(8.123) 对 引力 场 (iuw ) 是 线性 的 ,是 线性 化 了 的 引力 场 方程 . 右 端 (9@) ) 是 引力 声 
源 , 它 已 与 引力 场 无 关 , 由 其 他 物质 的 能 量 动量 张 量 组 成 .(T4 ) 是 无 引力 条 件 下 
物质 的 能 量 动量 张 量 ,因而 有 守恒 关系 
9 jy 
了 2T = 0. (8.126) 


注意 ,不 合 引 力 场 的 张 量 为 洛 伦 兹 张 量 ,所 有 洛 伦 兹 张 量 均 用 因 和 加 升降 标号 . 
由 (8.126) 得 


jm = pp (8.127) 
0) 三 TO 二 "FO) 二 一 人 下 (0) . (8.128 ) 


在 弱 场 条 件 下 , 仿 射 联络 可 近似 为 


pm 一 2c7 (gr az 9x 
(es ah 
点 | 02 + 9m 902 人 (8.129) 
其 中 
9 9 
在 同一 近似 下 ， 
4 5 = (| 
机 Tl = C2 9 2 9 x 


谐 和 坐标 条 件 (7.184) 成 为 
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pr _ 1 9, 
J = 过 可 (8.131) 
采用 谐 和 坐标 ,条件 (8.131) 将 线性 化 引力 场 方 程 (8.123) 简 化 为 
Di =- 90), (8.132) 


这 是 标准 形式 的 有 源 波动 方程 , 源 X90 不 含 场 量 h. 在 真空 中 ,I(0 = 0, 此 式 成 为 
无 源 波动 方程 


LA = 0. (8.133) 
它 有 平面 波 解 
po x i 
hy= Qioe +amwe * 
= qe kr ee) 十 axe kr (8.134) 


其 中 a 为 常数 ; (x ) 为 四 维 时 空 笛 卡 儿 坐 标 ,其 中 三 个 空间 分 量 x' 寺 zx, zx? 三 y， 
Zz 三 z 组 成 三 维 径 矢 量 r ,时 间 分 量 x' 寺 ct ;(, ) 为 四 维 波 矢量 ,其 中 三 个 空间 分 
量 有 1 二 ,k2 二 ,3 三 ks 组 成 三 维 波 矢量 ,时 间 分 量 ko 二 一 站,w 为 波动 的 角 
频率 .为 使 (8.134) 确 实 满 足 方程 (8.133), 必 须 


2 
AR 三 有 一 所 =0， (8.135) 
/ 2 


即 有 色散 关系 
w 一 土 CR. (8.136) 
表明 平面 波 (8.134) 以 光速 c 沿 k 方向 传播 .可 见 ,引力 场 可 以 波动 的 形式 传播 , 称 
为 引力 波 . 
为 使 波 方 程 (8.133) 与 (8.123) 的 齐 次 方程 等 价 , 解 (8.134) 还 须 满足 条 件 
(8.131). 将 它 代 入 (8.131) 两 边 , 得 积分 常数 a,, 应 符合 的 条 件 


hata = ar. (8.137) 
考虑 沿 z 方向 传播 的 平面 波 (8.134) ,其 中 
ls =k,=0, k.=k, k= =k. (8.138) 


这 里 ,在 (8.136) 右 边 取 了 正 号 .这 不 失 一 般 性 ,因为 ,如 果 w<0, 恒 可 将 (8.134) 的 
第 二 项 改作 第 一 项 ,将 az 改写 为 cw, 一 k 改写 为 k,w 改写 为 -ww. 这 样 重新 改写 
后 的 解 (8.134) 便 有 w>0. 将 (8.138) 代 和 (8.137) ,可 将 它 具 体 写 为 


231 十 aol 三 0，as2+ao = 0, 
1 

Q33 + &03 = 7 (au + Q22 + a33 一 a00), 
1 

Q30 + aoo =— F(an + a + 033 一 a00). 
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由 前 两 式 分 别 解 得 


C0L 一 一 431， 002 一 一 &32， (8.139 ) 
由 后 两 式 相 加 减 ,分 别 解 得 
Qa03 二 一 方 (a33 + Qo0)， a22 三 一 Q11. (8.140) 
(hh) 为 对 称 张 量 ,这 使 得 (a ) 也 是 对 称 的 , 即 
Qi = Qim， (8.141) 


解 (8.134) 中 独立 的 积分 常数 为 10 个 . (8.139) 和 (8.140) 表 明 , 其 中 ao01、a0s、ao3 
和 a2 四 个 可 用 其 余 六 个 
QI1NG12NG13\Q23\Q33 和 Qo00 (8.142) 

表 出 .独立 的 积分 常数 降 为 6 个 . 

引力 理论 是 广义 相对 论 的 ,在 一 般 的 坐标 变换 下 不 变 . 弱 场 条 件 破坏 广义 相对 
性 ,使 场 方 程 (8.132) 不 再 在 一 般 的 坐标 变换 下 不 变 .但 只 要 变换 不 破坏 弱 场 条 件 
和 谐 和 坐标 条 件 , 场 方程 (8.132) 在 变换 后 应 依然 成 立 . 为 此 ,变换 中 坐标 的 改变 只 
能 是 小 量 , 即 


rT* = XT +， (8.143) 


C 


其 中 三 二 不 超过 Sh 的 量 级 . 由 (7.14) 和 (7.104) 知 ,在 弱 场 条 件 下 
ae = 1. (8.144) 


对 坐标 变换 (8.143) ,在 方 5 和 和 三 ,为 小 量 的 条 件 下 , 反 变 度 规 张 量 的 变换 
(7.15) 给 出 


hr = he — 所 - vi (8.145) 
Po = hy — > - 3 (8.146) 
其 中 &,= m8. 令 
= ibrebr ib "eibe, (8.147) 
代入 (8.143). 在 此 变换 下 , 按 (8.146), 解 (8.134) 变 为 
jw = a ”eh +a 1 这 ， (8.148 ) 
其 中 
a = a + kp + kb,. (8.149) 


(8.135) 保 证 (8.148) 仍 满足 无 源 波 方程 (8.133) ,还 保证 在 ww 满足 (8.137) 的 条 件 
下 
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ka 一 ka *,, 
即 (8.148) 也 符合 谐 和 坐标 条 件 . (8.149) 表 明 ,变换 后 的 解 (8.148) 中 含 四 个 任意 
常数 bo、b1、52 和 03 ,可 用 来 进一步 固定 解 .对 沿 z 方向 传播 的 波 , 可 用 (8.138) 将 
(8.149) 具 体 化 为 
al = Qt， 412 = 412 
a13 = a13 十 1， az3 = az3 十 iDO2， 
a33 = a33 +2kb3, aoo = aoo — 2kbo. 
在 (8.142) 列 出 的 六 个 独立 常数 中 ,只 有 ct 和 ajs 在 坐标 变换 中 不 变 , 表 明 它 们 反 
映 了 引力 波 的 客观 性 质 . 其 他 四 个 常数 均 可 变 . 且 在 选择 
pb1 =— a13/k, b> =— ax/k, 
bs3 =— a33/(2k), bo = ao0o0/(2k), 
后 ,可 将 变换 后 的 常数 a13、az3、a33、ao 统 统 置 零 .再 由 (8.139) 和 (8.140) 知 ， 
a0l\a0 和 a03 也 因 之 为 零 .引力 波 (8.134) 是 张 量 波 .对 沿 z 方向 传播 的 引力 波 ， 
经 上 述 变换 后 , 非 零 分 量 只 有 
Ai1， h2 三 一 Ai1， hiz, hz = hy. 
它们 是 张 量 的 zt、yy、xzy 和 wz 分量. 可见 ,引力 波 是 横 张 量 波 . 
有 源 引 力 波 方程 (8.132) 具 有 有 源 波 方程 的 一 般 形 式 (4.113), 因 此 有 推迟 解 
(4.132) 和 超前 解 (4.134). 引 力 辐射 对 应 其 中 的 推迟 解 .具体 写 下 来 就 是 


(0) Ir-rl 
pw 


hs(r,t) = | dy (8.150) 


[rr 一 r| 
体积 分 遍及 有 源 区 域 .由 于 94' 有 性 质 (8.127) ,经 分 部 积分 后 可 证 ,由 (8.150) 表 
示 的 1 符合 谐 和 坐标 条 件 (8.131). 


$ 8.7 四维 欧 几 里 得 空间 中 三 维 超 球面 的 几何 学 ， 
均匀 空间 , 闭 空间 与 开 空间 


广义 相对 论 的 引力 理论 既是 时 空 的 几何 学 , 便 可 用 来 研究 时 空 的 整体 性 质 .这 
就 是 宇宙 学 .宇宙 学 研究 我 们 所 在 的 三 维 空间 的 全 体 , 以 及 它 随 时 间 演 化 的 过 去 未 
来 .作为 基础 ,本 节 先 研究 三 维 空间 的 几何 学 .由 于 物质 的 存在 ,现实 的 三 维 空间 曲 
率 非 零 ,是 非 欧 几 里 得 的 .而 且 , 由 于 物质 分 布 细 看 起 来 不 可 能 均匀 ,这 儿 一 点 , 那 
儿 一 点 ,空间 性 质 因而 也 不 是 均匀 的 .不 过 这 种 不 均匀 性 来 源 于 这 一 或 那 一 具体 事 
物 ,而 非 空 间 所 固有 ,因而 可 视 为 在 一 均匀 背景 上 的 涨 落 . 天文 观察 表明 ,就 大 范围 
看 来 ,物质 的 分 布 还 是 均匀 的 .宇宙 学 不 研究 这 一 或 那 一 具体 事件 ,因而 不 研究 空 
间 性 质 在 此 处 或 彼 处 的 涨 落 . 它 着 力 研究 现实 空间 的 均匀 背景 ,及 其 随时 间 的 演 
化 .本 节 便 研究 三 维 均匀 空间 的 几何 学 . 
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最 简单 的 三 维 均匀 非 欧 空 间 是 四 维 欧 几 里 得 空间 中 的 三 维 超 球面 ,其 中 每 一 
点 的 地 位 是 完全 平等 的 .用 zl1、xz2、zx3 和 z4 表示 四 维 欧 几 里 得 空间 的 笛 卡 儿 坐 
标 . 其 中 微分 距离 平方 便 是 


(ds)* = (dzr1)” 十 (dz2) 十 (dz3a) 十 (dz4)“. (8.151) 
以 原点 为 心 ,半径 为 a 的 三 维 超 球面 方程 为 
Xf+ Xf+ X44+ Xi = Q2. (8.152) 
球面 上 一 点 只 有 三 个 独立 坐标 .将 它们 取 为 zt\zz 和 zx, 第 四 个 坐标 
x4 =+Val— zf— zz (8.153) 


由 它们 表 出 .微分 (8.152) 得 
ZidZzli + Zzdzo + 3dza + Z4dz4 = 0. 
用 (8.153) 消 去 此 式 中 的 z4, 得 
TXT1idz1 + ZzdZz2z + ZX3dx3 
Va zf- zzs 
代入 (8.151) 得 三 维 超 球 面 上 相 邻 两 点 间 的 微分 距离 平方 
(ds) = (dzi) + (dz2)* 二 (dz3a)2 十 1d + Sade ee) 


— Xf — Xi — 3 


dz4 一 十 


(8.154) 


(8.155) 
引进 球 坐 标 r、90、9 ,它们 与 之 1、 之 2、 之 3 的 关系 为 
Z1 = rsin0gcosp， Z2 = rsingsinp ， Z3 = rcos0. (8.156) 
(8.155) 成 为 
(ds)*= (dr)* + r*[(d0)* + sim0(do)*] + gr 
= 3 (dr + r*[(d0)? + sin20(do)]. (8.157) 


改 用 半径 a 作 长 度 单位 ,原来 的 径 向 坐标 > 要 改写 为 ar, 角 坐标 0、p 不 变 . 这 样 
重新 标 度 后 ,(8.157) 成 为 


(da)2 = a?| {dr + rz[(db)2 + sinzg(dp)2]| (8.158) 
其 中 的 度 规 张 量 是 对 角 的 , 非 零 分 量 为 
Yr = 了 2 Yo = 0 六， yop = orcsin 0 (8.159) 
由 此 算出 仿 射 联络 的 非 零 分 量 为 
T= 7 Th=-(l-r)r, T=- (1-r)rsin0,(8.160) 
Po% = IT =, rT, =- singoos0, (8.161) 


r= TS =—, T= Tg = cot; (8.162) 


里 奇 张 量 为 
Ry = 一 Ys (8.163) 
其 中 ij 分 别 可 取 x、9 和 op; 曲率 标量 为 
R = yiR; =- 己 . (8.164) 
可 一 般 定义 N+1 维 欧 几 里 得 空间 中 NN 维 超 球面 的 高 斯 曲率 
K = 一 六 1， (8.165) 
其 中 R 为 它 的 曲率 标量 .三 维 超 球面 的 高 斯 曲率 便 是 
K =- 呈 = 点 (8.166) 


曲率 与 位 置 无 关 , 表 现 出 此 空间 的 均匀 性 . 

除 曲 率 非 零 外 ,三 维 超 球 面 与 平 直 空间 还 有 许多 不 同 .例如 ,在 (8.157) 中 国定 
r=r1,9= 广 , 令 9 由 0 变 到 2x, 得 一 条 曲线 ,相当 于 平 直 空间 的 圆周 .由 (8.157) 
算得 圆周 长 

C= "| dp = 2rri. (8.167) 
注意 ,这 里 的 ri 并 非 圆 的 半径 .半径 应 定义 为 从 圆心 r=0 到 圆周 上 一 点 的 测 地 线 


长 . 测 地 线 与 联接 两 给 定点 的 其 他 线 相 比 , 线 长 取 极 值 .表明 , 沿 测 地 线 从 圆心 到 圆 
周 的 过 程 中 ,方向 9、g 应 维持 不 变 .因而 , 按 (8.157), 它 的 长 度 应 为 


六 dr 也 dz .7 
b = | 万- = 中 万 二 一 aarcsin 一 ， (8.168 ) 
2 
a 
将 (8.167) 表 示 的 圆周 长 用 半径 表示 出 来 ,得 
C = 2rasin 人 (8.169) 


它 显然 短 于 三 维 平 直 空间 中 半径 为 5 的 圆周 长 , 且 与 半径 2 不 成 比例 .圆周 率 的 
概念 在 三 维 超 球面 的 几何 学 中 失效 .不 过 ,如 果 a 足够 大 ,半径 5b 足够 小 , 以致 


人 <<1, 则 sin 中 一 卫 ,(8.169) 趋 于 平 直 三 维 空间 的 圆周 一 半径 关系 C= 2xb 


在 (8.157) 中 将 a? 改 为 - o, 可 得 另 一 种 三 维 空间 的 度 规 .在 经 过 类 似 
(8.157) 到 (8.158) 的 标 度 变换 后 ,这 种 度 规 可 表 为 


(ds)* = a’ Lr + r*[(d0)* + sin 0(dp)*]i. (8.170) 
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此 式 和 (8.158) 可 统一 表 为 
(ds)2 = a 二 + 72[(db)2 + sin2g(do)2]| (8.171) 


其 中 有 =1 则 得 三 维 超 球 面 的 度 规 (8.158),k = 一 1 则 得 度 规 (8.170) ,k=0 则 得 
三 维 欧 氏 空 间 的 度 规 .对 推广 的 微分 距离 表达 式 (8.171),(8.159) 变 为 


2 


Yrr 三 rt Yo = ar?, Yep = a27“sin20. (8.172 ) 
一 kr 


度 规 张 量 仍 是 对 角 的 .(8.160) 变 为 


_ _kr _ r 2 
Ir = pg IT "| (8.173) 
IT =— (1 — kr’)rsin’0, 

(8.161) 和 (8.162) 不 变 . (8.163) 变 为 

Ri = 一 ys， (8.174) 
(8.164) 和 (8.166) 分 别 变 为 
六 = 多 (8.175) 
a 
= 乞 . (8.176) 
a 


不 论 & 取 何 值 , 曲 率 均 与 位 置 无 关 , 空 间 都 是 均匀 的 .只 是 &= -1 的 空间 ,高 斯 曲 
率 为 负 ;k=0 的 空间 ,曲率 为 零 ,是 平 直 的 . 

&=1L 的 空间 ,> 的 取 值 受到 限制 .在 (8.1$8) 中 > 委 1; 在 (8.157) 中 ,> 魏 c<. 这 
来 源 于 超 球面 方程 (8.152). 由 于 其 中 zx4 宇 0, 使 得 


-=V 可 二 + 三 二 
这 一 限制 又 使 从 任 一 点 出 发 , 沿 任何 方向 行进 的 距离 不 能 超过 最 大 距离 


; pi (8.177) 


1—z 


可 以 称 bmax* 为 这 一 空间 的 半径 .有 时 又 简单 地 称 a 为 这 一 空间 的 半径 . 其实 a 是 
这 一 空间 包围 的 四 维 球 的 半径 .总 之 ,这 一 空间 有 一 有 限 的 半径 .还 可 计算 这 一 空 
间 的 总 体积 


= i 
OV1-zx? 
具有 限 半径 或 有 限 体积 的 空间 称 为 闭 空间 .此 处 &=1 的 空间 就 是 闭 空间 ,这 种 空 
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3 | sneae| dp 


dz = = ra’. (8.178) 


间 是 有 限 的 , 却 无 界 .设想 一 个 宇航 员 在 这 种 空间 中 朝 一 个 方向 一 直 飞行 . 当 他 到 
达 最 大 距离 bmax 处 ,再 向 前 ,他 看 到 了 什么 呢 . 他 看 到 了 出 发 前 向 相反 方向 看 到 的 
那些 东西 . 像 麦哲伦 的 船 队 从 大 西洋 向 西 进入 太平 洋 那 样 ， 继续 向 前 航行 便 路 上 了 
归程 .其 间 却 没有 遇 到 任何 界限 . 

k=0 或 -1 的 空间 ,r 的 取 值 不 受 限制 ,从 任 一 点 出 发 , 沿 任 何方 向 行进 的 距 
离 可 趋 于 无 穷 .这 种 空间 称 为 开 空 间 . 开 空间 是 无 限 的 . 


$8.8 宇宙 学 原理 , 罗 伯 孙 沃克 度 规 ， 
爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 的 宇宙 解 ,宇宙 动力 学 


自 哥 白 尼 至 今 , 数 百年 间 人 们 对 宇宙 逐步 深入 的 认识 ,导致 一 个 明确 的 绪论: 
宇宙 没有 一 个 中 心 . 地 球 不 是 中 心 ,太阳 不 是 中 心 ,我 们 所 在 的 银河 系 也 不 是 中 心 . 
宇宙 中 的 各 个 星系 ,哪个 也 不 比 哪个 优越 .如 前 所 述 , 从 大 范围 看 ,物质 的 空间 分 布 
是 均匀 的 , 细 看 的 不 均匀 性 可 视 为 均匀 背景 上 的 随机 涨 落 . 综合 起 来 , 便 形 成 一 种 
认识 :存在 一 统一 的 时 间 标 度 , 按 此 标 度 ,每 一 时 刻 ,在 抽象 掉 具 体 事 件 导 致 的 随机 
涨 落后 ,空间 各 点 的 性 质 完全 相同 . 这 便 是 宇宙 学 原理 . 按 此 原理 ,宇宙 中 相 邻 两 时 
空 点 的 微分 距离 平方 可 表 为 


(ds)2 = a2(1) 2 + r2[(db)2 + sin2g(dp)2]|- cz(dt)2，(8.179) 


你 为 罗 信 和 沃克 度 规 其 中 待定 参数 k 可 取 一 1.0 和 +1 三 个 不 同 值 ,还 有 一 未 
知 函 数 a(z ) 表 示 t 时 刻字 宙 的 空间 尺度 .与 (8.171) 对 比 知 ,每 一 时 刻 (8.179) 都 
表示 一 均匀 空间 ,如 = -1 或 0 则 是 一 开 空 间 ,如 有 &= +1 则 是 一 财 空间 .其 中 的 
度 规 张 量 是 对 角 的 ,对 角 元 为 


2 
go =—1, gr = 2 gw = Q (t)r’, Bop = a’(t)r’sin0. 
z (8.180) 
由 此 得 仿 射 联络 的 非 零 分 量 为 
P = Lgy, Th = Ti = £20,, (8.181) 
rT = 3, T=- (1 hr )r, Ths =— (1 kr?)rsin?0, (8.182) 
T= T= 过， Po = 一 singcosb， (8.183) 


@ H. P. Robertson, Ap. J., 82 (1935) 284, 83(1936) 187, 257. 
® A. G. Walker, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 42 (1936) 90. 
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8 Tg = ~, T= Tg = cotbi (8.184) 


3a 2k ,2a” ,a 
Ro = 学 ， Ry =- (和 怨 + 各 3 + 儿 Jgy; (8.185) 
曲率 标量 为 
ka” a 
二 -6 和 + 于 -+ 一 |. . 
下 6 人 oa oaf’ (8.186) 


其 中 i\j 各 自 代 表 r、9 或 ,上 方圆 点 代表 对 时 间 z 的 微 商 . 
设 从 大 范围 看 宇宙 中 的 物质 运动 可 当 作 理 想 流 体 的 流动 .在 每 一 时 空 点 ,此 流 
体 的 能 量 动量 张 量 为 2 


Ty, = Sg + (8+ 网 ) ->, (8.187) 
C 


其 中 9 为 该 氮 流体 的 压力 ,@ 为 从 随 流 点 运动 的 坐标 系 中 看 该 点 的 能 量 密度 ， 
(ww) 为 流 点 运动 的 四 速度 ,有 关系 
UU” 三 一 c2. (8.188 ) 
已 设 宇宙 空间 是 均匀 的 ,因而 是 各 向 同性 的 ,(xw) 的 空间 分 量 应 为 零 . 按 (8.180) 
第 一 式 
U0Uu0 三 一 go uouo =— g Uy = c2. 

可 见 (8.187) 表 示 的 能 量 动量 张 量 是 对 角 的 ,其 中 

To = 6&, T; = pg;. (8.189) 
将 (8.185)、(8.186)、(8.181) 和 (8.189) 代 入 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 (7.166), 由 00 
分 量 方程 得 


a + ck = 3 Fa’, (8.190) 
由 空间 分 量 方程 得 
2ad + a2 + c2k =— go2， (8.191) 
其 余 分 量 方程 均 为 恒等式 0=0. 用 (8.190) 消 去 (8.191) 中 的 < ,得 
32 = - 38 + 3Wa. (8.192) 
男 一 方面 ,(8.190) 两 边 对 时 间 的 微 商 给 出 
2 = |[- &a+ 二 蕊 (8a3)| (8.193) 
与 上 式 比 较 知 


@ 参阅 本 从 书 第 一 卷 《 经 典 力学 》(10.144) 和 (9.152) 式 . 
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he. + 3942 = 0. (8.194) 


此 式 保证 (8.192) 与 (8.193) 到 ,也 就 全 证 (8.190) 与 (8_.190)_ 数 
(8.194) 表 示 能 量 密度 6 随 宇 宙 空 间 尺 度 a(z ) 的 变化 ,也 就 是 表示 6 随时 间 
的 变化 ,应 当 能 从 能 量 动量 守恒 关系 (7.142) 导 出 .采用 协 变 微 商 的 莱 布 尼 茨 规则; 
注意 9 为 标量 , 因而 协 变 微 商 就 是 普通 微 商 ; 再 由 (8.187)、(7.32)、(7.194) 和 
(7.53) ,可 将 (7. 
398 
3 之 5 ”一 一 7 一 az 


[Va(9+ 8) EE |+ rs(9+ 8) EE =0. 


(8.195) 
由 于 此 处 9 与 空间 坐标 无 关 , (g* ) 又 是 对 角 的 , 且 (wr ) 的 空间 分 量 为 零 , 按 
(8.181) 一 (8.184) 还 有 有 PR 和 =0,(8.195) 的 三 个 空间 分 量 方程 为 恒等式 0=0, 时 
间 分 量 方程 则 为 


EL(9+ 局 )a3] = Pas. (8.196) 


上 略 加 整理 即 可 看 出 ,此 式 就 是 (8.194). 对 给 定 的 ,宇宙 中 时 空 与 物质 共有 三 个 动 
力学 变量 , 即 a(t)、 多 (z) 和 维 z), 共 需 三 个 方程 来 确定 .给 定 物 态 方 程 氏 铝 ) 后 ， 
只 剩 两 个 独立 变量 , 即 a(t) 和 &%(z), 还 需 两 个 方程 来 确定 .在 此 条 件 下 ,(8.190) 
和 (8.196) 组 成 宇宙 动力 学 的 完备 方程 组 .它们 的 解 就 是 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 的 宇 
宙 解 .这 组 方程 和 它们 的 解 取决 于 & 值 . 宇 宙 中 的 物质 密度 和 物质 在 大 范围 内 的 
物 态 方程 代 色 ). 


$8.9 红 移 与 哈 勃 ` 定律 ,宇宙 的 矿 度 、 年 龄 
与 演化 , 失 踊 质量 与 暗物质 


关于 宇宙 演化 的 现状 及 其 过 去 未 来 的 信息 主要 来 自 遥 远 天 体 光 谱 的 红 移 .用 
A1 和 vi 表示 天 体 发 出 的 光波 的 波长 和 频率 ,Mo 和 vo 表示 这 束 光 到 达 地 面 后 的 波 

长 和 频率 , 红 移 定义 为 
z= (8.197) 

41 vo 

其 中 Mo 和 vo 可 在 地 面 直接 测 得 . 如 果 忽 略 发 光 天 体 表面 引力 势 与 地 面 引力 势 的 
差别 , 即 忽 略 引 力 红 移 ,X41 和 vi 可 认为 与 地 面 同一 光源 发 出 的 同一 谱 线 的 波长 和 
频率 相同 . 红 移 z 是 一 可 观察 量 . z >0 表明 , 谱 线 向 长 波 方 向 移动 , 称 为 红 移 ，; 


z<0 表 明 , 谱 线 向 短波 方向 移动 , 称 为 紫 移 , 或 蓝 移 .20 世纪 初 已 积累 了 大 量 天 体 


OO E. P. Hubble, Proc. Nat. Acad. Sci. 15 (1927) 168. 
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谱 线 移动 的 资料 ,大 部 分 是 红 移 ,也 有 个 别 紫 移 的 .到 20 世纪 20 年 代 , 人 们 已 认识 
到 天 体 红 移 与 它们 的 距离 有 近似 的 正比 关系 , 距 我 们 越 远 的 天 体 红 移 越 大 .这 种 现 
象 很 难 用 引力 红 移 解释 ,因为 没有 可 靠 的 理由 令 人 们 相信 越 远 的 天 体质 量 越 大 .而 
且 这 种 宇宙 结构 不 符合 宇宙 学 原理 ,因为 它 表 明 地 球 上 的 人 类 有 一 个 与 众 不 同 的 
参考 系 . 如果 改 用 一 个 遥远 的 星系 作 参 考 体 ,观察 者 会 发 现 这 样 的 宇宙 对 他 是 各 回 
不 同性 的 . 当 他 向 地 球 方向 看 , 越 远 的 天 体质 量 会 越 小 ,直到 他 的 目光 到 达 地 球 为 
止 ; 当 他 向 与 地 球 相反 的 方向 看 , 越 远 的 天 体质 量 仍然 越 大 .这 提示 人 们 用 男 一 种 
方式 , 即 用 多 普 勒 效应 解释 天 体 谱 线 的 红 移 .这 只 要 设 : 除 具体 事件 导致 的 涨 落 外 ， 
远方 天 体 都 在 向 远离 我 们 的 方向 运动 , 称 为 退行 , 且 退 行 速度 与 离 我 们 的 距离 大 体 
成 正比 .这 便 是 哈 勃 定律 . 按 宇宙 学 原理 ,这 提示 我 们 的 宇宙 正在 膨胀 ,以致 从 其 中 
任何 一 点 看 , 远 处 天 体 都 在 退行 , 且 退 行 速度 与 它 到 观察 者 的 距离 成 正比 . 
取 观 察 者 的 位 置 为 原点 . 设 ri1、9、o 处 一 天 体 向 原点 发 出 一 束 电 磁 波 ,在 传播 
中 方位 角 bp 不 变 , 径 向 坐标 > 则 逐渐 趋 于 零 .其 中 一 给 定 相位 ,例如 一 给 定 波 峰 
的 运动 方程 , 按 罗 伯 孙 -沃克 度 规 (8.179), 为 
a2(1) dr _ (dt) =0. (8.198) 


设 此 相位 于 tl 时 刻 离 开 r1 处 ， to 时 刻 到 达 原 点 , 则 有 


站 cdt 加 站 dr 
:a(t) 0 1— kr 


r 


arcsinr1， 大 =1， 
= f(r1) = ar1, 若 & = 0， (8.199) 


arshr1， 共有 = 一 1. 
设 相隔 一 周期 的 相位 ,例如 下 一 个 波峰 在 tz1 + 6zt1 时 离开 ri 处 ,to+ 6to 时 到 达 原 
点 , 必 有 


t0+8t0 cdt 
re | 二- fA). 
可 见 
ceto CcOt1 


(8.200) 


之 一 一 一 = az) 一 虐 (8.201) 
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红 移 表明 = >0, 因 而 a(to)>>a(zi). 较 晚 时 刻 的 宇宙 尺度 a(zo) 大 于 较 早 时 刻 的 
宇宙 尺度 a(z1) ,可见 宇宙 在 膨胀 .对 不 太 远 的 天 体 ,以 宇宙 尺度 a 为 单位 的 距离 
ri 为 小 量 ,对 (8.199) 右 边 列举 的 三 种 情况 都 有 f(ri) 二 ri. 在 此 情况 下 to 一 ti 也 
是 小 量 ,(8.199) 成 为 


ri = zt - £1); (8.202) 
(8.201) 成 为 


a(to) ~ a(t1) al(to) a(to)r 
= a a tt) = 一 


一 一， (8.203) 


v; 为 天 体 退 行径 向 速度 ,简称 退行 速度 ,由 罗 伯 孙 -沃克 度 规 也 可 得 到 红 移 与 退行 
速度 的 正比 关系 ,与 由 多 普 勒 效应 对 红 移 的 解释 一 致 
遥远 天 体 的 距离 通常 用 光度 法 测量 . 天 体 物理 确定 了 主星 系 恒 星 的 绝对 光度 
L, 即 它 发 光 的 总 功率 ,与 恒星 表面 温度 的 关系 .而 表面 温度 又 与 恒星 发 光 光 谱 有 
直接 关系 .因此 ,可 由 光谱 确定 主星 系 恒星 的 绝对 光度 . 另 一 方面 ,可 直接 测量 单位 
面积 在 单位 时 间 内 接收 到 的 星光 能 量 L, 称 为 该 星 的 视 光度 . 设 与 发 光 天 体 的 距离 
为 dL ,由 简单 的 几何 知 
L 


1 = Had (8.204) 
由 此 得 距离 
1/2 
dL = (去) ， (8.205) 


称 为 该 星 的 光度 距离 .如 果 宇 宙 是 不 演化 的 ,尺度 因子 a 不 随时 间 变 化 ,ri 处 的 天 
体 与 原点 的 距离 在 ri 不 很 大 时 应 可 表 为 ari, 视 光度 也 应 是 


L 
5 (8.206) 


4na’ ri 

然而 ,宇宙 是 演化 的 ,尺度 因子 a (zi) 是 时 间 的 函数 ,(8.206) 分 母 上 的 a 应 是 

a(to),to 为 观测 的 时 刻 .而 且 , 前 面 定 义 的 视 光度 就 是 观测 处 坡 印 这 矢 量 的 值 , 按 

(1.233) 它 正比 于 电场 强度 和 磁场 强度 的 积 . (4.143)、(4.144)、(4.151) 和 (4.153) 

表明 ,辐射 的 电磁 势 的 振幅 由 波源 决定 ,不 受 传播 经 过 的 空间 性 质 影 响 .可 是 ,由 

(4.158) 和 (4.159) 表 示 的 电场 强度 和 磁场 强度 的 振幅 却 分 别 与 所 在 位 置 电 磁 波 的 

频率 成 正比 .这 是 因为 , 按 (4.146) 与 (1.96) ,它们 都 是 电磁 势 对 时 空 坐标 的 微 商 . 
可 见 , 按 (8.200) ,宇宙 演化 导致 对 视 光 度 的 修正 ,将 它 从 (8.206) 表 示 的 改 为 

2 
- 二 (8.207) 
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代入 (8.205) 得 


2 
d = eee, 1. (8.208) 
原子 的 可 见 光 谱 服 从 量子 论 . 单个 光子 能 量 为 hy,h 为 普 朗 克 常 数 . 按 


(8.200) ,由 ri 处 传播 到 原点 的 光 能 量 会 发 生变 化 , 即 应 乘 修正 因子 4(24 .这 


交通 过 一 模 和 截面 的 时 间 也 会 发 生变 化 , 按 (8.200) 应 乘 以 修正 因子 4 .在 视 光 
度 的 定义 中 ,前 者 乘 在 分 子 上 ,后 者 乘 在 分 母 上 .这 使 得 应 在 (8.206) 表 示 的 了 上 


以 修正 因子 230 ,从 而 得 到 视 光 度 的 表达 式 (8.207). 即 是 说 , 按 量子 论 也 有 
(8.207) 和 (8.208). 


将 a(z) 在 a(to) 附 近 展 成 1 一 zo 的 震级 数 , 得 
a(it) = a(z0)|1 + Ho(t 10) — qoHR(: £0)2+ …|， (8.209) 


其 中 
a(to) 
Ho 三 a(to) (8.210) 
称 为 哈 过 常数 ， 
_ al(to)a(lto) 
d0 一 一 Q2(z0) (8.211 ) 


称 为 减速 参数 . (8.210) 又 可 写 为 

a(i0)71 = Hoa (tO) ri1, 
表示 ri 处 天 体 在 to 时 刻 的 退行 速度 与 该 时 刻 它 到 原点 的 距离 成 正比 ,这 就 是 哈 
动 定律 .其 中 万 o 为 比例 常数 ,这 就 是 称 它 为 哈 勃 常数 的 原因 .将 (8.209) 代 入 
(8.201) ,得 红 移 与 光 传 播 时 间 关 系 的 震级 数 展开 


z= Ho(to— £1)+ (1+ RH a + (8.212) 

它 的 逆 展 开 为 
no -= 起 [=-(+ 开 22+] (8.213) 

代入 (8.209) 得 
a(t1) = a(to)(1—-z+ z+.…). (8.214) 


在 ri 和 to 一 ti 为 小 量 的 条 件 下 ,(8.199)、(8.209) 和 (8.213) 给 出 
ri= zt "+ Holro ~ t) + ld 


__5c _ 1 2 
= ls ti 二 > Holto t1)“ 十 | 
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erent (8.215) 
将 此 式 和 (8.214) 代 入 (8.208) 得 光度 距离 与 红 移 关 系 的 震级 数 展开 


QT = 总 [+ 二 -oz2+…| (8.216) 
将 此 式 代 入 (8.204) 得 视 光 度 - 红 移 关系 的 寡 级 数 展开 
2， 
1 = [1 - (1 — go)z + …]. (8.217) 


在 对 一 系列 天 体 测 得 视 光度 !、 绝 对 光度 L 和 红 移 > 后 可 检验 此 式 是 否 正确 ,并 定 
出 当前 宇宙 的 哈 勃 常数 Ho 和 减速 参数 qo. 实 测 结果 表明 ,(8.217) 符 合 实际 , 且 能 
较 好 地 从 其 中 和 定 得 Ho, qo 却 难以 从 其 中 准确 定 出 .这 是 因为 go 只 出 现在 对 视 光 
度 的 一 级 修正 中 ,在 大 多 数 数据 红 移 都 较 小 的 条 件 下 ,(8.217) 右 边 对 go 不 敏感 . 
从 弥散 的 数据 中 只 能 判定 ,减速 参数 很 可 能 是 go 二 1. 对 哈 勃 常数 ,目前 的 值 是 @ 


Ho = ho x (9.77813 x 10? 年 )-1!， (8.218) 
其 中 

ho = (0.71 十 0.07) 汪 :加 (8.219) 

称 为 归 一 化 哈 勃 常数 .在 估算 中 可 取 
Ho! = 14 x 10? 年 . (8.220) 

将 (8.190) 写 成 

了 - TF [p(to) - pe], (8.221) 

其 中 o=@ Ac 为 宇宙 中 的 质量 密度 ， 

2 

pe 三 3 = 9.5 x 10 kg/m (8.222) 


为 临界 密度 . 若 p(z0) > p., 则 宇宙 空间 曲率 -3 >0, 宇 宙 空 间 为 闭 空间 ,这 样 的 


宇宙 称 为 闭 宇宙 . 若 o( 加 ) 过 po。, 则 宇宙 空间 曲率 -5 性 <<0, 字 宙 空 间 为 开 空间 ,这 
样 的 宇宙 称 为 开 宇 宙 . 将 (8.191) 写 成 
Hz? 
去 二 2 (2g0 -1)— (10). (8.223) 
实测 结果 表明 ,当前 宇宙 物质 的 压强 很 小 ， 
F(t0) << H(to), 


除非 mo= 广 ,(8.223) 右 边 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 略 去 .于 是 有 


D DD. E. Groom et. al. Eur. Phys. Journ. C1S (2000) 1. 
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2 
隐 = (290 1) (8.224) 


如 果 相 信 前 面 用 视 光 度 测 得 的 go=1, 则 空间 曲率 为 正 ， 目 就 等 于 9 字 宙 空间 是 
闭 的 ,半径 为 


a(to) = = 14 x 10? 光 年 . (8.225) 


不 过 ,如 前 所 述 , 这 种 认识 只 在 宇宙 中 的 质量 密度 大 于 临界 密度 (8.222 ) 的 条 件 下 
才 是 正确 的 .然而 实测 结果 表明 中 
和 = 0.15 ~ 0.45, (8.226) 
观测 到 的 密度 比 临 界 密度 小 得 多 . 由 (8.221)、(8.222) 和 (8.224) 得 
p(to) 
Lec 
如 果 (8.226) 是 正确 的 , 则 从 此 式 得 
qo = 0.075 ~ 0.225. (8.228) 
因此 , 按 (8.224) ,宇宙 空间 曲率 为 负 , 是 开 空间 .在 (8.224) 左 边 取 有 = -1, 得 此 开 


空间 的 尺度 为 
EN 2 _ _C 


= (15 一 0, x 10 光 年 . (8.229) 
以 go 的 视 光度 测量 为 基础 的 结论 与 以 直接 的 密度 测量 为 基础 的 结论 互相 巴 
盾 , 其 至 无 法 确定 宇宙 空间 是 开 的 还 是 闭 的 .如 前 所 述 ,go 的 视 光度 测量 的 结果 并 
不 精确 .然而 ,由 密度 测量 定 得 的 go 值 (8.228) 似 乎 又 太 小 了 .目前 普遍 相信 ,有 些 
物质 未 被 现 有 的 质量 测量 手段 搜索 到 , 称 为 暗物质 ,它们 的 质量 成 为 失踪 质量 . 寻 
找 暗 物质 和 失踪 质量 ,是 当代 天 体 物 理 、 宇 宙 学 和 粒子 物理 的 热门 话题 . 
当 人 们 向 宇宙 深 处 观察 时 ,不 仅 在 深入 宇宙 的 空间 ,而 且 也 在 深入 宇宙 的 历 
史 . 例 如 , 当 人 们 在 宇宙 深 处 看 到 压强 为 零 , 就 可 以 判断 宇宙 过 去 一 段 历史 中 压强 
为 零 . 当然, 人们 直接 观察 到 的 ,只 是 宇宙 的 一 小 部 分 . 因而 ,只 能 对 宇宙 近期 历史 
作 直 接 判 断 . 对 早期 宇宙 的 了 解 ,必须 借 重 理论 .宇宙 论 是 一 门 专门 的 学 问 ,详细 介 
绍 宇宙 论 不 是 本 书 做 得 到 的 .这 里 只 准备 用 它 的 一 个 普遍 接受 的 论断 , 即 宇宙 演化 
的 大 部 分 时 间 内 ,其 中 压强 皆 可 忽略 ,只 在 早期 不 到 百 分 之 一 的 时 间 内 必须 考虑 非 
零 压强 . 在 此 前 提 下 ,宇宙 动力 学 方程 有 解析 解 . 
首先 ,在 纹 :)=0 的 条 件 下 ,(8.196) 给 出 H(t)a?(z) 为 常数 ,与 时 间 z 无 关 . 


= 2go. (8.227) 
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它 的 物理 意义 是 ,在 所 论 的 宇宙 演化 中 ,宇宙 包含 的 总 能 量 或 总 质量 不 随时 间 而 
变 . 它 又 可 表 为 


H(t) _ p(t) _ a’(to) 
(to) plto) a3(z) (8.230) 


用 a(to) 队 (8.190) 的 每 一 项 ,定义 


_ a(z) 
z(t) = (8.231) 
用 (8.224)、(8.230)、(8.227) 和 (8.222) 得 
二 二 HB(1 — 2g0+ + 2] (8.232) 
将 此 式 写 作 
/2 
去 (1 — 2g0 + “2 | dz = dt 
两 边 积分 得 
Tt 1/2 
= 去 | (1 2490+ 22) dz (8.233) 
特别 对 上 = zto,x(zto)=1, 得 现在 宇宙 的 年 龄 
一 1/2 
to 一 去 |， (1-2g0 + Se) dx. (8.234) 


由 (8.224) 知 ,车 mo> 寺 , 则 = 1 宇宙 是 封闭 的 .对 此 情形 , 作 变 换 


go / 
T= 730 101 E) ， (8.235) 
由 此 得 
1 -2g0+ “99 = (2g0 - 1) 和 和 


z(t) a qo r (1 
Hot=] (1 -200+ 并 dr = (2g0 — 1)32J ee)\1+é 5 


加 qo ! 1-é€ 
(2g0 — na V1-— a 
一 a ~ arcsing(z) —« 1— ez)|. (8.236) 
再 作 变 换 
和 = cosl0. (8.237) 


解 (8.236) 可 表 为 
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do 
V 240- 1 H/o 1 


图 8-1 闭 宇 宙 的 轮回 


(8.238) 


以 V 2go 一 1Hot 为 横 坐 标 ， 的 
一 旋 轮 线 ， 轮子 的 半径 为 和 “了 ;参数 为 90(zt)( 如 图 8-1).1=0 时 ,09(:1)=0 
é£(zt)=1 1 区 s 间 只 是 一 个 点 .0(z) 随 时 间 增 加 ,&(z) 从 


1 下 降 ， 由 于 qo> 广 ,7 
Z=1, 按 (8.23S)6(to) = a qo0) /go, 
0(i0) = arccos (= 二 和 站， 


sin0(z0) 一 a 
因此 按 (8.238) 
， = arcoos (1 - |- V290 - 1 | 
Ho(2g0 一 1)2 qo qo 


若 取 qo=1, 按 此 种 情形 ,现时 宇宙 年 龄 为 
to = ( 持 -1) 谨 = 8 x 109 年 . 


随 者 时 间 继 续 流逝 ,0 增加 到 x. 称 此 时 刻 为 fy,90(tm)=7, E(tm)= 一 1 


2g0/(2q0 一 1). 取 go=1, 则 xz(z)=2, 宇 宙 空 间 半 径 增 加 到 最 大 值 
a(tm) = 2a(to) = 28 x 10? 光 年 . 
按 (8.238) 
nqo 1 
~ (2g0 — 1)* Ho 
取 go=1， 
tm = 二- = 44 x 10 年 . 
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->0,z 沿 正 向 增加 ， at) 也 沿 正 回 增加 .到 现时 刻 zo， 


(8.239) 


(8.240) 


,T(tmn) = 


(8.241) 


(8.242) 


(8.243) 


此 后 0 继续 增加 ,超过 x; § 从 一 1 回升 ,z 减 小 ,宇宙 空间 半径 a 减 小 ,直至 1 = 
2tm. 按 (8.238) 和 (8.242),0(2z,,)=27x,&(2z,)=1,x(2z,)=0. 当 时 间 增 长 至 
2t 时 ,宇宙 空间 重新 缩 成 一 个 点 .如 果 称 1 =0 时 刻 , 一 个 点 变 成 一 有 限 的 三 维 空 
间 为 宇宙 的 诞生 ,那么 在 t=2z,, 时 宇宙 从 一 有 限 的 三 维 空间 回归 为 一 个 点 便 可 
称 为 宇宙 的 死亡 .从 诞生 到 死亡 经 历 的 时 间 2 便 是 宇宙 的 寿命 . 若 取 go= 1, 按 
(8.243) ,宇宙 寿命 为 88x 10” 年 .不 过 时 间 至 此 并 不 停顿 .而 按 (8.238), 随 着 时 间 
的 增长 0(z ) 还 会 增加 ,超过 2x. &(z) 也 会 重新 从 1 下 降 ,zx(z) 重 新 取 一 非 零 正 值 ， 

使 ec(z) >0. 一 个 有 限 的 三 维 空间 又 从 一 个 点 中 诞生 出 来 .宇宙 进入 新 的 轮回 . 解 
(8.23$) 和 (8.238) 是 周期 的 ,表示 宇宙 的 演化 是 不 断 的 周期 的 轮回 .可 见 , 一 个 闭 
宇宙 不 仅 在 空间 上 是 有 限 的 ,而 且 在 时 间 上 也 是 轮回 的 . 


车 go< 志 , 则 = - 1, 宇宙 是 开放 的 .对 此 情形 , 仍 可 作 变换 (8.235) ,不 过 宣 


工 三 — 1). (8.244) 
随后 的 计算 得 
1 -2g0+ “2 = (1- 2g0) 和 二， 
d0 
dz 1 一 20d， 
z(t) 2 -122 é(z) _ 1/2 
Hot= |， (1 ~ 2g0 + | dr = (1 -| (é + 1) dé 
[= —1 dé 
~ 一 J VE-1 
= (T2072 F(z) -1 ~ arché(z)]. (8.245) 
今 
一 chz， (8.246 ) 
代入 上 式 得 
Hot = (120 asht(t) - £(z)]. (8.247) 


随 着 5 从 零 沿 正 向 增长 , shz 从 零 沿 正 向 增长 ,是 比 本 身 的 增长 快 ;因此 按 

(8.247) ,上 也 沿 正 向 增长 .与 此 同时 &= chg 从 1 开始 沿 正 问 增长 ,因此 按 

(8.244) ,z 从 零 开 始 沿 正 疝 增长 .增长 都 是 单调 的 .可 见 , 在 此 情形 中 ,宇宙 空间 尺 

度 a 从 0 开始 沿 正 向 单调 增长 .宇宙 只 有 膨胀 ,没有 收缩 .在 0 时刻 ,a =0, 宇 宙 空 

间 任 二 点 间距 离 为 零 , 因 此 整个 空间 也 只 是 一 点 .此 后 它 变 成 一 无 限 的 三 维 空间 .z 
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=0 即 是 这 三 维 空间 诞生 的 时 刻 , 也 就 是 宇宙 的 诞生 时 刻 .不 过 ,由 于 这 空间 不 会 
收缩 ,也 就 不 会 再 变 成 一 点 ,此 宇宙 不 会 死亡 .到 现时 刻 to,x =1, 按 (8.244)， 


_ 工 一 ao 
é(z0) qo 9 


E(t0) = arch , -2 
d0 


v1-2 
sh (zo0) 一 20 
d0 
qo V1—2go 1— go 
10 三 | 一 一 -一 一 二 -一 |. (8.248 
Bo(1-2qo)32L go ach 00 | ) 


者 按 (8.228) 取 go, 则 得 宇宙 年 龄 
jo = (0.86 ~ 0.77) 二 - (12 ~ 11) x 109 年 . (8.249) 


车 go= 去 , 则 =0, 宇 害 也 是 开放 的 .对 此 情形 ,(8.233) 成 为 


1 fz 2 3 有 /2 
;= 发 | Vzdz = 3 Lz) (8.250) 


t=0 时 z(t)=0,a(0)=0, 宇 宙 空 间 也 是 从 一 点 诞生 出 来 的 . 随 着 z 的 增加 ， 
zx(z) 也 不 断 单调 增加 .宇宙 只 膨胀 ,不 收缩 ,不 会 回 到 起 点 ,不 会 死亡 .在 现时 刻 
to, 工 二 1, 因 此 宇宙 年 龄 为 


2 9 
to = 3 到 =9.3x10 年 (8.251 ) 
习 题 八 


1. 设 中 心 对 称 质 量 分 布 内 部 有 一 空 腔 . 试 证 : 空 腔 内 引力 场 为 零 . 将 此 结果 与 牛顿 引力 理 
论 和 静电 场 理论 的 相应 结果 比较 ,并 作 讨 论 . 

2. 设 中 心 对 称 质量 及 电荷 分 布 内 部 有 一 空 腔 , 空 腔 内 既 无 质量 也 无 电荷 . 试 证 : 腔 内 的 引 
力 场 与 静电 场 均 为 零 .讨论 这 一 结果 . 

3. 试 证 ;在 中 心 对 称 引力 场 中 ,每 一 给 定时 刻 ,同方 向 ( 角 坐 标 6.p 相同 ) 两 点 间 测 地 线 上 
每 一 点 的 角 坐 标 0.9 均 相 同 .特别 地 ,从 对 称 中 心 到 任 一 点 的 测 地 线 ,其 上 每 一 点 都 有 固定 的 
角 坐 标 . 这 种 测 地 线 称 为 是 沿 径 向 的 . 

4. 计算 施 瓦 氏 引力 场 中 , 施 瓦 氏 奇异 面 外 径 向 测 地 线 的 长 度 .讨论 此 长 度 与 该 测 地 线 两 端 
径 向 坐标 差 Ar 的 关系 . 

5. 有 一 半径 为 R, 质 量 为 M 的 均匀 球 壳 ,R > .以 球 心 为 心 , 作 一 半径 为 R' 的 圆 . 试 
求 圆周 长 与 圆周 半径 的 关系 . 

6. 在 上 题 所 列 条 件 下 , 求 圆 面积 与 其 半径 的 关系 . 

7. 在 第 5 题 所 列 条 件 下 , 作 一 与 球 壳 同心 的 球面 .证 求 此 球面 面积 与 半径 的 关系 . 
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8. 在 上 题 所 列 条 件 下 , 求 球面 包围 的 体积 与 半径 的 关系 . 

9. 金星 的 轨道 非常 接近 一 以 太阳 为 心 ,半径 为 1.082 x 104m 的 圆周 .已 知 太阳 质量 为 
1.989X 10”kg, 半 径 为 6.9598Xx10sm, 求 太阳 引力 对 金星 轨道 半径 的 修正 , 即 计 算 金星 轨道 的 
真实 半径 与 其 施 拟 氏 径 向 坐标 > 之 差 . 

10. 一 质量 为 M, 电 荷 为 g 的 粒子 ,经 典 半 径 定 义 为 


gq? 


4reo Mc? 
试 证 :在 以 此 粒子 为 原点 的 施 瓦 氏 径 向 坐标 
r<ro (8.253) 
处 ,粒子 产生 的 万 有 引力 场 实际 是 斥 力 场 z 
11. 试 证 :在 上 题 所 列 条 件 下 , 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 的 菜 斯 纳 解 出 现 奇异 面 的 必要 条 件 为 
施 瓦 氏 半径 


(8.252) 


70 


rs > 270. (8.254) 
12. 试 论证 :电子 和 质子 的 引力 场 都 不 会 出 现 奇异 面 . 
13. 试 在 条 件 (8.254) 下 讨论 莱 斯 纳 黑洞 的 性 质 . 
14. 试 证 :在 离 源 其 远 ,以 致 r 污 x 处 ,推迟 解 (8.150) 可 表 为 


1 f=” ei( 杂 一 地 ) 
palr,t) = 天 | hln,o) 


dow ， “(8.255) 


广 
其 中 = 点 ,n= 一 ， 
C rr 
h(n,w) 一 a a gO r,t) re), 


k = kn. (8.256) 
15. 试 讨论 :为 什么 我 们 明显 感到 地 心 引力 却 测 不 到 地 心 运动 产生 的 引力 波 . 
16. 在 (8.171) 中 取 &= 一 1. 试 求 此 种 空间 中 圆周 长 与 半径 的 关系 . 
17. 取 度 规 (8.171) ,对 &= 土 1 两 种 情形 求 圆 面积 与 半径 的 关系 . 
18. 取 度 规 (8.171) ,对 有 = 土 1 两 种 情形 求 球 表面 积 与 球 半径 的 关系 . 
19. 取 度 规 (8.171) ,对 有 = 土 1 两 种 情形 求 球体 积 与 球 半径 的 关系 . 
20. 试 证 :在 欧 几 里 得 三 维 空间 中 的 二 维 球面 上 ,任意 两 条 测 地 线 必 相交 (没有 平行 线 ). 
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附 有 录 


一 、 反 源 ,8 函数 与 格林 函数 


电势 %(r) 满 足 泊 松 方程 (2.3) , 即 
V2g(r) =- plr), (A1.1) 


其 中 p(7) 为 r 处 的 电荷 密度 ,e 为 介 电 常 数 .这 是 未 知 场 函数 $(7) 的 非 齐 次 线性 
偏 微分 方程 , 非 齐 次 项 -po(r ) 为 源 函数 ,通常 是 给 定 的 4(r) 又 称 为 源 _p(r) 产 生 


的 (电势 ) 场 .由 (A1.1) 的 线性 知 , 若 #1(7) 是 源 -p1(7) 产 生 的 场 ,满足 方程 
V2gi(r) =-— pi(7), 
#2(7) 是 源 -pz(7) 产 生 的 场 ,满足 方程 


v28,(7) = p27), 


则 
P(r) = cigi(r) + c2g2(r) 
是 源 
荆 o(r) = C1 Li(7) 十 C2 14,(7) 
《 《 《 


产生 的 场 ,满足 方程 (Al.1). 这 一 性 质 提示 :只 要 知道 空间 中 每 一 点 的 源 产生 的 
场 ,将 这 些 场 全 加 起 来 , 便 可 得 整个 源 产生 的 场 . 由 源 求 场 的 问题 可 分 解 为 求 空 间 
每 一 点 的 源 产生 的 场 的 问题 .一 般 泊 松 方程 (A1.1) 的 求解 便 归结 为 点 源 的 泊 松 方 
程 的 求解 .用 5(r - ~) 表 示 位 于 r 的 点 源 密度 随 位 置 r 的 分 布 , 源 的 总 量 为 1. 用 
g(r 一 rr ) 表 示 它 产生 的 场 .它们 之 间 满 足 泊 松 方程 

Vig(r—-r)=-6(r-r’), (Al1.2) 
拉 普 拉 斯 算 符 


V “三 一 一 + 一 一 (Al1.3) 


对 点 ~ 的 坐标 x、y 和 >z 运算 . 某 量 的 密度 在 某 体 积 内 的 积分 表示 该 体积 内 的 该 
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量 . 因此 ,总 量 为 1 的 点 源 密度 函数 8(r - r“) 具 有 积分 性 质 
1， 帮 rr EY 
0， 否则 
表示 六 点 附近 无 穷 小 体积 元 内 源 的 量 为 1, 而 在 不 含 ~ 的 任何 体积 内 源 的 量 为 0. 
这 就 是 x 处 点 源 的 含意 . (Al1.4) 定 义 了 函数 5(r - ), 如 此 定义 的 函数 8(r 一 + ) 
称 为 三 维 8 函数 .可 将 它 分 解 为 三 个 一 元 函数 的 积 : 

(rr)= 6(rz-Zzr)(y—Yy)(z—z )， (Al.5) 
其 中 x 、y 和 >z 为 r 点 的 坐标 .右边 三 个 因子 显然 是 同一 函数 ,只 是 自 变 量 不 同 . 
它们 具有 相同 的 性 质 .例如 

1， 者 xX El(a,b) 


b 
| sc — xX)dzr = 1 否则 
此 式 定 义 了 也 数 8(xz 一 ), 如 此 定义 的 函数 5(z 一 ) 称 为 6 函数 .也 可 用 
| sa)az 入 大 0E€ (a,b) 
a 0， 否则 
定义 8 函数 SGz).(A1.6) 定 义 的 SCz 一 x ) 可 看 作 将 自 变 量 z 一 xz 代入 6(z) 中 的 
Z 得 到 的 结果 . 
6 函数 和 三 维 6 函数 与 普通 函数 不 同 , 它 不 给 出 与 每 一 目 变 量 值 相应 的 函数 
值 ,而 由 对 自 变量 在 每 一 区 域 中 的 积分 值 来 定义 .这 样 定 义 的 函数 称 为 广义 函数 . 
普通 函数 也 可 由 每 一 区 域 中 的 积分 值 来 定义 ,因而 也 是 广义 函数 .广义 函数 却 不 一 
定 是 普通 函数 . 
由 点 电荷 9 的 电场 表达 式 (1.9) 和 电势 的 定义 (2.2) 知 ,~ 处 的 点 电荷 g 在 r 
处 的 电势 为 


| ar _ rdy= (A1.4) 


(Al1.6) 


(Al .7) 


gr - r) = -一 一 一 一 (Al1.8) 


4rc | 六 一 产 | 
它 应 满足 泊 松 方程 
Vg(r—r)=- 二 8S(r 一 广 ). 
《 


此 式 提 示 ,(Al1.2) 的 解 
1 


— 1/ 。 
4T | 六 一 7 | 


g(r—r) (A1.9) 


现在 证 明 ,此 式 确实 符合 方程 (A1l.2). 
证 由 于 
Ir-r l=vV(r-r)+(y-y)+(z—-z), (Al.10) 
按 (A1.3) 直 接 计 算得 ,在 r 关 r 处 
— V2 
因此 ,对 不 含 x 的 体积 积分 


1 


+ 
4x7|1r-r | 


0. 
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[va 0. 

TT|r—r | 

对 含 x 的 体积 ,可 在 其 中 作 一 以 为 心 ,半径 a 足够 小 的 球面 . 
-Vy? 一 一 在 内 的 积分 可 分 解 为 两 部 分 .一 部 分 为 在 表面 与 球面 所 夹 体 


4nxlr—r | 
积 内 的 积分 .由 于 所 夹 体积 内 不 含 x 点 , 按 前 述 结果 ,此 部 分 积分 为 零 . 男 一 部 分 
为 在 球面 所 包围 的 体积 内 的 积分 , 按 高 斯 定理 可 化 为 在 球面 S 上 的 积分 .由 
(Al.10) 得 


v— 1! r—r (A1.11) 


7 一 一 。 
Ir—-r | Ir-r |’ 


可 见 


_ 2 1 wl 1 ) 
| | Vv re 直 (V7 ds 


按 三 维 $ 函数 的 定义 ， 
= 一 SOr 一 广 ). (Al.12) 


由 (Al1.9) 定 义 的 函数 g(r -rx ) 符 合 方程 (A1.2). 证 毕 .总 量 为 1 的 点 源 产生 的 场 
的 场 函 数 称 为 相应 场 方 程 的 格林 函数 .由 (Al1.9) 表 示 的 g(r- 六 ) 便 是 泊 松 方程 
(Al.1) 的 格林 函数 . 
可 以 将 5 函数 5(z) 想 像 为 在 zx 天 0 处 为 0, 而 在 x 一 0 条 件 下 趋 于 无 穷 ,以 臻 
| xz)dz ==1， 和 大 0E(a,p). 


如 此 , 它 与 函数 f(x) 的 积 将 有 性 质 


b f(0), 和 若 0E€ (a,b) 
| f(z)83(z)dz = 多 开 则 (Al.13) 
此 式 可 当 作 乘积 
SCz) = FFGz)6(Cz) 
的 定义 . 它 被 (Al1.13) 和 定义 为 一 广义 函数 .由 (AL.13) 可 得 
| f(z)8(z — x )dzr= | As + x )6(E€)dé 
jf(x')， 者 x € (a,6b) 
二 0， 否则 (Al .14) 


| zaz -zaz=-| AMz-as6d=| rz-68(6d 


f(z), 大 XE (a,b), 


0 否则 (Al.15) 


对 三 维 8 函数 ,此 二 式 分 别 成 为 


/NN f(r )， 若 r EY 

| FnDa(r —r )dy= 多 五 则 ， (Al.16) 
7 2 py pd _ f(r), 若 r EE 

| re )S(r 一 六 )dY” = 站 五 则 (Al.17) 


在 方程 (Al.2) 两 边 同 乘 以 -po(r) ,然后 对 r 积 分 , 便 得 (Al1.1) ,其 中 
$(7)= |g(r —r') lp(r) dr 
《 
nelr—r | 


这 便 是 由 格林 函数 (Al.9) 构 造 出 来 的 泊 松 方程 (Al.1) 的 解 . 它 确实 由 各 点 源 产 生 
的 场合 加 而 成 . 


证 明 两 个 与 8 函数 有 关 的 公式 . 
1. 
8(k—k’)= | ei)rgz, (Al.19) 
证 ”对 傅 里 叶 变换 
f(x) = | ce (A1.20) 
有 逆 变 换 
CD) = BT) eef(z)dz， (A1.21) 


将 (Al1.20) 表 示 的 f(z ) 代 入 此 式 右 边 的 积分 号 下 ,得 
C(k)= | dz| Ck )errdkew 
= | [二 | edz coDae (A1.22) 


此 式 对 任何 可 依 里 叶 变 换 的 函数 C(k) 成 立 .特别 地 令 
PD(k), 者 kE€ (a,b), 


Ck) = I. 否则 ， 


代入 (Al1.22) 得 
NE -| 


与 (Al.14) 比 较 知 


G(E)， 行 AGE(a,p)， 
0， 否则 . 


工 aerondz = alk hk) 


2T 
交换 与 & 即 得 (Al1.19). 证 毕 
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(Al.19) 的 三 维 形式 是 


S(Kk 一 k’) 一 EE ei(k-k )r dy (A1.23) 
体积 分 在 整个 空间 进行 
2. 
一 = P 二 +ir8(z)， (A1.24) 


其 中 , 7 为 一 无 穷 小 正 数 ,右边 两 项 均 了 解 为 在 积分 号 下 定义 的 广义 函数 ,第 一 项 
中 的 P 表示 取 积 分 主 值 . 

证 〈(Al.24) 左 边 函 数 在 原点 正 上 方 无 穷 近 处 有 一 极点 ,此 外 在 整个 复 平面 
上 解析 .在 其 上 乘 任 一 解析 函数 f(z), 沿 实 轴 从 a 到 2 积分 .各 (a,5) 中 不 含 0， 
分 母 的 实 部 不 会 为 零 ,无 穷 小 量 i7 可 以 忽略 ,得 

| A = | fa = P| fz)ay 


(a,b)T— 17 


=| [PL+ina(z)]f(z)dz， 车 0 (a,6). (A1.25) 


图 A-1 (Al.26) 中 的 积分 路 线 


奋 (a,0) 含 0, 在 积分 到 原点 附近 时 i7 不 能 忽略 , 它 表 示 积 分 路 线 从 极点 下 方 经 
过 .由 于 7 为 无 穷 小 ,可 将 极点 移 至 原点 ,并 将 积分 路 线 改 为 由 4 到 - p, 再 经 一 以 
原点 为 心 ,以 o 为 半径 ,从 实 轴 下 方 绕 过 原点 的 半圆 C, 回 到 实 轴 上 的 p 点 ,然后 
从 po 到 2( 如 图 A-1).o 为 一 小 于 la1 和 2 的 正 数 .由 于 积分 路 线 变 化 过 程 中 不 扫 
过 被 积 图 数 的 奇 点 ,积分 值 不 会 因此 改变 . 令 o 一 0, 半 圆 C 上 每 一 点 都 趋 于 原点 ， 
其 上 的 解析 函数 F(z) 一 F(0). 再 在 C 上 作 变 换 z = pe ,0 在 积分 中 由 一 x 变 到 
0 ,得 
| 2) z= lim|| Aa + f(0)| - sd(pe) + 六 = dz| 


CD 


一 P| Faz 十 jo oo 一 P| fa + ixf(0) 
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=| [Pi + ind(x) |f(z)dz. (Al1.26) 


此 式 和 上 式 对 所 有 在 实 轴 附 近 解 析 的 函数 F(z) 成 立 . 合 起 来 便 得 ;(A1.24) 作 为 
在 积分 号 下 定义 的 广义 函数 的 关系 成 立 .证 毕 


Sh 二 、 勤 让 德 多 项 式 与 球 谐 函数 
1. 定义 
P,( ) 三 对 二 (8 D3 1)* (27 — 2v)! —2y 
A 241 du 5 一 ) 之 (一 ) TO I a 
(A2.1) 
为 勒 让 德 多 项 式 ,| 六 | 为 不 大 于 方 的 最 大 整数 ; 
Pr (5)= (1 多 于 PIC 区 = 1 - 0) S(t 1)’ 
(A2.2) 


为 连 市 勒 让 德 多 项 式 , 其 中 0m 志 / 为 整数 , 它 实 际 上 只 当 m 为 偶数 时 才 是 & 的 


多 项 式 ; 
_ /22+1 -| m1) im 
Ym(0,9) = 土 Tax (Tm DBP (cosg )e™? (A2.3) 


为 球 谐 函 数 , - /三 m 志 1 为 整数 ,m<<0 时 根 号 前 取 正 号 ,m >0 时 按 m 为 偶数 或 
奇数 分 别 在 根 号 前 取 正 号 或 负 号 . 按 这 种 取 法 便 有 


Ym(0,0) = (—1)”Y, _,(0,09). (A2.4) 
2. 微分 方程 
由 定义 (A2.1) 可 直接 验证 , 勒 让 德 多 项 式 满足 勒 让 德 方程 
jel — 条) 二 + (1+1)P,(¢) = 0. (A2.5) 


将 此 式 对 微分 m 次 ,并 乘 以 (1- 已)2 , 知 连带 勒 让 德 多 项 式 (A2.2) 满 足 连带 勒 
让 德 方程 


dPr” 
R00) + [+tD) -Ta =0. (22.0) 
拉 普 拉 斯 算 符 球 坐标 表示 的 角 部 分 
) 1 9.,. 9 1 2 


一 55sinl 36 十 2 EE 
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经 变换 “= cosb 后 变 为 
1- 9) 已 + 一 过 
95 ac 1- 2 9p 局 2， 
人 用 在 东 关 玫 CA2 3) 上 逢 有 和 二 上 全 吉 和 
分 方程 


V 和 Yam(0,p)+7Z(+1)Ym(0,p) = 0. (A2.7) 
3. 正 交 关系 与 归 一 化 “未 
连带 勒 让 德 多 项 式 有 正 交 关系 
1 
| Pr(OPP (td = HE ow (A2.8) 
证 如 /7 天 /可 设 / < 7 而 不 失 一 般 性 .由 (A2.2)， 
1 1 li+m 
| Pr OPP (Wa = | FG) fa(t Dds, (A2:9) 
其 中 
F(G) = PTTGL- 的 )” rr - 1) (A2.10) 


为 + m 次 多 项 式 .在 (A2.9) 右 边 作 1+ m 次 分 部 积分 ,前 m 次 积 出 的 部 分 由 于 


因子 (1- 避 )” 而 为 零 , 后 1 次 积 出 的 部 分 由 于 因子 47-7( 1)! 而 为 零 . 如 1 < 


/, 则 在 作 + 1+ m 次 分 部 积分 后 被 积 函 数 也 成 为 零 ,因而 (A2.9) 右 边 为 零 .如 1 
= 7, 则 (A2.9) 成 为 


| tr Pas = (De Tee Did, (A2.1) 


其 中 
di+mF 一 1)” di+miitm 
= (2 1)…(27 -1—-m+1) dm 
(DD” (DICG+m)! 
2 (ml! 
经 ! 次 分 部 积分 得 


| (0 Das= . GE-DC+Dd = (£1)1i(¢t+1)ide 


-CD 会 纺 寺 -， (1 


(- 1)! (171) 22/+1 
(27)127 +1 


将 此 二 式 代 入 (A2.11) 得 
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1 
| [pr CPas = H+ 2 (A2.12) 


可 见 ,不 论 / 与 ! 是否 相 等 ,(A2.8) 恒 成 立 . 
证 毕 . 
由 (A2.8) 和 
| em eredy = 27G， (A2.13) 
得 
n 2 
| we,p)Yow(ep)da -| sneae| doYyx (gp)Y (bp) 
/1120+1(0-1z1)! /120 +1(0 -1 1)! 
-AM dx (OOTDNIVY dr (Trlm 1)! 
| PP ( ¢)P!m | ( cat] “(e”) x eiz ?do 
friGOmI)!l /r+ im) 
2 (7+|m 1)! 2 ({+|lm |)! 


= 6,0, (A2.14) 
其 中 dQ 夺 sin6d0do 为 立体 角 元 ,在 第 二 等 号 处 作 了 积分 变量 变换 ¢ = cos0. 
(A2.14) 表 示 的 是 球 谐 函数 的 正 交 归 一 性 . 正 交 指 两 不 同 球 谐 函 数 ,其 中 一 个 取 复 
共 思 e, 相 乘 后 在 4r 立体 角 内 的 积分 为 零 . 归 一 指 一 个 球 谐 函 数 的 绝对 值 平方 在 4r 
立体 角 内 积分 为 一 . 球 谐 函数 定义 (A2.3) 右 边 的 根 号 就 是 为 使 它 归 一 而 乘 上 的 . 
这 种 乘 以 适当 因子 使 一 个 函数 归 一 的 手续 称 为 归 一 化 ,所 乘 因子 称 为 归 一 化 因子 . 


4. 母 函 数 


GE) = 1- 20 + 12) = ypP (zi (A2.15) 
其 中 一 1 志和 1,|z|<1. 
证 对 区 间 [ -1,1j] 内 的 任 一 实数 5,z 的 二 次 式 坟 一 2&z +1 的 两 个 根 5 二 


VvV 一 1 都 在 复 上 平面 内 以 原点 为 心 的 单位 圆 上 . G(&,z) 作 为 t 的 复 变 函数 在 此 
单位 圆 内 解析 ,因而 可 作 泰 勒 展开 


_yv19G6| ， 
G(¢,t) = 2 iT a |, or (A2.16) 
且 按 复 变 函数 论 
1 
l 2 7 
了 二 人 了 i 5， 1 (1 -220+7) 7 
[191=0 2rJc z 2T7lJ c 
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积分 沿 逆 时 针 绕 原点 一 周 的 封闭 回路 C 进行 . 作 变 换 


t = 2 (A2.18) 
得 
-2 + = lt 
2 
dt = -2 154d 
代入 (A2.17) 得 
1 9‘G 1 (uC— 1)! 


ll atliso 2xilc “24(x 一 ri 
C 为 复 平面 上 逆 时 针 绕 ZX 一 周 的 封闭 回路 .由 复 变 函数 论 知 ,此 式 即 


19G6| _ 1 dw -1) _ 1 dz 1 
Narlo 2 de le” 2 ats TD = Pld) 


代 回 (A2.16) 即 得 (A2.15). 证 毕 . 
5。. 加 法 定理 

在 0 为 bp 方向 与 69 方向 的 夹 角 , 则 

Pi(cosb) = 47 4 > Yi (0p)Yi, (0'9p’). (A2.19) 

证 在 用 球 坐 标 中 的 方位 角 表 示 方 各 时 , 先 要 取 定 极 轴 .例如 在 定理 的 陈述 中 
谈 到 bp 方 回 和 0'g 方向 时 ,已 默认 取 定 了 一 共同 的 极 轴 , 这 两 个 方 回 用 此 共同 极 
轴 规 定 的 球 坐 标 来 表示 时 ,方位 角 分 别 为 bp 和 0o2 .然而 同一 方 回 可 用 不 同 极 轴 
规定 的 不 同 的 球 坐 标 方位 角 来 表示 .例如 ,者 固 定 09 方 回 ,并 以 此 方 回 为 极 轴 , 原 


来 由 bp 表示 的 方向 在 新 的 球 坐 标 表示 中 方位 角 就 应 是 pp. 拉 普 拉 斯 算 符 的 角 部 
分 (2.171) 也 可 表 为 


2 

pmp = sin + < 3D 0 3 三 Vb%. 
给 定 / 的 任意 球 谐 函 数 Y,, (0,g) 和 Yj,,(9,9) 及 其 任意 释 加 都 满足 方程 (A2.7). 
Ym(09),m= 二 一 1 一 L+1,…,7 或 Ym (90,9),m= 二 一 1 一 l+1,…,7 分 别 组 成 
线性 独立 的 球 谐 函数 系 , 可 用 来 琶 加 出 其 他 具有 给 定 / 的 球 谐 函 数 .特别 地 


P,(cos9) = Deane ,9 )Yin (gp)， (A2.20) 


展开 系数 cw(0 ,9 自然 与 新 极 轴 的 方向 9'p 有 关 . 将 此 式 右边 的 求 和 指标 改 为 
m ,两 边 同 乘 以 Yi (0qp) 后 在 4r 立体 角 内 积分 .由 正 交 归 一 关系 (A2.14) 得 


am(0 ,9 ) = |Y%,(0, 9)Pi(cos0)dQ, (A2.21) 
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其 中 立体 角 元 


d0 = sin0d0dp = sin0d0do. (A2.22) 
为 一 方面 ,也 可 将 Yj,(0,9) 用 Ye 9 ) 展 开 : 


取 复 共 斩 后 代入 (A2. 21) 右 边 的 积分 号 下 ， 利用 球 谐 函 数 的 定义 (A2.3) 和 正 交 归 
一 关系 (A2.14) 得 


am(0 ,9 ) = bo0mn(0 ,9 ) 3 
在 (A2.23) 中 令 09=0, 在 此 条 件 下 9=0 ,p= 9 ,因而 有 
Ym(0 ,9 ) = D) bmn (0 Yin (0,9). 
由 (A2.2) 知 , 若 四 天 0,Pjm1(1)=0, 此 式 简化 为 


Ym(0 ,9 ) = bom(0 ,9 ) +l 


4 


可 见 ， 
an(0',9') = 37 IYih(0',9) 
代入 (A2.20) 即 得 (A2.19). 证 毕 


三 、 贝 塞 尔 函 数 


1. 定义 
a — 1)7 E 2nt+yv 
(8)= > mt (A3.1) 
为 贝 塞 尔 函 数 或 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ; 


N_(e) = Se J_,(é) (A3.2) 


为 诺 伊 曼 函 数 或 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 ,如 v 为 整数 此 式 应 理解 为 它 在 v 趋 于 该 整数 
时 的 极限 ; 


HLD(e) =],(é€) + iN,(é), (A3.3) 
H‘2(é) =],(é€) -iN,(é), (A3.4) 
为 汉 克 尔 函 数 或 第 三 类 贝 塞 尔 函 数 ;对 实 变 量 &， 
2 2nt+y 
I,(é€) Si"J,(i€) = 2 ET 人 | (A3.5) 


为 第 一 类 变型 (或 虚 宗 量 ) 贝 塞 尔 函数 ;同样 对 实 变 量 &， 
K,(é) = Demme) I (6) — LI,(é€)] (A3.6) 
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cinC yx 


为 第 二 类 变型 贝 塞 尔 函 数 ,如 * 为 整数 此 式 亦 应 理解 为 它 在 v 趋 于 该 整数 时 的 极 
限 .对 实 变量 ,J,(&)、N,(&)、L,(&) 和 K,(é) 显 然 都 取 实 值 .由 (A3.5)、(A3.2) 和 
(A3.3) 还 可 得 


K,(£)= Fm i-,(ié) ~ iJ,(ié)] 
= jam {i Leos( vn)J, (ié) — sin(yn)N,(i€)] — 1°],(ié)| 


5/ —i [cos(vrx) — e *"]]J,(ié€) 一 了 iT (ié) 


= Ti 
= Dit1[J, (ié) + iN,(ié)] = sent) (A3.7) 
2. 微 方 方 程 
由 贝 塞 尔 函 数 的 级 数 表 达 式 (A3.1) 可 直接 验证 JE) =J+,(6) 是 贝 塞 尔 方程 
dJ 1d 2 
dd6+ + 8) = (A3.8) 


的 解 .因此 ,J(&) =N:,(é),HY%(&),H@,(&) 都 是 贝 塞 尔 方程 (A3.8) 的 解 . 即 三 类 
贝 塞 尔 函 数 都 是 贝 塞 尔 方程 的 解 .由 此 还 可 断定 I(&) =I4,(&) ,K+,(é§) 为 变型 贝 
塞 尔 方程 


9 + 二 到 (1 + 与 = =0 (A3.9) 
的 解 . 即 两 类 变型 贝 塞 尔 函 数 都 是 变型 贝 塞 尔 方程 的 解 .不 过 ,由 (A3.6) 知 
K_,.(é€) = K,(é), (A3.10) 
K-,(&) 就 是 K,(é&). 
3. 递 推 关系 
由 级 数 表达 式 (A3.1) 可 得 贝 塞 尔 函数 的 递 推 关系 
[8J， (é€)] = 一 8 1]J,_1(é€), (A3.11) 
[人 J,(€)] = 一 后 Ji(E)， (A3.12) 
由 此 二 式 及 诺 伊 曼 函 数 的 定义 (A3.2) 得 , 诺 伊 曼 函 数 有 相同 的 递 推 关系 
se[é°N, (£)] = €" °°"N,-1(é), (A3.13) 
ze[é "N,(§€)] =— € YN,i(€). (A3.14) 


这 种 递 推 关 系 是 线性 的 .作为 贝 塞 尔 函 数 和 诺 伊 曼 也 数 的 线性 全 加 , 汉 克 尔 阴 数 
HD(€) 和 HO2(&) 必 有 相同 的 递 推 关系 .用 Z,(&) 表 示 ],(E)、N,(E)、HW(&) 和 
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H42 (6) 中 的 任意 一 个 ,此 有 递 推 关系 
zeLé'2,(é)] -61Z 1(8), 
a 


—y ee—(y+1) 


由 (A3.5)、(A3.6)、(A3.11) 和 (A3.12) 得 变型 贝 塞 尔 函 数 的 递 推 关系 


d ry 
cdqelé L (6)] = ET 1(E)， 
d 一 y 一 一 人 > 十 
EdE[L IL (6)] = EDT (CE)， 
d_ |， 四 
cdqelé K,(€)] = 一 1'K,_1(é), 
d TY 一 —(v+ 
zaqelt “K,(é)] =- é "Klé$). 
特别 地 ,在 (A3.16)、(A3.18) 和 (A3.20) 中 取 y=0, 得 
dZ dI d 
作出 左边 的 微分 ,(A3.15) 成 为 
dé ZE) + -1(8)， 
(A3.16) 成 为 
ee = 2(§) - Zl§). 
两 式 相 加 ,得 
SS = 42,1(8) - Zi(6]， 
两 式 相 减 ,得 
2,(8) = Qi(6) + Zn(é). 
4. 母 函 数 


$e) > J,(é)77. 
证 ”由 指数 函数 的 星 级 数 展开 
oo $) 
2 9 


< 和 
e2t = 上 
全 0 R1! 
名 
° ~ 1! 2 


—~\ 
dj 


=— Ki(é). 


(A3.15) 


(A3.16) 


(A3.17) 
(A3.18) 
(A3.19) 


(A3.20) 


(A3.21) 


(A3.22) 


(A3.23) 


(A3.24) 


(A3.25) 


(A3.26) 
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ee 


le 


由 于 右边 两 个 因子 老 级 数 对 0< | :| < ce 都 是 绝对 收敛 的 ,可 以 乘 开 并 随意 排序 ， 
记 7=&-7 =0, 土 1, 土 2,… ,得 


S(t 的 
$= Dr nl(t) 


刀 三 一 Co 


对 n 衬 0 的 项 1,=0, 对 n<0 的 项 1,= ~， 由 于 
hn) = (n 一 1)!， 硅 nn 为 自然 数 


co， 若 n 为 0 或 负 整 数 ， 
上 式 即 
= Se 
证 毕 
5. 积分 表达 式 
(A3.26) 表 明 
J9= [| 
-去 | a, (A3.27) 


积分 回路 C 正 向 绕 原点 一 周 .这 便 是 整数 阶 贝 塞 尔 函数 的 积分 表达 式 .将 C 取 作 
以 原点 为 心 的 单位 圆 ,其 上 t=e?,(A3.27) 成 为 


J(6) = 到 | etn "ndy. (A3.28) 
作 变 换 wp 一 - 9, 此 式 又 可 写成 
Js(6) = 二 | er tinp) dg. (A3.29) 


(A3.27) 可 推广 到 非 整数 阶 贝 塞 尔 函 数 .不 过 ,对 非 整数 ， ,和 对 ; 绕 零 的 变 


化 不 是 单 值 的 ,积分 路 线 C 不 能 在 有 限 远 处 闭合 .好 在 对 实 部 大 于 0 的 &, 被 积 函 
数 在 :一 一 时 指数 地 趋 于 零 , 可 令 C 在 - ce 处 闭合 .即将 C 形变 为 Cl, 它 从 - co 
一 0 处 沿 负 实 轴 下 缘 到 原点 下 方 , 正 向 绕 到 原点 上 方 , 再 沿 负 实 轴 上 缘 到 - coe +i0 
处 (图 A-2) ,设想 它 在 - ce 处 闭合 .实际 上 确 有 积分 表达 式 

J (e) = 二 | St, 1arg(6) I< 到. (A3.30) 
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虚 轴 


实 轴 


图 A-2 (A3.30) 中 的 积分 路 线 Cl 


证 将 函数 的 积分 表达 式 


1 -= 工 | oe 
T(z) 2x cr >， 


其 中 |arg(s)| 三 x, 代 入 (A3.1) 得 


_ 3] 二 | 一 一 _ 
一 (3 7 cs e’ 4sds. 


作 变 换 *= 学 ,新 变量 ; 的 积分 路 线 仍 形 如 Cl, 但 方向 则 绕 原点 转 了 - arg(8) 角 . 


只 要 |arg(&)| < , 转 后 的 回路 仍 在 虚 轴 左 侧 趋 于 无 穷 远 .将 这 一 回路 转 回 Ci 的 
方位 ,由 此 扫 过 的 任何 有 限 区 域 中 均 无 上 式 右 侧 被 积 函 


数 的 奇 点 . 由 于 因子 e ,被 积 函数 在 联结 旋转 前 后 两 回路 ， mi 
末端 的 弧 上 的 积分 在 弧 趋 向 无 穷 远 时 又 趋 于 零 . 变换 和 
回路 的 旋转 均 不 改变 上 式 右边 积分 的 值 ,只 是 将 它 变 成 0 
(A3.30).(A3.30) 成 立 . 证 毕 . 一 Ti 
在 (A3.30) 中 再 作 变 换 1 = e* ,得 
J,(é) = 1 etshu—m du , (A3.31) 图 A-3 积分 (A3.31) 的 
“mc 积分 路 线 C， 


积分 路 线 Cs 从 ce - i 处 平行 正 实 轴 到 - ir, 再 沿 虚 轴 到 
ir ,最 后 平行 正 实 轴 到 ce + ix( 如 图 A-3). 


6. ->0 处 的 渐 近 式 


>~0 处 , 贝 塞 尔 函 数 本 (6) 的 渐 近 式 是 清楚 的 , 那 就 是 级 数 (A3.1) 中 不 为 堆 
的 首 项 .这 也 就 决定 了 在 v 非 整 数 条 件 下 , 诺 伊 曼 函 数 (A3.2) 和 汉 克 尔 阻 数 
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(A3.3)、(A3.4) 在 £->0 处 的 渐 近 式 . 若 = 7 为 零 或 正 整数 ,由 于 
(— 1)* 人 2k—n 
j- (8)= > rE 二 
二 )* 上 2k—n 
= >) pr 
sid 1 n+l € 21+n 
rrr 


(n+ 17)IT(7+1) 


(— 1) E 27 十 7 
一 (全 


L=0 


一 = (— 1)"]J,(é), 


(A3.32) 


(A3.2) 右 边 的 分 子 和 分 母 均 为 零 , 由 它 定 义 的 诺 伊 曼 函 数 成 为 不 定型 .为 求 此 分 
式 在 v>n 条 件 下 的 极限 ,将 它 的 分 子 和 分 母 分 别 对 v 微 商 ,再 令 vy 一 .这 个 极限 


定义 了 整数 阶 诺 伊 曼 函 数 


N Le 于 [cos(yzx)J;(E) 一 J (6)] 
(6 三 lim 一 一 一 一 一 


sin( vx) 
9 9j-, 
_ cos(7 1 9y y= 9y y= 
加 Tcos( nN) 
_ 工 [9 ES 
加 -| (DD) 9y _ | 
和 的 
_9 ~ (1)* Cl2k+v)InS 
六- EIT(y + k+1)° 
YD sornnghn 三 
和 ETITCTT1)e 


(— 1)* dy -TO 十 有 + 1) 2k+y 
-> k! 人 


E (1) yyv+k+1)/ EN 
-=O 主刀 和 (六 
其 中 4(z) 王 下 2 为 F 函数 的 对 数 微 商 . 同样 可 得 


er 


kl! T(-y+k+1)\2 
取 极 限 ， 
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(A3.33) 


lim 5 一 了 (6)n 访 - > 1 人 (A3.34) 


可 & Svt+kt+1)/ Er” 
=]J. ,Ont 之 与 坟 D- tim $= Ey 


(DE 
+ > k! pk) (A3.35) 
利用 工 函数 的 性 质 


I(1 — z)T(z) = 


两 边 对 z 求 微 商 后 再 除 以 (1 一 z)T(z) 得 
Jy(1 —z) = Jy(z) + xcot(nz), 
以 此 计算 (A3. 2 取 z=y- 得 


mv+tR+1)_ Gv k)+rcotirGy 一 到 )] 
nL(—y Et lim “a nlT(y 一 有 )sin[x(y — &£)]}1 


= T(n — k)oos[x(n—k)] = (1)"t(n—k—1)!. 
(A3.35) 右 边 的 第 三 项 则 可 由 变换 /1 = 一 n 简化 : 
> GP tt - (Dry CD 其 半生 ) “， 
人 AL T(-n+k+1)\2 A 1! (n+l)!\2 
将 此 二 式 代 入 (A3.35) ,利用 (A3.32) ,得 
jm 


k! 


TT 
sin(xz)’ 


k! (n+k)!I\2 
将 (A3.34) 和 (A3. OA. 和 得 整数 阶 庶 伊 曼 函 数 的 表达 式 
( ) 2k-—n 
N.,( €) = 生 ]， (6)n 六 -DD - 和 (二 ] 


DG 二 人 


_ 2k+n 


-1 nt rh+l) + y+ 1]() ， 


n = 0,1,2,…, (A3.37) 
当 n=0 时 右边 第 二 项 有 限 和 不 存在 .可 见 6=0 是 N,(&) 的 奇 点 .在 此 点 附近 


No(6) 一 全 m 广 ，( 因 Jo(0) = 1)， (A3.38) 
N.(8) ~ 一 名 二 二 (对) ， (车 二 天 0) (A3.39) 


由 定义 (A3.3) 和 (A3.4) 知 ,和 =0 也 是 零 阶 和 正 整 数 阶 汉 克 尔 函数 的 奇 点 .在 此 点 
附近 
HD (8) 一 i 全 in 地， HIO(6) ~-i 乞 In 专 ， (A3.40) 
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HS) 一 -放生 ，HB(6) 一 让 全 二 2 人 ( 生 ) (着 za 


(A3.41) 
7. 最 陡 下 降 法 


最 陡 下 降 法 是 求 变量 取 值 很 大 处 函数 渐 近 式 的 有 效 方法 . 设 欲 求 渐 近 式 的 函 
数 有 积分 表达 式 


f(z) = | ge da, (A3.42) 


其 中 g(z) 和 有 h(i) 为 复 变 量 i 在 一 定 区 域 中 的 解析 函数 .积分 路 线 C 可 在 不 扫 过 
被 积 函 数 奇 点 的 条 件 下 变化 . 恒 可 在 (A3.42) 中 取 z 为 正 实数 .对 一 般 复 数 z= 
|zle?, 只 要 重新 称 |z| 为 z, 称 e?h (i) 为 h(z), 即 能 使 (A3.42) 右 边 符 合 z 为 正 
实数 的 条 件 . 改 变 积 分 路 线 , 令 它 通过 h (zt ) 的 零点 如 ,并 在 to 附近 的 一 段 路 线 上 
保持 h(z) 的 虚 部 不 变 ， 

Im[ h(t)] = Im[h (to)]. (A3.43) 
这 使 得 在 此 段 路 线 上 它 的 贡献 eet*( 为 一 常数 因子 .h(t) 在 其 解析 区 域 的 每 一 
点 有 微 商 h'(z). 设 在 与 实 轴 相交 为 a, 的 方向 上 h(z) 实 部 的 方向 微 商 为 u,, 虚 部 
的 方 同 微 商 为 v,, 则 


h’(t) = (wu,+ im )e ia, ， 


|h (zt)|=Y x+ vw? ,ws 与 v; 为 实数 .上 面 选 择 的 积分 路 线 上 h(i) 的 虚 部 不 变 , mw 
=0, |x;| 取 极 大 .可 见 ReLh(z)] 的 值 在 所 选 路 线 上 的 变化 与 在 同一 点 沿 其 他 方 癌 
的 变化 相 比 是 最 快 的 .所 选 路 线 因 而 称 为 最 陡 路 线 . 

将 h(z) 在 to 附近 展开 ,由 于 万 (io)=0, 展 开 式 为 


h(t) = h(to)+ ht 0 (0 - t0) 十 
记 有 h(to) 寺 aei%, 设 a>0. 按 (A3.43) 在 最 对 路 线 上 
Im 2S — to0)* + | = 0. 


记 :一 to 硅 pe ,此 式 成 为 
Im| py O2eit20+60) 十 … |= 02sin(20 + 00) 十 …=0. 
可 见 ,最 陡 路 线 通 过 io 时 的 方向 9 满足 条 件 
20+00= nn, 7 =0,1,2,3，: (A3.44) 


有 两 条 路 线 符合 此 条 件 . 一 条 与 n =0,2 对 应 , 另 一 条 与 n =1,3 对 应 .在 最 陡 路 线 
上 


h(t) — h(to)= Re[h(t) — h(t0)], 
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pzcos(20 + 00) + …， 
n 二 1,3 的 那 条 最 陡 路 线 
cos(20 十 00) 二 一 1， 


在 i 离开 to 点 时 
h(t)— h(to) = Relh(t)— h(to)] = 一 py 十 …， 


Rel h(t)] 从 ReLh(to)] 下 降 , 称 为 最 陡 下 降 路 线 .在 (A3.42) 中 将 C 取 为 最 陡 下 
降 路 线 , 并 将 上 列 有 关 结 果 代 入 得 


ra = | ee pen) 
在 z 很 大 的 条 件 下 ,被 积 函 数 在 p=0 处 有 一 陡峭 的 极 大 .这 一 极 大 在 一 ce 的 条 
件 下 趋 于 无 穷 陡 , 使 只 有 ps0 的 无 穷 小 区 间 对 积分 有 贡献 ,在 此 区 间 中 被 积 函 数 


指数 上 删节 号 …" 代表 的 各 项 由 于 是 o 的 高 次 项 (三 次 及 三 次 以 上 项 ) 而 可 忽略 
不 计 . 再 利用 (A3.44) 得 xz 一 co 处 的 渐 近 式 


. E 2 . 0 2 
f(z) ~ g(to)ew(i) e002| ce- 学 p dpo 十 | eSP dp| ， 
0 E 


其 中 2e 为 无 穷 小 积分 区 间 的 长 度 . 作 变换 * =\/ 唑 ,在 = 足够 大 ,以 致 /zi 一 
oo 的 条 件 下 , 积 得 
f(z) ~ g(io)est i 到 (A3.45) 
8. 6 一 吕 处 的 渐 近 式 
对 积分 表达 式 (A3.30) 用 最 陡 下 降 法 .与 (A3. 和 2) 比较 知 ,此 处 g (:)= 
1 


二 th)= 方 (1 一).h(z)= 方 (1+z-), 零 点 为 to= +ti.h (+ti)= +i 


_ srin2 因此 g(t0) = +i) "1,4a=1,00= ,h(to)=h(+i)= +i. 代 入 
(A3.45) ,将 h“(z) 两 个 根 的 贡献 加 起 来 ,得 全 ~co 处 贝 塞 尔 函 数 的 渐 近 式 
J (6) 一 二 i 和 | (i)-—*-1eié+i4 + (一 i) -le-it-i4 | 


1 | eis-i(v+1)3+i4 + eiti(v+1)2-i4 | 


V 2né 


= 冯 ooe(#- 容 -于 ) (A3.46) 
将 v 改 为 - ,此 式 成 为 


J (6 ~ 六 coe (s+ 容 - 竺 ) 
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将 此 二 式 代 入 (A3.2) 右 边 ,得 诺 伊 曼 函 数 在 人 ~co 处 的 渐 近 式 


N,(é) ~ 翅 sin(#- 容 -所 )， (A3.47) 

将 (A3.46) 和 (A3.47) 代 入 (A3.3) 和 (A3.4) 右 边 ,得 <>co 处 汉 克 和 尔 函 数 的 渐 近 式 
HV (é) ~ el(* FF ， (A3.48) 
H‘2(é) ~ 之 e(* 区 下) (A3.49) 


作为 解析 函数 的 渐 近 式 , 这些 关 系 可 延 拓 到 (A3.30) 规 定 的 辐 角 范 围 之 外 2 了. 由 
(A3.7) 便 可 得 第 二 类 变型 贝 塞 尔 函数 在 人 ~co 处 的 渐 近 式 


开 (6) ~ Ee (A3.50) 


9.E- 一 oo,y- 一 oo, 且 上 <y 处 的 渐 近 式 


对 实数 E<yv, 恒 可 由 
sech7 = 1Mch7 三 6 (A3.51) 
定义 正 数 7. 在 固定 7 的 条 件 下 , 令 vco 且 6~oco, 求 渐 近 式 . 采 用 积分 表达 式 
(A3.31) .将 积分 变量 改称 i ,此 式 可 写 为 


J,(vsechn) = 二 | ertsechnsht—t] dz, (A3.52) 
它 是 一 个 变量 " 的 函数 .与 (A3.42) 比 较 , 可 令 
g(t) = 产 ， (A3.53) 
h(t) = sechysht —z. (A3.54) 
由 此 得 
h(t) = sechncht —1, (A3.55) 
h (1) = sechnsht. (A3.56) 


令 有 h(to)=0, 得 t0= 土 n+2nri,n=0, 土 1, 土 2,….(A3.52) 的 被 积 函 数 在 复 4 
平面 的 任何 有 限 区 域内 都 是 解析 的 .可 在 不 扫 过 被 积 函 数 奇 点 的 条 件 下 改变 积分 
路 线 , 使 它 通过 h(z) 的 一 个 根 .将 这 个 根 选 为 to = 7. 由 于 7 是 实数 ,h(n) 也 是 实 
数 , 最 陡 路 线 的 条 件 (A3.43) 现 在 成 为 

Im(sechnsht — 1) = 0. (A3.57) 
记 t=xz+iy, 实 数 z 和 y 分 别 是 i 的 实 部 和 虚 部 .代入 上 式 , 得 


@ 参阅 王 竹 溪 与 郭 敦 仁 特殊 消 数 概论 (科学 出 版 社 ,1965) §7.10, 或 本 从 书 第 四 卷 (量子 
力学 ) 附 录 四 (科学 出 版 社 ,2002). 
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chzsiny — ychn = 0. (A3.58) 
此 条 件 的 一 个 解 是 y=0, 相 应 的 路 线 是 实 轴 . 由 于 C; 
不 能 形变 为 实 轴 ,此 解 不 可 用 .(A3.58) 的 另 一 解 是 


chz = >cby， (A3.59) 

Siny 
它 的 图 形 如 图 A-4. 其 中 虚 轴 右边 的 C; 可 由 C, 连 
续 变 来 , 且 经 过 h'(z) 的 一 个 根 7. 这 正 是 所 需 的 最 
陡 路 线 .在 to= 7 处 ,h(t0)= h(n) = thy. 与 前 节 
的 定义 比较 知 a=thy,00=0,h(to)=thy 一 7. 代入 
(A3.45) 得 vy 一 处 的 渐 近 式 图 A-4 方程 (A3.59) 的 图 形 


v(th7y— ) 
e (A3.60) 
2vrthn 


J,(vsechn) 一 


四 、 傅 里 叶 变 换 的 两 个 性 质 


考虑 函数 VCz) 的 傅 里 叶 变换 
| Cikz 
bz) = 方 | _c(Uoeedk (A4.1) 
它 的 逆 变 换 为 
| Cikz( x dz 
C(k) = pz J(zx)dz. (A4.2) 
通常 用 函数 |y(xz)1* 表示 某 量 随 zx 的 分 布 .为 此 , 取 
| 1gy(z) Par=1, (A4.3) 
称 这 个 分 布 是 归 一 化 的 .很 自然 地 ,希望 用 | C(k)|* 表示 该 量 随 的 分 布 .这 只 有 当 
| | C(k) lI*dk =1 (A4.4) 


才 是 合理 的 ,在 此 条 件 下 该 量 随 的 分 布 才 归 一 .下 面 证 明 
性 质 一 ” 设 函 数 jy(zx) 和 C(k) 按 (A4.1) 和 (A4.2) 互 为 傅 里 叶 变 换 , 则 y(z) 
的 归 一 性 (A4.3) 导 致 C(k) 的 妇 一 性 (A4.4), 其 逆 亦 真 . 
证 ”直接 算得 
| | Ck) 12dk = | _c* (4)C()dk 


(rz)de 


OO 
一 一 OO 


- | dkc' (本 | 


太吉 cpewawodz 
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| 和 (zw(z)dz = | | g(r) 1 dz， 


可 见 , 知 (A4.3) 成 立 则 (A4.4) 也 成 立 , 若 (A4.4) 成 立 则 (A4.3) 也 成 立 . 证 毕 
定义 z 的 中 值 为 


z=| 1y(z) 2zdz = | y*(z)zp(z)dz, (A4.5) 
(AzF=| 1 yx) Pz -zzdz= | yx)(r -zy(z)dz, 
(A4.6) 
& 的 中 值 为 
ER=| | Ck) Pkdk = | COEDAC(E)dk， (A4.7) 
k 相对 中 值 的 均 方 偏差 为 
CAF = | C(k) I*(k — Ek)dk = | ce 一 k)° COR)dR， 
(A4.8) 
用 
Az 三 V (Az) 和 AR 三 V (Ak)? (A4.9) 
分 别 表示 z 分 布 的 宽度 和 & 分 布 的 宽度 , 便 有 
性 质 二 
Ar .Ag 之 方 ， (A4.10) 
证 在 (A4.6) 中 作 自 变量 变换 上 zz- 友和 函数 变换 
$(£) = J(E + ze -学 ， (A4.11) 
得 
(Az)” = | | $(€) 126d6. (A4.12) 
在 (A4.8) 中 作 自 变量 变换 w=& 一 和 函数 变换 
D(7) = C(n + EeFty, (A4.13) 
得 
(AR = | 1D(7) Pdr. (A4.14) 


变换 (A4.1) 和 (A4.2) 也 分 别 成 为 
1 | i 
#(6) = - 方 | _D(y)em dy， (A4.15) 
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D(n) = 元 | er(6)dE (A4.16) 
由 (A4.14) 和 (A4.16) 得 


(= 方 | 7D (|) eye)dedn 


= 志 | .Dp* (nD $8) (1) edtan 
1 


方 DW) ew(-i d \2 


i Ee) $(8)déd7 
et 


(A4.17) 
在 第 三 等 号 处 对 & 作 了 两 次 部 分 积分 ,在 第 四 等 号 处 用 了 (A4.15), 在 第 五 等 号 处 
再 对 & 作 了 一 次 部 分 积分 .部 分 积分 中 积 出 的 部 分 被 置 零 ,这 相当 于 设 $(&) 在 无 
穷 远 处 足够 快 地 趋 于 零 . 显然 有 


2 
ey A ($+ aé | > 
将 左边 乘 开 后 移 项 得 


(A4.18) 
dp|” 
dé > 7 5 | $(€) 1* — 


Es i 1 $(&) ?)- 


; | 8(E) 上. 
4 (Ar) 
代入 (A4.17) ,利用 (A4.11)、(A4.3)、(A4.12) 和 无 穷 远 处 $(&) 足 够 快 趋 于 零 的 
性 质 ,得 
—— 1 
(AR ) > TA 
即 


(Az): . (Ak) > 十， (A4.19) 
两 边 都 是 正 数 , 开 方 后 用 定义 (A4.9), 即 得 (A4.10). 证 毕 . 
在 (A4.1) 和 (A4.2) 中 作 蔡 换 x 一 w,k 一 : ,得 


yo) = 声 | Cedi 


(A4.20) 
C0) = 声 | (eo)e do (A4.21) 
它们 可 以 用 来 表示 某 量 的 频率 分 布 和 时 间 分 布 .对 这 种 分 布 ,(A4.10) 成 为 


Al 。Aow > (A4.22) 
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自然 界 有 两 种 场 可 用 经 典 理论 描述 ， 那 就 是 电磁 场 与 引力 场 . 本 书 介绍 这 两 
种 场 的 经 典 理论 ， 其 他 场 也 有 经 典 理论 ， 但 一 开始 便 是 为 量子 化 建立 的 ， 它 们 应 
在 量子 场 论 中 介绍 . 

电磁 场 的 经 典 理论 建立 于 19 世纪 末 ， 是 最 成 功 的 物理 理论 之 一 ， 称 为 经 典 
电动 力学 ， 简 称 电动 力学 . 它 的 最 重要 的 预言 是 存在 电磁 波 . 这 一 预言 的 证 实 从 
根本 上 改变 了 人 类 生活 . 可 以 毫 不 夸张 地 说 ， 离 开 电 磁 波 便 没 有 现代 文明 .电动 
力学 的 早期 应 用 是 无 线 电 通 讯 和 电磁 器 件 、 仪 器 、 设 备 的 制造 . 随后 ， 伴 随 受 控 
热 核反应 的 研究 发 展 了 等 离子 体 电 动力 学 和 磁 流体 力学 .- 伴随 加 速 器 的 研究 发 展 
了 同步 辐射 理论 . 按 这 一 理论 发 展 的 同步 辐射 装置 是 最 重要 的 强 光 源 之 一 . 大约 
30 年 前 还 发 明了 自由 电子 激光 ， 这 是 电动 力学 的 直接 成 果 . 由 于 它 的 极端 重要 
性 ， 近 百年 来 ， 电 动力 学 一 直 是 世界 各 大 学 本 科 物 理 专业 的 必修 课 . 它 也 是 本 书 
的 主要 内 容 . 

引力 场 的 经 典 理论 建立 于 20 世纪 初 ， 这 便 是 广义 相对 论 引力 论 ， 是 一 种 几 
何 动力 学 . 它 很 美 ， 然 而 由 于 它 描述 的 实际 引力 场 与 牛顿 万 有 引力 定律 差别 很 
小 ， 只 在 天 体 物理 和 宇宙 学 中 显露 出 来 ， 加 之 又 被 认为 是 一 门 艰 深 的 理论 ， 广义 
相对 论 引 力 论 至 今 未 列 入 本 科 必 修 课程 ， 另 一 方面 ， 从 知识 完整 的 角度 看 ， 一 个 
研究 物质 世界 规律 的 物理 学 工作 者 ， 对 引力 理论 完全 不 了 解 不 能 不 说 是 一 种 缺 
陷 . 况且 ， 经 过 几 十 年 的 发 展 ， 引 力 理论 已 有 了 许多 应 用 . 这 些 应 用 虽 与 日 常生 
活 无 关 ， 却 关系 到 宇宙 的 命运 ， 因 而 不 能 不 为 普通 人 所 关注 . 目前 黑洞 、 大 爆炸 
宇宙 模型 等 已 成 埠 议 ， 而 且 有 的 说 得 很 玄 . 物理 学 工作 者 有 义务 将 实情 告诉 世 
人 ， 以 正视 听 . 为 此 ， 将 引力 论 加 入 本 科 必 修 课 似 属 难免 . 再 说 ， 广 义 相对 论 引 
力 论 也 不 像 传闻 那样 艰深 ， 在 本 科 讲 授 是 办 得 到 的 .本 书 将 它 作为 第 二 部 分 内 
容 . 
本 书 坚持 讲 清楚 原则 . 例如， 无 散 矢 量 场 必 可 表 为 一 矢量 场 的 旋 度 .这 一 命 
题 几 乎 所 有 电动 力学 教材 都 用 到 ， 却 鲜 有 证 明 . 这 不 仅 会 在 学 生 的 知识 结构 中 留 
下 缺陷 ， 且 不 利于 培养 学 生 一 丝 不 苟 的 严谨 作风 .本 书 作 了 证 明 ， 而 且 不 难 ， 即 
使 要 用 较 深 的 数学 也 不 回避 . 冷静 的 分 析 表 明 ， 学 生 学 习 电 动力 学 的 时 候 已 有 了 
足够 的 数学 基础 . 未 学 过 而 又 必须 的 数学 内 容 离 此 基础 只 有 一 步 之 四. 对 此 ， 本 
书 采取 积极 的 态度 ， 带 领 读者 跨 出 这 一 步 ， 补 上 必要 的 数学 内 容 ， 有 的 (例如 广 
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义 相对 论 用 的 张 量 分 析 和 黎 曼 几何 ) 在 正文 中 讲 ， 有 的 则 列 入 附录 . 

本 书 注意 电动 力学 理论 体系 的 现代 化 ， 一 开始 就 突出 它 的 相对 论 性 和 规范 不 
变性 ; 采用 分 析 形 式 ， 即 拉 格 朗 日 形式 和 哈密 顿 形式 . 分 析 形 式 不 仅 有 利于 认识 
的 深入 ， 而 且 为 后 续 的 量子 理论 和 统计 理论 所 必需 . 电 与 磁 的 对 偶 是 几 百 年 来 人 
们 对 电磁 认识 的 一 个 主题 . 近 几 十 年 关于 磁 单 极 的 探讨 更 突出 了 这 一 主题 . 由 于 
并 未 发 现 磁 单 极 ， 本 书 没有 讲解 磁 单 极 理论 . 但 在 第 三 章 讲 静 磁 学 时 ， 特 意 将 理 
论 表 达到 这 样 的 程度 : 除了 没有 磁 单 极 外 ， 电 和 磁 是 完全 对 偶 的 . 

在 写 理论 物理 丛书 的 每 一 卷 时 ， 都 不 会 忘记 写 这 一 套 处 书 的 初衷 那 就 是 要 
强调 ， 理 论 物理 是 一 个 整体 ， 它 的 各 分 支 有 深刻 的 内 在 联系 .本 书 的 许多 地 方 都 
可 以 看 到 这 种 联系 的 踪迹 . 例如 ， 经 典 力学 中 讲 了 质点 运动 轨迹 的 最 小 作用 量 原 
理 与 光线 的 费 马 原理 的 相似 ， 这 种 相似 在 认识 量子 力学 的 过 程 中 起 了 重要 作用 . 
本 书 $5.5 由 波动 光学 ， 即 电磁 波 的 传播 规律 ， 导 出 了 几何 光学 的 程 函 形 式 和 费 
马 原理 ， 与 经 典 力 学 和 量子 力学 相 衔 接 . §6.3 中 表示 讯号 时 间 分 布 与 频谱 关系 
的 《6.45) 式 , 在 量子 化 后 就 是 量子 力学 中 的 能 量 时 间 测 不 准 关 系 . $5.2 讲述 
的 全 反射 中 的 透射 现象 类 似 量 子 力学 中 的 势 件 穿 透 .$5.7 关于 共振 腔 中 驻 波 本 
征 模 式 和 本 征 频率 的 讨论 类 似 量 子 力学 中 力学 量 的 本 征 值 问题 ， 所 有 这 些 相似 ， 
这 些 联系 ,集中 表现 为 波动 规律 的 共性 ， 粒 子规 律 的 共性 ， 和 普遍 的 波动 性 与 粒 
子 性 的 内 在 联系 . 更 不 用 说 它们 用 的 是 同一 套数 学 工具 了 . 这 些 相似 ， 这 些 联 
系 ， 又 是 自然 而 然 的 ， 考 需 雕 琢 . 在 讲述 中 没有 任何 刻意 追求 ， 一 切 顺 其 自然 ， 
留 给 读者 体味 ， 当然， 如 果 用 本 书 作 教材 ， 教 师 可 在 适当 处 点 化 一 下 . 

应 当 承 认 ， 本 书 的 写作 是 仓促 的 , 许多 地 方 来 不 及 推荐 ， 真心 诚意 地 请 各 位 
读者 和 老师 指正 . 
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2002 年 5 月 6 日 
于 北京 大 学 承 泽 园 
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